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1 Homotopiegruppen der Sphéiren

Definition 1. Es sei (X, z() ein punktierter topologischer Raum. Fiir n > 0 sei
ﬂ-n(X7 {L'0> = [(Sn7 *)7 (X7 l‘o)]

die Menge der basispunkterhaltenden Abbildungen S™ — X modulo basispunkterhaltender
Homotopie. Fiir n > 1 heifit m,(X) die n-te Homotopiegruppe von X (mit Basispunkt zg).

Die Gruppenstruktur auf 7, (X) wird induziert durch die Kogruppenstruktur auf S™, welche
durch die Abbildung S™ — S™ v S™ gegeben ist, die die Siidkappe D’} auf die erste S", die
Nordkappe D™ auf die zweite S” und den Aquator D" n D" auf den Anklebepunkt von S™ v S™
abbildet. Das neutrale Element der Homotopiegruppen wird représentiert durch die konstante
Abbildung auf den Basispunkt z(. Die erste Homotopiegruppe 71 (X, z¢) kann man auffassen
als die Menge der geschlossenen Wege bei xg modulo Homotopie relativ der Endpunkte mit der
Verkettung von Wegen als Gruppenverkniipfung. Diese Gruppe wird auch Fundamentalgruppe
genannt. Man kann zeigen, dass m, (X, o) fiir n > 2 abelsch ist (vgl. [Hat02, S. 340]).

Eine basispunkterhaltende Abbildung g : (X, z9) — (Y, y0) induziert Abbildungen g, =
mi(g) = mi(X,x0) — m(Y,yo) durch Nachkomponieren mit g. Auf diese Weise wird m; zu
einem Funktor von der Kategorie der punktierten topologischen Ridume in die Kategorie der
(abelschen) Gruppen.

Die Menge 7o(X,z¢) ist die Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X. Wir
schreiben (X, xg) = 0, falls die einzige Wegzusammenhangskomponente von X die von z ist.

Falls ein Weg von x¢ nach xj, in X existiert, so sind m, (X, zo) und 7, (X, z{) isomorph. Fiir
nicht leere, wegzusammenhéngende Rdume X kann man daher den Basispunkt in der Notation
weglassen und von der Homotopiegruppe 7, (X ) von X sprechen.

Eine Verallgemeinerung der Homotopiegruppen sind die relativen Homotopiegruppen m,(X, A, o)
eines Raumpaars (X, A) mit Basispunkt 2y € A. Die Gruppe m, (X, A, o) ist fiir n > 1 definiert
als Menge der stetigen Abbildungen

(I, 01", J" 1) — (X, A,z9) wobei J" 1= ({0} x I" Y U (I x aI™ )

modulo Homotopie, wobei die Homotopie zu jedem Zeitpunkt eine Abbildung vom gleichen
Typ ist. Aquivalent dazu kann man 7, (X, A, 29) als Menge der stetigen Abbildungen

(D", 0D", %) — (X, A, x0)

modulo Homotopie durch denselben Typ von Abbildung definieren. Fiir n > 2 ist 7, (X, A, o)
eine Gruppe und fiir n > 3 abelsch. Analog zur langen exakten Homologiesequenz gibt es fiir
jedes Raumpaar (X, A, zg) auch eine lange exakte Sequenz

.o (A, o) = (X, 20) & (X, Ay xo) = o1 (A, 20) — ... — (X, x0)

von absoluten und relativen Homotopiegruppen (siehe [Hat02, Thm 4.3]).

In dieser Arbeit werden wir die Homotopiegruppen der Sphéren, also die Menge der stetigen
Abbildungen zwischen Sphéren in (verschiedenen) Dimensionen, studieren. Wir zeigen zunéchst
ein paar grundlegende Fakten {iber diese Homotopiegruppen.

Fiir i < n gilt 7;(S™) = 0: Wir kénnen die Sphire S? als CW-Komplex mit einer 0-Zelle
und einer i-Zelle realisieren. Aus dem zelluldren Approximationstheorem (sieche [Hat02, Thm
4.8)) folgt, dass jede Abbildung f : S* — S™ homotop relativ Basispunkt zu einer zelluliren
Abbildung ist, d.h. zu einer Abbildung f : % — S™, die das i-Skelett von S (das ist ganz S*)
auf das i-Skelett von S™ (das ist {#}) abbildet. In anderen Worten ist jede Abbildung S* — S™
homotop zur konstanten Abbildung und reprisentiert daher das neutrale Element in m;(S™).

Mit der universellen Uberlagerung p : R — S', ¢ — e kann man die Homotopiegruppen
von S' bestimmen: Die Fundamentalgruppe 71 (S1) ist isomorph zur Decktransformationsgruppe
dieser Uberlagerung, also isomorph zu Z. Die hoheren Homotopiegruppen m;(S DY mit 4 > 1 sind
Null. Dies folgt aus der Zusammenziehbarkeit von R und aus der allgemeinen Tatsache, dass
eine Uberlagerung p : X — X Isomorphismen 7;(p) : (X, o) — mi(X, z0) auf den héheren
Homotopiegruppen induziert (sieche [Hat02, Prop 4.1]).



Definition 2. Die (reduzierte) Einhingung (XX, ) eines punktierten Raumes (X, zg) ist
YX = (X xI)/(X x{0,1} U {xo} x I).
Der Basispunkt = von XX ist der auf einen Punkt zusammengezogene Teilraum.

Einhédngung ist ein Endofunktor der Kategorie der punktierten topologischen Raume:
Fiir f: (X, 20) — (Y, yo) ist

N (BX%) = (BY, %), [(@,0)] = [(f(2),1)].

Man sieht leicht, dass ©S? ~ S, Des Weiteren gilt f ~ ¢ — Xf ~ Xg. Somit
induziert Einhdngung eine Abbildung F : m;(X, xo) — mi+1(XX, #). Da Einhéngung mit den
Kogruppenstruktur von S% und S**! vertréglich ist, ist £ sogar ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 3. Ein nicht leerer topologischer Raum X heifit n-zusammenhdngend, falls m;(X) =
0fir 0 <i<n.

Satz 4 (Freudenthal’scher Einhéngungssatz). Es sei n = 0 und X ein n-zusammenhéngender
CW-Komplex. Dann ist E : m;(X) — m11(2XX) bijektiv fiir 0 < ¢ < 2n und surjektiv fiir
1=2n+ 1.

Ein Beweis des Einhéngungssatzes findet sich in [Hat02, Kor 4.24].

Insbesondere ist die j-fach iterierte Einhingung ¥/ X eines n-zusammenhingenden CW-
Komplexes X ein (n+j)-zusammenhéngender CW-Komplex. (Um den Einhéngungssatz mehr-
fach anwenden zu koénnen, muss man sich klar machen, dass die Einh&ngung eines CW-
Komplexes wieder ein CW-Komplex ist.)

Fiir einen beliebigen CW-Komplex X ist ¥/ X ein (j—1)-zusammenhiingender CW-Komplex
und es gilt 7,4 (57X) = a1 (BTIX) fiir n+j < 2(j — 1) © n+ 2 < j. Somit ist

Tono(E"2X) = T, 1 3(X"3X) = mop g (XVTX) = L. =~ colim; 7,4, (X7 X).

Die Gruppe colim; 7rn+j(EjX) heifit n-te stabile Homotopiegruppe von X . Im Fall der Sphéren
haben wir mit X = S°:

7T2n+2(Sn+2) = 7T2n+3(5n+3) = 7r2n+4(Sn+4) =... = COlimj 7Tn+j(Sj) = 7T7SL.

Wir behaupten, dass auch E : 71 (S') — 72(5?) ein Isomorphismus ist. Aus dem Einhingungssatz
folgt lediglich, dass diese Abbildung surjektiv ist. Somit ist mo(S?) eine zyklische Gruppe mit
Erzeuger idgz. Es sei nun k € Z. Dann ist Ha(k - idg2) : Ha(S?) — H(S?) gegeben durch
Multiplikation mit k. Angenommen, k - idg2 ist nullhomotop. Dann ist auch Ha(k -idg2) =0
und somit £ = 0. Somit ist E injektiv. Es folgt

Z=m(SY) = m(S?) = ... =7 (80) = ... =~ colim; 7;(S7) = 7.

Dabei ist [idg:] ein Erzeuger von ;(S?) fiir alle i > 0.

Im Anhang dieser Arbeit befindet sich eine Tabelle mit einigen bekannten Homotopiegrup-
pen von Sphéren. Einige RegelméBigkeiten sind dabei offensichtlich (z. B. die gleichen (um
eine Zeile verschobenen) Eintriige in den Spalten n=2 und n=3). Eine globale Systematik
ist aber nicht erkennbar. Tatséchlich ist das explizite Ausrechnen von Homotopiegruppen
selbst von so einfachen Réumen wie den Sphéren ein schweres Problem. So sind die stabilen
Homotopiegruppen 7¢ nur fiir n < 64 berechnet und unbekannt fiir gréfiere n (vgl. [Hat02,
S. 384]).

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, folgenden Satz aus der Dissertation von Jean-Pierre Serre zu
beweisen:

Satz 5 ([Serb1]). Die Homotopiegruppen m;(S™, %), i > n, sind endlich bis auf die Gruppen
Tap—1(S%F), k = 1, welche jeweils isomorph zu einer direkten Summe von Z und einer endlichen
Gruppe sind.



Zusammengefasst werden wir also gezeigt haben, dass

Korollar 6. 0 firi<nundi>n=1,

" Z fir i =mn,
772(8 ) *) = .
Z @ endliche Gruppe fiir ¢ = 2n — 1 und n gerade,

endliche Gruppe sonst.

Der Beweis des Satzes von Serre verwendet an mehreren Stellen die Serre-Spektralsequenz.
Das ist ein algebraisches Objekt, welches fiir eine Faserung p : X — B eine Verbindung zwischen
den Homologie- und Kohomologiegruppen von Basisraum B, Totalraum X und Faser F liefert.
Wir fithren zunéchst Faserungen, Spektralsequenzen und die Serre-Spektralsequenz ein. Wir
zeigen dann mit dem Modulo-C-Hurewicz-Theorem, dass die Homologie- und Homotopiegruppen
(unterhalb eines bestimmten Grades) bestimmte algebraische Eigenschaften teilen, z. B. die
Eigenschaft, endlich zu sein. Besonders wichtig wird eine relative Version des Modulo-C-
Hurewicz-Theorems, aus der wir folgern, dass eine stetige Abbildung genau dann in Homologie
,Fast-Isomorphismen® induziert, wenn sie in Homotopie ,,Fast-Isomorphismen® induziert. Dies
wenden wir an auf die Abbildung f : S™ — K(Z,n), die man durch T6ten der Homotopiegruppen
von S™ im Grad > n erhélt und zeigen so den Satz von Serre fiir ungerade n. Dafiir miissen
wir zuerst die Homologiegruppen (bis auf Torsion) der Eilenberg-MacLane-Réume K (Z,n)
mit Hilfe von Spektralsequenzen ausrechnen. Fiir gerade n benutzen wir einen Zusammenhang
zwischen den Homotopiegruppen von S™, von S™~! und von der Stiefel-Mannigfaltigkeit Vat1,2-

Im letzten Abschnitt zeigen wir ein weiteres Resultat aus Jean-Pierre Serres Dissertation
iiber die erste Homotopiegruppe von S™ mit p-Torsion. Wir fithren einen neuen Beweis dieses
Resultats basierend auf dem relativen Modulo-C-Hurewicz-Theorems.

2 Faserungen

Definition 7. Eine (Hurewicz-) Faserung ist eine stetige Abbildung p : E — B, welche die
Homotopieliftungseigenschaft (HLE) fiir die topologischen Riaume X besitzt, d. h. fiir alle n > 0
und fiir alle stetigen Abbildungen H, Hy wie unten, sodass das duflere Quadrat kommutiert,
gibt es eine stetige Abbildung H, sodass die beiden inneren Dreiecke kommutieren:

XLE

R
) g -
20 e p

XxxI —" B
Dabei ist ig die Inklusion von X in X x I als X x {0}. Eindeutigkeit von H wird nicht gefordert.
Der Raum E wird Totalraum und B wird Basisraum genannt.

Bemerkung. Allgemeiner ist eine Serre-Faserung eine stetige Abbildung p : £ — B, welche
die Homotopieliftungseigenschaft beziiglich der Scheiben {D"|n > 0} oder dquivalent allen
CW-Komplexen, aber nicht unbedingt allen topologischen Rdume besitzt. Man kann viele
Resultate iiber Hurewicz-Faserungen, wie beispielsweise die Existenz der Serre-Spektralsequenz,
auch fiir Serre-Faserungen zeigen. Es bedarf aber etwas mehr an Arbeit, die grundlegenden
FEigenschaften dieser Faserungen zu zeigen. Deshalb beschrianke ich mich in dieser Arbeit auf
Hurewicz-Faserungen.

Beispiel 8. Das einfachste Beispiel einer Faserung ist die Produktfaserung, die Projektion
p1 : B x F' — B eines Produktraumes auf einen Faktor.

Seien zur Nachweis der Homotopieliftungseigenschaft ein Raum X sowie H : X x I — B und
Hy: X — B x F wie in Definition [7] gegeben. Dann bringt folgende Abbildung das Diagramm
zum Kommutieren:

H:XxI—>BxF, (xt)— (H(,t),p(Ho(z))).



Bei dieser Produktfaserung sind die Fasern, das heifit die Urbilder {p~!({b})|b € B} von
Einpunktmengen versehen mit der Teilraumtopologie, alle homéomorph zu dem festen Raum
F. Allgemein sind bei Faserungen iiber wegzusammenhéngenden Basisrdumen alle Fasern zwar
nicht immer homéomorph, aber homotopiedquivalent:

Lemma 9 ([Hat02, Prop 4.61]). Es sei p: E' — B eine Faserung und v : I — B ein stetiger
Weg von a = v(0) nach b := y(1). Wegen der Homotopieliftungseigenschaft gibt es ein H,,
sodass

p_l({a}) 2
e w1 L0,
kommutiert. Wir setzen
Ly:p ' ({a}) = p ' ({0)),  f— Hy(f)1).
Dann gilt fiir stetige Wege v, 7, € mit und (1) = €(0):
L., hingt bis auf Homotopie nicht von der Wahl des Lifts H ab.

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass jede Faserung p auch folgende relative Homotopielif-
tungseigenschaft erfiillt: Sei das duflere kommutative Quadrat im Diagramm

(XxIx{O})u(Xx&IxI)%E

X xIxI H , B

gegeben. Dann gibt es eine stetige Abbildung H, sodass das Diagramm kommutiert. Der
Unterschied zu Definition [7] besteht darin, dass der Lift der Homotopie nicht nur zum Zeitpunkt
t = 0, sondern auch auf dem Rand X x 01 x I vorgegeben ist. Um dies zu zeigen, verwenden
wir die Existenz eines Homoomorphismus ¢ : (I x I,1 x {0}) — (I x I,I x {0} v oI x I)
von Raumpaaren (d.h. ¢ schrinkt ein zu einem Hom&omorphismus ¢|7. o : I x {0} —
I x {0} U dI x I). Wir benutzen dann die gewohnliche Homotopieliftungseigenschaft mit
H' = H o (idx x%) und H{ := Hp o (idx x%|;4(o;) und erhalten einen Lift H'. Dann kann
man leicht nachrechnen, dass H := H' o (idx x9~1) ein geeigner Lift im obigen Diagramm ist.

Zu (i) und (ii): Es sei K : I x I — B eine Homotopie relativ der Endpunkte zwischen
v = Kloyxr und n = K|y sowie H,, H,:p~*({a}) x I - E gegeben. Wir verwenden nun
die relative Homotopieliftungseigenschaft mit

H:p'({a}) xIxI— B, (fts)— K(t,s)
sowie

Ho: ("' ({a}) x I x {0}) © (p'({a}) x &I x I) — E,
HO(fata()) = fa HO(f) 07 8) = ﬁ’}’(fa 8)7 HO(fv 175) = Ij[n(fa S)'

und erhalten einen Lift H: (p~'({a}) x I x I — E. Die gesuchte Homotopie zwischen L., und
Lyist H(-,-1): p ({a}) x T — p~ 1 ({b)).



Zu (iii): Die Behauptung folgt daraus, dass man
; H,(f,2t falls 0 < ¢ < L,
H.,.(f,t) = ~7(~ ) X 2
H(H,(f,1),2t —1) falls 5 <t<1

wihlen kann.
Zu (i): Aus (ii) und (iii) folgt, dass L,-1 homotopieinvers zu L. ist. O

Bemerkung. Man notiert eine Faserung p : E — B hiufig als I — E — B, wobei F eine
typische Faser ist, also ein Raum, zu dem die Fasern {p~!({b}) |b € B} homotopieiiquivalent
sind. Da homotopiedquivalente Rdume diesselben (Ko-) Homologiegruppen besitzen, kann man
von der Homologie H,(F'; G) bzw. Kohomologie H*(F'; R) der Faser sprechen.

Korollar 10. Es sei p: F — B eine Faserung, b € B. Dann ist
m1(B,b) — Aut(Hy(p~' ({6});G)),  [7] = Lys
eine Wirkung der Fundamentalgruppe von B auf der m-ten Homologiegruppe der Faser.

Diese Wirkung ist trivial, falls L., = id fiir alle geschlossenen Wege [v] € m1(B,b). Zum
Beispiel ist die Wirkung bei Produktfaserungen immer trivial.

Beispiel 11. Die Kleinsche Flasche K ist der topologische Raum
K:=IxI)/~, (2,0)~(z,1), (0,y) ~(1,1—-y).

Sie ist Teil einer Faserung S — K % S' mit p[(x,y)] := [z] € I/9~1. Die Wirkung von
71 (S1) auf der Homologie H;(S';Z) =~ Z der Faser ist nicht trivial, denn fiir v = id : S — S*
ist L, homotop zu einer Spiegelung von S1 entlang einer Achse und induziert damit die
Negationsabbildung auf Hj(S';7Z).

Lemma 12 ([Hat02, Thm 4.41]). Es sei p : E — B eine Faserung, by € B, F := p~1(by) die
Faser iiber by und fp € F'. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz

0
o= m(F, fo) 5 1n(E, fo) 25 ma(B,bo) = mn1(F, fo) — ... — mi(B, bo)
von Homotopiegruppen. Dabei ist i : F' — FE die Inklusion.

Beweis. Die gesuchte exakte Sequenz ist die lange exakte Homotopiesequenz

o Tn(F, fo) 2 w(E, fo) L mu(EL F, fo) S mai(F, fo) — ... — m1(E, F, fo)

des Raumpaares (E, F'). Es bleibt zu zeigen: 7, (E, F, fo) = m,(B, by) als Gruppe fiir n > 1 und
als punktierte Menge fiir n = 1. Der Isomorphismus muss auflerdem so gewéhlt werden, dass

Du = (wn(E, fo) 25 mu(B,F, fo) 2> ma(B, b0)> .

Wir zeigen: py : m(E, F, fo) — 7, (B, bg) ist der gesuchte Isomorphismus (damit ist obige
Gleichung erfiillt).
Surjektivitit: Sei [g : (I"*1, 01" %) — (B, {bo},bo)] € Tns1(B,bg), n = 0. Sei § der Lift
im relativen HLE-Diagramm
U E
x I B

konst fo

—
6



wobei U = (I"x{0})u(dI"xI) < I"*!. Dann kann man § als eine Abbildung (I"*!,0I"*!,U) —
(E, F,{fo}) von Raumtripeln auffassen, welche ein Element von 7,1(F, F, fy) reprisentiert.
Es gilt p«[g] = [po g] = [g].

Injektivitit: Seien [ho], [h1] € Tnt1(E, F, fo) mit p«[ho] = px[h1]. Sei

H:(IxI" Ix0I") — (B,{b}), (t,z)— Hy(x)

eine Homotopie mit Hy = p o hg, H1 = p o hy, welche zu jedem Zeitpunkt ¢ € I eine Abbildung
Hy: (I"t1, 01" — (B, {bp}) von Raumpaaren ist. Betrachte folgendes HLE-Diagramm:

Vv———F

iy 2 . p

mit V := (1" x{0}) v (AI"IxI) = ({0,1} x ") U T x U < I""2 und
h|{0}xln+1 = ho, h|{1}><["+1 = hy, h|rxu = konst fo.

Nun ist H eine Homotopie von hy nach hi, welche zu jedem Zeitpunkt ¢ eine Abbildung
Hy: (It 01" U) — (E, F,{bo}), =+ H(t,z) von Raumtripeln ist. O

Beispiel 13. Die Hopf-Faserung ist eine Abbildung n : S — 52, welche ein nichttriviales
Element in 73(S?) repriisentiert. Wenn man S® mit {(z,y) € C?||z| + |y| = 1} identifiert und
S? als Riemannsche Zahlenkugel C U {00} auffasst, so ist 1 gegeben durch n(z,y) = x/y fiir
y # 0 und n(z,0) := co. Man sieht leicht, dass n eine Faserung ist und dass die Faser

17He) = (el - (e, )T |se Cyls| = 1} ~ §?
fiir alle ¢ € C ist. In der langen exakte Homotopiesequenz
..—>71-n(s’1)_>7-[-n(S3)77_*,7.‘.”(52>_)ﬂ.n_1(51)_).”

dieser Faserung verschwindet fiir n > 3 die erste und die letzte Gruppe und 7 liefert einen
Isomorphismus zwischen 7, (S%) und 7, (52). Das ist der Grund fiir die Ahnlichkeit der Spalten
n=2 und n=3 der Tabelle der Homotopiegruppen im Anhang.

Die Hopf-Invariante h(p) € Z ist eine Homotopieinvariante von Abbildungen p : $?"~1 — §™.
Man kann zeigen, dass h : ma,—1(S™) — Z ein Homomorphismus ist. Da h(n) = 1, besitzt n
Ordnung unendlich. Allgemeiner kann man zeigen, dass 2Z < im(h : ma,—1(S™) — Z) fiir gerade
n. Somit ist Z ein direkter Sumand von g, _1(S™) fiir gerade n, was einen Teil der Aussage
des Satzes von Serre zeigt. Die Konstruktion von 1 kann man auch mit den Quaternionen bzw.
Oktonionen statt den komplexen Zahlen durchfiihren. Dies ergibt Faserungen S% — S7 % §4
und S7 — S % S8 die ebenfalls Hopf-Faserungen genannt werden. In der langen exakten
Homotopiesequenz

L 7T7(53> — 7~ 7T7(S7) L 7T7(S4) — 7T6(S3) e 7r6(5'7) =0— ...
Y\E/

von v ist h eine Retraktion von vy. Somit gilt 77(S%) = Z @ 76(S®). Die Faserung o induziert
analog m15(S%) =~ Z ® m14(S7). Fiir Details siehe [Hat02, 4.44-4.47 und §4.B].

Lemma 14 ([Hat02, Prop 4.64]). Man kann jede stetige Abbildung f : X — Y schreiben als
Komposition '
X5 E Sy



einer Homotopiedquivalenz ¢ und einer Faserung p. Genauer gilt

Ep ={(z,7) e X x Y| f(x) =v(0)} € X x Y,
i(z) = (x,t — f(x)),
p(z,7) = (1),

wobei Y/ die Kompakt-Offen-Topologie trigt.

Beweis. Offensichtlich sind ¢ und p stetig und es gilt poi = f. Das Homotopieinverse von ¢ ist
Jj:Ey - X, (z,7) = z. Es gilt joi =idyx und eine Homotopie zwischen i o j und idg, ist
gegeben durch

H:IxEy—E¢, (s(z,7)— (z,7(s-)).

Es bleibt zu zeigen, dass p eine Faserung ist. Es sei dazu ein topologischer Raum A und
Abbildungen Hy: A — Efund H : I x A — Y mit H oig = po Hy gegeben. Dann ist

H:IxA— Ey,

)

(s,0) = (p1(Ho()), Ysa)s  Vsalt) = {p2<H0<a>><t (1+s) fallst-(1+5) i 1

H(t-(1+4+s)—1,a) fallst-(1+s)
eine Homotopieliftung. d

Wir betrachten die Inklusion i : {xg} — X des Basispunktes. Durch Lemma [14| erhalten wir
eine Faserung F — E; & X mit E; ~ {xo} zusammenziehbar.

Definition 15. Der Totalraum PX := E; = {y € X! |v(0) = xo} heiBt Pfadraum von (X, zg).
Der Basispunkt von PX ist der konstante Weg vo : I — X, t +— x¢. Die Faser von p iiber xg
ist der Schleifenraum QX = {y e XT|v(0) = 4(1) = x}. Die Faserung QX — PX & X heift
Pfadfaserung.

Die Randoperatoren aus der langen exakten Sequenz F — PX 2 X sind Isomorphismen
mir1(Y,y0) = mi(QLY, 7o) fiir ¢ = 0, da die Homotopiegruppen von PX null sind. Die Bildung
des Schleifenraums bewirkt also eine Gradverschiebung der Homotopiegruppen.

3 Spektralsequenzen

FEin essentielles Hilfsmittel in der algebraischen Topologie sind lange exakte Sequenzen. Sie
liefern einen Zusammenhang zwischen Homologie- oder Homotopiegruppen von verschiedenen
RAumen. Wenn man geniigend viele dieser Gruppen kennt, so kann man oft rein algebraisch
die anderen Gruppen erschliefen. Ein Beispiel ist die lange exakte Homotopiesequenz einer
Faserung. Nun kann man sich fragen, ob es bei Faserungen auch einen Zusammenhang zwischen
den Homologie- und Kohomologiegruppen von Basisraum, Totalraum und Faser gibt. Im Jahr
1951 hat Jean-Pierre Serre in seiner Dissertation [Ser51| gezeigt, dass es einen solchen tatséichlich
gibt. Dieser hat jedoch nicht die Form einer langen exakten Sequenz, sondern ist kodiert in
einem komplexeren algebraischen Objekt, einer Spektralsequenz.
Es sei A im Folgenden ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 16. Eine (homologische) Spektralsequenz E besteht aus
e A-Moduln Ej , fiir alle p,g€e Z und 7 > 1,

e A-Modul-Homomorphismen dj, , : E, , — E}

: i T —
prgir—1 Wit dy 10d,,=0

—r,q+r—

(E")=ker(dy ,)/im(d}, ) = Byt

3 T .
e und Isomorphismen « H p+rg—r+1

P,q p,q

Bemerkungen. e Die Homomorphismen dy, , heilen Differentiale.



e Die Gesamtheit der Moduln E;,q und Differentiale d;’q mit r € N fest heifit r-te Seite E”.

e Die Isomorphismen «; , werden in der Notation unterdriickt und so gerechnet, als wére
Ertl gleich Hy4(E").

e Wenn man eine Seite einer Spektralsequenz kennt, kann man also die Eintrége auf der

néichsten Seite berechnen, die Differentiale jedoch im Allgemeinen nicht.

e Der Eintrag £ , ist ein Subquotient (d.h. ein Quotientenmodul eines Untermoduls) von
E; , falls s <.
Man stellt Seiten fiir gewohnlich in einem 2-dimensionalen Raster dar:

1 2
q E E

Definition 17. Eine Spektralsequenz konvergiert, falls fiir alle p,q € Z ein R € N existiert,
sodass fiir alle » > R die Differentiale von und nach Equ verschwinden und damit

0 ._ R ~ pR+1  pR+2
Ep,q T Ep7q = Ep:q = Epyq =

Der ,,Grenzwert“ der Spektralsequenz ist die Unendlich-Seite E® := {E;j?q }p.qez-

Viele Spektralsequenzen sind im ersten Quadranten konzentriert, d.h. Ej ist nur fiir
p,q = 0 ungleich null. Solche Spektralsequenzen konvergieren immer, denn fiir alle p,q € Z
fithren fiir » > max(p + 1, ¢ + 2) alle Differentiale von E} , aus dem ersten Quadranten heraus

und alle dort eintreffenden Differentiale kommen von auBerhalb des ersten Quadranten und
sind daher null.

Definition 18. Eine Filtrierung eines A-Moduls M ist eine aufsteigende Folge
0c...cFP'McFPMcFPP'Mc...c M
von Untermoduln von M, peZ. Eine Filtrierung heifit
e ausschopfend, falls M = Up FPM,
e Hausdorffsch, wenn 0 = (), F?M und
e reguldr, wenn sie ausschopfend und Hausdorffsch ist.

Definition 19. Eine Spektralsequenz E konvergiert gegen einen graduierten A-Modul M =
@®nezM,, (notiert Ep .= My, ), falls E iiberhaupt konvergiert und regulére Filtrierungen

0c...c FP"'M, < FPM,, < FP* M, c...c M,

existieren, sodass £, = FPMyq/FP~1M,,, fiir alle p,q € Z.

In der Anwendung von Spektralsequenzen kennt man oft die Eintréige der E' oder E2-Seite.
Man versucht dann, die Eintrige der E®-Seite zu bestimmen, indem man sukzessive die Seiten
E" ausrechnet. Das Problem dabei ist, dass die dazu benétigten Differentiale auf diesen Seiten
im Allgemeinen nicht bekannt sind. In der Praxis hofft man darauf, dass Differentiale allein
deswegen verschwinden, da ihre Quell- bzw. Zielgruppe die Nullgruppe ist. Man kann auch
bereits bekannte Information iiber die E®-Seite verwenden, um Aussagen iiber Differentiale zu
treffen, z. B. dass ein Differential ein Isomorphismus ist.



Angenommen, man hat auf diesem Weg die Seite E® einer Spektralsequenz, welche gegen
M konvergiert, berechnet. Dann kennt man immer noch nicht die Moduln M,,, sondern lediglich
die Quotienten in einer Filtrierung von M,,. Im Fall, dass A ein Korper ist, ist M,, isomorph
zur direkten Summe dieser Quotienten. Im Allgemeinen ist das aber nicht der Fall, wie das
Beispiel der Filtrierung 0 ¢ 2Z < Z der abelschen Gruppe Z zeigt.

Anders herum kann man Spektralsequenzen auch verwenden, um von E® (oder den Moduln
M,,) auf die Seite E? bzw. E' zu schlieen. Dies werden wir tun, um die Homologie von
Filenberg-MacLane-Réumen mit Koeffizienten in Q zu bestimmen.

4 Die Serre-Spektralsequenz

Satz 20. Es sei F — E 2 B eine Faserung mit wegzusammenhiingendem Basisraum B und
G eine abelsche Gruppe. Angenommen, 71 (B) wirkt trivial auf H,(F; G). Dann existiert eine
(homologische) Spektralsequenz mit

Eﬁ,q = HP(B; Hq(FPS G));
welche gegen H.(FE;G) konvergiert.

Die Existenz dieser Spektralsequenz wurde von Jean-Pierre Serre in seiner Doktorar-
beit [Serbl] gezeigt. Sie wird daher ihm zu Ehren Serre-Spektralsequenz mit Koeffizienten in
G genannt. Serre verwendet fiir den Beweis eine Definition von singuldrer Homologie mittels
Kuben anstatt von Simplizes. Ein Beweis, der ohne dieses technische Hilfsmittel auskommt,
findet sich in [Hat04, Thm 1.3].

Im restlichen Teil dieser Arbeit ist die Wirkung von 71 (B) trivial, da m(B) selbst schon
die triviale Gruppe ist.

Bemerkung. Im Falle einer nichttrivialen Wirkung der Fundamentalgruppe existiert ebenfalls
eine Serre-Spektralsequenz. Die Eintriige auf der E?-Seite haben dann die Form Eiq =
H,(B;Hq(F;G)). Dabei ist Hq(F; G) keine feste Gruppe, sondern ein sogenanntes lokales
Koeffizientensystem. Dies ist eine Familie von Gruppen (Gp)pe, welche in einem gewissen Sinn
stetig vom Punkt b € B abhiingen kénnen. Am Punkt b € B ist H,(F; G), = Hy(p~1(b)). Ein
stetiger Weg ~ zwischen Punkten by, by € B induziert einen Isomorphismus 7y : Hq(F; G)p, —
Hy(F; G)p, . Dieser Isomorphismus héngt nur von der Homotopieklasse von v ab. Wenn 7 (B)
trivial auf der Homologie der Faser wirkt, so hingt der Isomorphismus iiberhaupt nicht vom
gewahlten Weg ab. Dann ist H,(B; H,(F; G)) = Hp(B; Hy(F; G)). Fiir Details siehe [McCO01,
S. 133-185]

Es gibt auch eine Version des Satzes fiir Serre fiir Kohomologie anstatt Homologie. In
Kohomologie wird eine andere Indizierung fiir Spektralsequenzen verwendet:
Definition 21. Eine kohomologische Spektralsequenz E besteht aus

e A-Moduln EP? fiir alle p,ge Z und r > 1,

. —r+l . —r+1
e A-Modul-Homomorphismen d2? : EX'Y — EPTTa L i @B o @4 =

e und Isomorphismen o : HP4(E, ) :=ker(d??)/im(d? """~ 1) = EPA.
Jede homologische Spektralsequenz FE liefert eine kohomologische Spektralsequenz, wenn

man EP? .= BT, _, setzt.
b

Definition 22. Eine kohomologische Spektralsequenz E konvergiert gegen einen graduierten
A-Modul M = @,z M" (notiert EX? = MP*t9) falls E iiberhaupt konvergiert und regulire
Filtrierungen

Mo .. . 2FP MY D FPM™ o FPHIM™ S ... 20

existieren, sodass ER? =~ FPMP+e/FPHI NPT fiir alle p, q € Z.
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Satz 23. Es sei ' — E 2 B eine Faserung mit wegzusammenhiingendem Basisraum B und
G eine abelsche Gruppe. Angenommen, 7;(B) wirkt trivial auf H*(F; G). Dann existiert eine
kohomologische Spektralsequenz mit

By? = HP(B; HU(F; G)),
welche gegen H*(E;G) konvergiert.

Dieser Satz wird bewiesen in [Hat04, Thm 1.14]. Eine Version mit lokalen Koeffizienten
findet sich in [McCO01, Thm 5.2].

Kohomologie besitzt gegeniiber Homologie den Vorteil, dass die Kohomologiegruppen mit
dem Cup-Produkt einen graduierten Ring bilden. Diese zusétzliche Struktur ermoglicht es,
R&aume zu unterscheiden, die die gleichen Homologie- und damit auch Kohomologiegruppen
besitzen. Solch eine multiplikative Struktur existiert auch auf der Serre-Spektralsequenz in
Kohomologie:

Satz 24. Es sei F — E % B cine Faserung mit wegzusammenhiingendem Basisraum B und R
ein Ring. Angenommen, 7;(B) wirkt trivial auf H*(F; R). Es sei E die Serre-Spektralsequenz
der Faserung in Kohomologie mit Koeffizienten in R. Dann gibt es bilineare Abbildungen

my = mPSt o EPOx B EPYSOE (g ) s my(,y) =: 2y
mit folgenden Eigenschaften:
(i) d, ist derivativ: @29 (zy) = (d29z)y + (—1)PHx(dyty) fir alle z € EP? und y € B

(i) Bs gilt m,41([z], [y]) = [me(z, )] fiir alle z € ker(d??) und y € ker(dy™").
Dabei ist m, (2, y) € ker(d2T*9%") wegen (i).

(iii) Auf der Fa-Seite ist mg : E5? x Eg’t—>E§+8’q+t das (—1)%-fache des Cup-Produkts
u: HP(B; HY(F;R)) x H*(B; H'(F; R)) — HP™*(B; H'"'(F; R)),
welches fiir a = [(ag)sen, ()] € HP(B; H(F; R)) und b = [(bs)sen,(5)] € H*(B; H'(F; R))
definiert ist durch
. torm.
(@Ub)oen, . (B) = Aol ey 2 Do, e HY(F; R).

,,,,,

(iv) Das Cup-Produkt auf H*(B; R) respektiert die Filtrierungen
H":= H"(B;R)2...2 FP'H" 2 FPH" 2 FPTIH" 2 ... 20,

d. h. es schriinkt ein zu Abbildungen FPH™ x FSH™ — FPTS H™*t" Die induzierte Abbil-
dung auf dem Quotienten FpHm/FerleszHn/FerlH" — Fp+sHm+n/Fp+s+1Hm+"
entspricht dem Grenzwert m&™ P75 . ERTP « TS 5 EEFSMENTPTS qor Multipli-

kationen my"™ "7 Dieser Grenzwert existiert aufgrund von (ii).

Ein Beweis dieses Satzes wird in [McCO01, Abschnitt 5.3] gefiihrt.

5 Toten von Homotopiegruppen und Eilenberg-MacLane-Riume

Beim Studium von topologischen Riumen ist es oft sinnvoll, den betrachteten Raum etwas
abzuédndern, sodass er leichter zu untersuchen sind, indem man z. B. bestimmte Sétze anwendet,
und dann die Ergebnisse auf den urspriinglichen Raum iibertrigt. Eine Moglichkeit einen Raum
abzuédndern ist es, bestimmte Homotopiegruppen zu null zu machen, zu ,,téten“. Der Raum
wird damit aus Sicht der Homotopietheorie einfacher, aber geometrisch und aus Sicht der
Homologietheorie komplexer.

Es sei dazu X ein zusammenhéngender CW-Komplex. Wihle Erzeuger {¢, : S — X |a €
A} von 7, (X). Wir benutzen diese Abbildungen, um einen neuen CW-Komplex X’ aus X durch
Ankleben von n+1-Zellen 2! zu konstruieren. Mit anderen Worten ist folgendes Diagramm
ist ein Pushout:
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Lemma 25. Die Abbildungen 7;(X < X') sind Isomorphismen fiir j < n und m,(X’) = 0.
Beweis. Aus zelluldrer Approximation (siche [Hat02, Thm 4.8]) folgt:
e Fiir alle z € mj(X'), j < n gibt es eine Abbildung f : S — X mit x = [io f].

e Falls fiir zwei Abbildungen f,g:S7 — X, j < n eine basispunkterhaltende Homotopie H
zwischen i o f : S — X’ und i o g existiert, so auch zwischen f und g.

Somit ist m;(X < X') bijektiv fiir j < n und surjektiv fiir j = n. Um zu sehen, dass 7, (X’) = 0,
reicht es zu zeigen, dass 7, (7)[¢a] = [i 0 ¢o] = O fiir alle a € A. Das gilt nach Konstruktion, da
die charakteristische Abbildung ® : e?*! — X' eine Fortsetzung von i o ¢, auf D"*1ist. [

Wir haben jedoch keine Kontrolle iiber die hoheren Homotopiegruppen 7;(X), j > n.
Diese konnen von der Wahl der Erzeuger ¢, abhéngen. Wir kénnen aber mit dem Verfahren
fortfahren, und diese Gruppen ebenfalls zu null machen. Dazu fithren wir obige Konstruktion
durch und erhalten eine Folge

=X, =X, 1 =XcX =X,cX, . 1SX,12C...
von CW-Komplexen, fiir die gilt:
e X,, entsteht aus X,,,_1 durch Ankleben von (m+1)-Zellen.
o (X — Xi) : (X)) — mj(Xy) ist ein Isomorphismus fiir j < m < k.
o Tj(Xp)=0firn<j<m
Wir setzen 7, X = 7<p1 X = U;O:n X;.

Lemma 26. Die Inklusion i : X — 7., X induziert Isomorphismen 7;(X) — m;(7<,X) fiir
J <n.Esgilt 7j(1<,X) = 0 fiir j > n.

Beweis. Der Satz iiber zelluldre Approximation impliziert:

e Jedes Element z € (1<, X) wird représentiert durch eine Abbildung f: $7 — X;.
e Fallsio f ~iog fiir f,g:57 — X, so gilt auch f ~ g.
Das zeigt die Behauptung, da m;(X;) = 0 fiir j > n. O

Der Raum 7., X héngt auch nicht (bis auf Homotopie) von den Wahlen der Erzeuger ab:
Es seien Y,Y’ 2 X zwei durch obiges Verfahren aus X konstruierte Riume. Dann kann man
die Inklusionsabbildung i : X < Y’ fortsetzen zu einer Abbildung f : Y — Y’, indem man
induktiv f auf das j-Skelett von Y, j > n fortsetzt. Dies ist moglich, da fiir eine j-Zelle ejﬁ cY
die Einschriankung f| o€l nullhomotop ist. Die Abbildung f ist dann eine Homotopiedquivalenz

nach dem Whitehead-Theorem (siehe |[Hat02, Thm 4.5]), da sie Isomorphismen auf allen
Homotopiegruppen induziert.

Nun kénnen wir mit Lemma [14] die Abbildung i : X — 7, X in eine Faserung F — E; —
T<pX mit F; ~ X umwandeln. Anhand der langen exakten Sequenz von Homotopiegruppen
sieht man, dass 7;(F — E;) fiir j > n ein Isomorphismus ist und dass 7;(F) = 0 fiir j < n.
Wir haben es also geschafft, einen (n—1)-zusammenhéngenden Raum 7>, X =7, 1 X = F
zu konstruieren, der im Grad j = n diesselben Homotopiegruppen wie X besitzt. Mit anderen
Worten: Wir haben die Homtopiegruppen unterhalb Grad n getttet. Die Faserung 7, X —
X' - 7., X mit X' := E; ~ X wird uns im Folgenden erlauben, X zu untersuchen, indem wir
T>nX und 7., X getrennt studieren. Der Raum 7, S™ besitzt nur eine nicht verschwindende
Homotopiegruppe, namlich 7, (7<,S™) = 7,(S™) = Z. Solche Rdume spielen eine wichtige Rolle
in der Homotopietheorie und haben deshalb einen eigenen Namen:
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Definition 27. Es sei G eine Gruppe und n > 1. Ein Eilenberg-MacLane-Raum vom Typ
K(G,n) ist ein punktierter, zusammenhéngender topologischer Raum (X, o) mit

G falls ¢ = n,
0 falls ¢ # n.

7Tq(X, LL’()) = {

Mit anderen Worten ist 7<,,S™ ein K(Z,n). Man kann zeigen (siehe [Hat02, S. 365-366)):

Satz 28. Sei n > 1 und G eine Gruppe, abelsch fiir n > 2. Dann existiert ein CW-Komplex
(X, z9) vom Typ K(G,n). Der CW-Komplex X ist eindeutig bis auf Homotopiedquivalenz,
d.h. ist X’ ein weiterer CW-Komplex vom Typ K(G,n), so gilt X ~ X’.

Bemerkung. Es sei (X, zg) ein K(G,n). Dann ist QX ein K(G,n — 1), denn

G fallsg+1l=n < ¢g=n—1,

(X, >~ X, xg) =~
ol 0) a1 0) {0 fallsg+1#n < qg#n— 1.

Die Homologiegruppen von Riumen vom Typ K(G,n) kann man iiber die Pfadfaserung
K(G,n—1) - PK(G,n) — K(G,n) untersuchen.

6 Serre-Klassen

Es sei (X,zg) ein punktierter topologischer Raum. Der Hurewicz-Homomorphismus h, :
(X, x9) = Hy(X;Z) verlauft zwischen der n-ten Homotopiegruppe und der n-ten Homolo-
giegruppe von X. Er ist definiert durch h,([f]) :== H,(f)(«) fiir einen fest gewihlten Erzeuger
a € Hp(S™;Z). Im nichsten Abschnitt werden wir folgenden klassischen Satz verallgemeinern:

Satz 29 (Hurewicz). Sei (X, zg) ein (n—1)-zusammenhéngender topologischer Raum, d.h.
(X, o) = 0 fiir ¢ < n. Dann ist h; : m(X, 20) — H;(X;Z) ein Isomorphismus fiir 0 < ¢ < n.
Insbesondere gilt H;(X;7Z) =0 fir 0 <i < n.

Ein Beweis dieses Satzes wird in [Hat02, Thm 4.32] gefithrt. Genauer wollen wir die
Bedingung, dass bestimmte Homotopiegruppen von X null sind, ersetzen durch die Forderung,
dass diese Homotopiegruppen eine bestimmte Eigenschaft erfiillen, z. B. endlich erzeugt zu
sein. Wir miissen dann auch den Begriff des Isomorphismus entsprechend verallgemeinern. Wir
konnen natiirlich nicht erwarten, dass wir jede beliebige Eigenschaft verwenden kénnen. Damit
das Vorhaben gelingt, muss die Klasse aller abelschen Gruppen, die diese Eigenschaft besitzen,
folgende Bedingung erfiillen:

Definition 30. Eine Klasse C von abelschen Gruppen heifit Serre-Klasse, falls
(I) Fiir jede kurze exakte Seq. 0 > A — B — C' — 0 von ab. Gruppen gilt: Be C < A,C € C.
(IT) Fiir A, B € C sind auch A® B € C und Tor(A, B) € C.

Bemerkung. Aus der ersten Eigenschaft folgt, dass Bilder, Untergruppen und Quotienten
einer Gruppe aus C wieder in C sind. Genauer gilt fiir eine ab. Gruppe B und eine Un-
tergruppe A < B: B € C <= A,B/A € C. Durch Induktion kann man zeigen, dass
fir eine Gruppe A mit endlicher Filtrierung A = F'A 2 F1A 2 ... 2 FFA = 0 gilt:
AeC < FOA/F'A,... ,FF1A/FFA € C. AuBerdem liegt die direkte Summe zweier
Gruppen aus C wieder in C.

Definition 31. Es sei C eine Serre-Klasse. Ein Morphismus f : A — B zwischen abelschen
Gruppen heifit Isomorphimus modulo C, falls ker(f), coker(f) € C.

Dies ist dquivalent zur Existenz einer exakten Sequenz K — A ER B — C mit K,C e (.
Eine Gruppe, welche modulo-C-isomorph zu einer Gruppe aus C ist, ist selbst in C.
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Bemerkung. Fiir jede Serre-Klasse C gibt es eine abelsche Kategorie AbGrp/C, die Serre-
sche Quotientenkategorie, und einen wesentlich surjektiven, exakten Funktor F' : AbGrp —
AbGrp/C, dessen Kern genau C ist. Ein Morphismus f in AbGrp ist genau dann ein Isomor-
phismus modulo C, wenn F(f) ein Isomorphismus in AbGrp/C ist. Analog kann man eine
Reihe weiterer Modulo-C-Begriffe einfiihren: Ein Morphismus heifit Mono- bzw. Epimorphismus
modulo C, wenn sein Bild unter F' ein Mono- bzw. Epimorphismus ist, ein Kettenkomplex heif}t
exakt modulo C, wenn sein Bild unter F' exakt ist, etc. Da AbGrp/C eine abelsche Kategorie
ist, gelten in AbGrp/C typische Sétze der homologischen Algebra, wie das Fiinfer- oder das
Schlangenlemma. Es gibt daher Modulo-C-Versionen dieser Sétze. Konstruiert werden kann
AbGrp/C als Lokalisierung von AbGrp nach der Klasse der Modulo-C-Isomorphismen, siehe
[Stacks|, Section 02MN].

Lemma 32. Folgende Klassen sind Serre-Klassen:

a) Tp := {endl. ab. Gruppen, deren Ordnung nur durch Primzahlen in P < PP teilbar ist },
wobei P die Menge aller Primzahlen bezeichnet,

b) F := Tp = {endliche abelsche Gruppen }

¢) FG := {endlich erzeugte abelsche Gruppen }

Beweis. a) Essei 0 — A I, B % ¢ - 0 eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen.
Wir behaupten, dass |[g~!(c)| = |A| fiir alle ¢ € C. Fiir ¢ = 0 gilt dies wegen Exaktheit. Sei
nun ¢ € C beliebig. Wihle ein Urbild a € g~'(c). Dann ist Rechtsmultiplikation mit a~*
eine Bijektion z — z-a~! : g71(¢) — ¢71(0) mit Umkehrabbildung = — z - a. Somit ist
lg~1(c)| = |g71(0)| = |A]. Also gilt |A| - |C| = |B|] € N U {oo}. Daraus folgt Axiom (I).

Es bleibt, (II) zu zeigen. Fiir Z,,, Zy, € Tp (d.h. n und m sind Produkte von Primzahlen
aus P) gilt Z,, ® Zy, = Tor(Zy, L) = LggT(n,m) € Tp. Wegen des Hauptsatzes iiber endlich
erzeugte abelsche Gruppen kann jede endliche abelsche Gruppe als endliche direkte Summe
von zyklischen Gruppen schreiben. Es seien daher nun A = @f\il Zp; und B = @j‘il Lo,
mit Zy,,Zm; € Tp firi = 1,...,N und j = 1,..., M. Dann ist auch Tor(4,B) = A® B =
G_)ﬁil @?L ZLiggT(ni,m;) € TP

¢) Wir betrachten nun wieder die kurze exakten Sequenz 0 — A L B% ¢ - 0von
abelschen Gruppen. Falls B endlich erzeugt ist, so ist C offensichtlich endlich erzeugt und A
ist ebenfalls endlich erzeugt als Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe. Es
seien nun A und C endlich erzeugt, A = {(ay,...,any) und C = {cy,...,cpry. Dann ist ker(g) =
{f(ar),..., f(an)). Wihle fiir j = 1,..., M ein Element b; € g~!(c;). Wir behaupten, dass B =
{f(a1),..., f(an),b1,...,bpr). Sei dazu b € B beliebig. Schreibe g(b) = my-c1+...+mps-cpr mit
mi,...,mu € Z. Dann ist b :== b—(my-b1+...+mpr-byr) € ker(g), d. h. es gibt ny,...,ny €2
mit5=n1-f(a1)+---+nN-f(aN). Somit b=mqj-c1+...+mpy-cpy+ny-a1+...nN-an.
Damit ist (I) gezeigt.

Fiir den (II) seien A und B endlich erzeugte abelsche Gruppen und n,ni,...,ny € N
und m,mq,....,my € Nmit A 2 Z"@Zy, ® ... ®Zpy, und B = Z" @ Ly, ® ... D L, -
Es gilt AQ B = Z" @ (Ziny ® - .- ® Zny,)" ® Ziny @ ... DLy, ) @ DY, @j‘il LT (nim;)
und Tor(4, B) = @, @jﬂil ZggT(n;m,)» s sind also A® B und Tor(A, B) ebenfalls endlicé]l
erzeugt.

Definition 33. Es sei C eine Serre-Klasse. Ein topologischer Raum X heifit C-azyklisch, falls
H,(X)eC fur alle n > 0.

Bemerkung. Ein Raum ist also genau dann F-azyklisch (FG-azyklisch), wenn seine reduzierten
Homologiegruppen endlich (erzeugt) sind.

Lemma 34. Es sei C eine Serre-Klasse und F© — X — B eine Faserung von wegzusam-
menh#ngenden Ridumen F, X und B. Es wirke 71 (B) trivial auf H,(F'). Dann gilt folgende
2-aus-3-Eigenschaft: Falls zwei der Rdume F'; X und B C-azyklisch sind, so auch der dritte.
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Beweis. Wir betrachten die Serre-Spektralsequenz zu der Faserung mit Koeffizienten in Z.
Zunichst gilt H,(X) € C genau dann, wenn die Gruppen Ef% ;, fir i =0,...,n alle in C liegen,
denn diese Gruppen sind die Quotienten einer endlichen Filtrierung von Hn (X ).

Fall 1: F und B sind C-azyklisch: Die universelle Koeffizientenformel liefert

qu ~ H,(B; Hy(F;Z)) = (Hy(B;Z) ® Hy(F;Z)) @ Tor(H,—1(B; Z), Hy(F; Z)).

Man sieht durch Unterscheidung der Félle p = 0, p =1 und p > 1 sowie ¢ = 0 und ¢ > 0, dass
Eg’q e C fiir (p,q) # (0,0). Als Subquotient von E;q liegt nun auch E;°, in C fiir (p,q) # (0,0).
Dies zeigt die Behauptung nach der Bemerkung am Anfang des Beweises.

Fall 2: F und X sind C-azyklisch: Wir zeigen nun durch Induktion tiber k, dass Hy(B) € C
fiir 0 < p < k. Gelte dies fiir £ > 1. Wir wollen zeigen, dass dann auch Hy(B) in C liegt. Fiir
alle r > 2 gibt es eine kurze exakte Sequenz

d’r‘
0 — ker(dy ) — Ej i im(dj ) — 0

| le
+1
EIZ,O Eg ror—1

Man sieht unter Verwendung der Induktionsannahme und der universellen Koeffizientenformel
wie in Fall 1, dass E%fmfl und somit auch E;fm,fl in C liegen. Damit gilt auch im(d};’o) eC.
Aus der ersten Eigenschaft von Serre-Klassen folgt Ej 50 € C E”El e C fiir alle r > 1. Da
aber E,l:JO’l = By € C, gilt By € C fiir alle 7 > 2. Insbesondere Hy(B;Z) = Hy(B; Hy(F;Z)) =
Ep,eC.

Fall 3: B und X sind C-azyklisch: Analog zum vorherigen Fall zeigt man induktiv, dass
Hy(F) € C fiir 0 < ¢ < k. Dazu verwendet man die kurze exakte Sequenz 0 — im(dy; ;) —
EL, — E'H'1 — 0. O

0,k

Damit eine Version der Hurewicz-Theorems modulo einer Serre-Klasse C existiert, miissen
wir auflerdem voraussetzen, dass die Aussage des Theorems im Spezialfall der Eilenberg-
MacLane-Réume bereits erfiillt ist:

Axiom 35. Es sei C eine Serre-Klasse.
(III) Es sei G € C. Dann ist K (G, n) C-azyklisch fiir alle n > 1
Lemma 36. 7p, F und FG erfiillen Axiom (III).

Beweis. Es sei Ce {Tp| P < P} U {FG}, GeC und n > 1. Es ist zu zeigen, dass K(G,n) fir
alle n > 1 C-azyklisch ist. Wir fithren dazu Induktion nach n durch. Sei zunéchst n = 1.

e Falls G = Z, so ist C = FG und K(Z,n) ist FG-azyklisch, denn der Kreis S' ist ein
K(Z,1) und H,(S%;Z) € FG.

e Falls G = Z,,, so kann man einen K(Zy,, 1) als unendlich-dimensionalen Linsenraum L,
konstruieren Dieser besitzt Homologiegruppen fIZ(Lm) ~ Z, fur i > 0 ungerade und
H;(Ly,) = 0 sonst (vgl. [Hat02, Bsp 2.43]). Wenn m = p* fiir eine Primzahl p € P und
k =1, so ist damit K (Z,,, 1) Tp-azyklisch und auch FG-azyklisch.

o Falls G = G1®G2, dann ist K(G1,1)x K (Ga,1) ein K(G,1). Wenn K (G, 1) und K (G2, 1)
C-azyklisch sind, so folgt aus dem letzten Lemma, angewendet auf die Produktfaserung
K(G1,1) —» K(G1,1) x K(Ga,1) — K(G2,1), dass auch K(G,1) C-azyklisch ist.

1 Sei dazu S® < C* die unendlich-dimensionale Sphére. Es wirke Z,, auf jedem Faktor C von C* durch
Rotation (k,z) — - €>™"*™. Dies induziert eine eigentlich diskontinuierliche Gruppenwirkung Z,, — Aut(S%).
Dann ist Ly, := S%/Zm, ein K(Zm,1): Die Uberlagerung S© — S%® /Z.m hat Decktransformationsgruppe Zm,
und ist universell, da S* zusammenziehbar ist (vgl. [Hat02, Bspe 1B.3, 1B.4]). Somit ist 71 (L) = Zn,. Fiir die
hsheren Homotopiegruppen gilt 7, (L) = 7,(S*) = 0.
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Die Aussage gilt fiir n = 1, da man jede endlich erzeugte abelsche Gruppe als direkte Summe
von endlich vielen Summanden der Form Z und Z,, (wobei m eine Primzahlpotenz ist) schreiben
kann.

Fiir den Induktionsschritt verwenden wir die Pfadfaserung K(G,n) — P — K(G,n+1).
Es gilt Hy(P) = 0 € C und Hy(K(G,n)) € C fir k& > 0 nach Induktionshypothese, also
H,.(K(G,n+1)) € C nach dem vorhergehenden Lemma. O

7 Das Modulo-C-Hurewicz-Theorem

In diesem Abschnitt sei C eine Serre-Klasse, die Axiom (III) erfiillt.
Fiir den Beweis des néchsten Lemmas ben6tigen wir einen weiteren Begriff.

Definition 37. Ein Postnikov-Turm eines wegzusammenhéngenden

X
Raumes X ist ein kommutatives Diagramm wie rechts, fiir das gilt: / l
e m;(X — X,,) ist ein Isomorphismus fiir ¢ < n und
o m;i(X,) =0 firi>n. e Xy X 2 Xy

Finen Postnikov-Turm zu X kann man folgendermaflen konstruieren: Setze X,, := 1<, X
fiir alle n > 1. Dabei wird 7<, X wie im letzten Abschnitt beschrieben aus X durch Ankleben
von Zellen der Dimension > n + 2 konstruiert, sodass die Homotopiegruppen in Grad > n
verschwinden. Die Abbildung i : X — X, ist die Inklusion. Diese ldsst sich nun fortsetzen zu
einer Abbildung f : X,+1 — X,: Sei dazu induktiv eine Fortsetzung f* : sk Xnp1 u X — X,
k = n+ 1 von i gegeben. Dann lisst sich die Abbildung auch auf (k+1)-Zellen ef*! ausdehnen,
denn fk|ae;&+1 ist nullhomotop, da m(X,) = 0 fiir £ > n.

Bemerkung. Es sei ein Postnikov-Turm ... - X;,1 —» X; —» ... > X9 — X gegeben. Dann
kann man durch wiederholtes Anwenden der in Lemma [14] beschriebenen Konstruktion einen
neuen Postnikov-Turm ... — X) — X{| und Homotopiedquivalenzen X; ~ X/ konstruieren,
sodass die Abbildungen X/, ; — X! Faserungen sind. Man sieht anhand der langen exakten
Sequenz von Homotopiegruppen, dass die Faser von X/, ; — X/ ein K(m;;1(X),i+1) ist.

Man kann daher einen Postnikov-Turm als eine Art Zerlegung eines topologischen Raumes in
Eilenberg-MacLane-Réume betrachten. Dadurch wird es moglich, induktiv iiber den Raum X zu
argumentieren oder seine Homologie zu bestimmen, wenn man Kenntnis iiber die Bestandteile
K (m(n),n) besitzt. Das wird im Beweis des nichsten Lemmas deutlich.

Lemma 38. Es sei X einfach zusammenhéngend mit 7;(X, o) € C fiir alle i > 0. Dann ist X
C-azyklisch, d.h. es gilt H;(X) € C fiir i = 0.

Beweis. Essei ... —> X;11 — X; — ... = Xj ein Postnikov-Turm von X, dessen Abbildungen
Xi+1 — X; Faserungen sind. Wir zeigen, dass H;(Xj;Z) € C fiir alle i,k > 0. Die Aussage
stimmt fiir £ = 1, da alle Homotopiegruppen und nach dem Satz von Hurewicz auch alle
Homologiegruppen von X; null sind. Gelte die Aussage nun fiir £k > 1. Wir verwenden die
Faserung K (mp41(X),k+1) —> Xpi1 — Xp. Nach Voraussetzung ist die Faser C-azyklisch.
Gleiches gilt fiir den Basisraum X} nach Induktionsvoraussetzung, und somit auch fiir Xy,
nach Lemma

Die Abbildung m;(X — X}) ist ein Isomorphismus fiir i < k und ein Epimorphismus fiir
i =k + 1. Somit ist H;(X — Xj) ein Isomorphismus fiir ¢ < k und ein Epimorphismus fiir
i = k + 1 ist. Dies folgt aus einer relativen Version des gewohnlichen Hurewicz-Theorems (siehe
[Hat02, Thm 4.32]) durch Betrachtung des Abbildungszylinders wie im Beweis von Korollar

Somit gﬂt Hk(X,Z) %Hk(Xk,Z) eC. ]

Satz 39 (Modulo-C-Hurewicz-Theorem, |[HatO4, Thm 1.8]). Es sei (X, () ein einfach zu-
sammenhéngender topologischer Raum. Angenommen, 7;(X,zg) € C fiir 0 < i < n. Dann
ist h; @ mi(X,z9) — H;i(X;Z) ein Isomorphismus modulo C fiir i < n. Insbesondere gilt
H;(X;Z)eC fur 0 <i <n.
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Mit C := {0} ist die Aussage des Satzes gerade die des gewohnlichen Hurewicz-Theorems.

Beweis. Es sei wieder ... —» X;11 — X; — ... — X; ein Postnikov-Turm von X, des-
sen Abbildungen X;.1 — X; Faserungen sind. Aufgrund der Natiirlichkeit des Hurewicz-
Homomorphismus kommutiert folgendes Diagramm:

T (X) —= T (Xn)

b

H,(X) —=— H,(X,)
Im Beweis des letzten Lemmas wurde gezeigt, dass der untere Morphismus ein Isomorphismus
ist. Es geniigt daher zu zeigen, dass h,, : m,(X,) — Hy,(X,;Z) ein Isomorphismus modulo C
ist. Wir betrachten die Serre-Spektralsequenz zur Faserung F;,, — X,, — X,,_1, wobei F}, ein
K(mp(X),n) ist. Es gilt

By = Hy(Xn-1; Hy(K(mn(X),n); Z)),
=0 fiirj[;<q<n7
da (K (7 (X),n))=0 fir 0<g<n

d. h. es verschwinden also alle Eintridge zwischen der 0-ten und der n-ten Zeile. Wir betrachten
die exakte Sequenz

Hn+1(Xn—1) Hn(Fn) 0 \ /' 0 Hn(Xn—l)
Er2L+1 0 Egn Egon E72L 0
n d:i*»lyo n / \ n
n n 0 ;
n+1,0 EO,n Hn(Xn) En,O 0

welche sich aus zwei kurzen Sequenzen zusammensetzt:
e Die linke Sequenz ist exakt, da EgS, = Ejt! ~ ker(dy,,)/im(d?, o) = EB,./im(d?. o).

e Die rechte Sequenz ist exakt, da Ef, = FOH,(X,) und E% = F"H,(X,,)/F" ' H,(X,)
fiir eine Filtrierung 0 = F~'H,(X,) <€ F'H,(X,) € ... € F"H,(X,) = H,(X,). Da
FPH,(X,)/FP ' Hy(Xy,) = B, , = 0 fir p = 1,...,n — 1, gilt FOH,(X,) = ... =
F U H, (X,).

Aus Lemma 38| folgt, dass Ej o, By € C. Somit ist der mittlere Morphismus H,(F,) —
H,(X,) ein Isomorphismus modulo C. Dieser Morphismus ist aber gerade der von der Inklusion
F, — X,, induzierte Morphismus in Homologieﬂ

Wir betrachten nun das kommutative Diagramm

T (Fy) —— ma(X,)

| Jo

Dabei sind die vertikalen Morphismen die Hurewicz-Homomorphismen und die horizontalen
Morphismen werden durch die Inklusion induziert. Der linke Hurewicz-Homomorphismus ist
nach dem Hurewicz-Theorem ein Isomorphismus, da F,, (n—1)-zusammenhéngend ist. Der
obere Morphismus ist ein Isomorphismus, wie man anhand der langen exakten Sequenz der
Faserung F,, — X,, — X,,—1 sehen kann. Der untere Morphismus ist ein Isomorphismus modulo
C, wie wir gerade eben gesehen haben. Somit ist auch der rechte Morphismus im Diagramm ein
Isomorphismus modulo C. O

2 Dies sieht man durch nihere Betrachtung des Beweises iiber die Existenz der Serre-Spektralsequenz zu
einer Faserung F' — X — B in [Hat04]: Durch CW-Approximation kann man davon ausgehen, dass B ein CW-
Komplex ist. Die Filtrierung von Hy, (X) wird dort definiert durch FPH, (X) =~ im(H, (p_1 (BP) = X)) € Hn(X),
wobei B? das p-Skelett von B bezeichnet. Die Abbildung H,,(F) =~ Ho(B; Hn(F)) = E§.,, — E¢, =~ FH,(X)
wird durch die Inklusion von F' ~ p~*(B°) in X induziert.
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Durch Induktion kann man zeigen:

Korollar 40. Es sei (X, () ein einfach zusammenhéngender topologischer Raum. Dann gilt
fiir alle N € N u {oo}:

VO<n<N :m(X,z9)eC < Vi<n<N: H,(X;Z)eC. O

Aus dem Korollar folgt, dass die Homotopiegruppen der Sphéren alle endlich erzeugt sind,
da die Homologiegruppen der Sphéren endlich erzeugt sind.

Der relative Hurewicz-Homomorphismus h,, : m,(X, A, z9) — H(X, A) ist definiert durch
hn([f]) = Hn(f)(e) fiir eine stetige Abbildung f : (D",0D", %) — (X, A, o), wobei «a €
H, (D™ dD™) ~ Z ein fest gewihlter Erzeuger ist.

Satz 41 (Relatives Modulo-C-Hurewicz-Theorem). Es sei (X, A) ein 1-zusammenhéngendes
Raumpaar, wobei A nichtleer und einfach zusammenhéingend ist. Angenommen, 7;(X,A) e C
fiir 0 < ¢ < n. Dann ist h; : m(X, A) - H;(X, A;Z) ein Isomorphismus modulo C fiir i < n.
Insbesondere gilt H;(X, A;Z) € C fur 0 < i < n.

Zum Beweis der Aussage fithren wir den relativen Fall auf den absoluten Fall wie im Beweis
von [Hat02, Thm 4.32] zuriick.

Beweis. Durch CW-Approximation erhilt man ein CW-Paar (X', A’) und eine Abbildung
/(X' A" — (X, A), welche Isomorphismen in relativen und absoluten Homotopiegruppen in-
duziert (vgl. [Hat02, Bsp 4.14]). Insbesondere ist auch A’ einfach zusammenhéngend. Da (X', A")
ein gutes Raumpaar ist, induziert p : (X', A’) — (X’/A’, ) Isomorphismen in allen positiven
Homologiegruppen. In Homotopie ist py : m;(X', A") — m;(X'/A’) fiir i < n ein Isomorphismus
(siehe [Hat02, Prop 4.28]). Somit ist X’/A’ (n—1)-zusammenhingend. Somit gilt m;(X'/A") € C
fiir 0 < ¢ < n — 1. Betrachte nun

(XA B (XA — L (X, A)

S

Hi(X'JA) 2 Hi(X', A') —Z—— Hi(X,A)

|z

Aufgrund der absoluten Version des Theorems (Satz|39)) ist also der linke Pfeil im folgenden
Diagramm ein Isomorphismus modulo C fiir ¢ < n. Gleiches gilt somit fiir den rechten Pfeil. [

Wir erhalten auch eine relative Version von Korollar

Korollar 42. Es sei (X, A) ein l-zusammenhéngendes Raumpaar, wobei A nichtleer und
einfach zusammenhéngend ist. Dann gilt fiir alle N € N U {oo}:

VO<n <N :m(X,A,z0)eC < Vi<n<N: H,(X AZ)eC. O

Korollar 43. Es sei f : A — B stetig, A und B nichtleer und einfach zusammenhéingend.
Dann sind dquivalent:

(a) fs:mi(A) — m(B) ist ein Isomorphismus modulo C fiir 1 < i < n und ein Epimorphismus
modulo C fiir i = n.

(b) f«: Hi(A) — H;(B) ein Isomorphismus modulo C fiir 1 < i < n und ein Epimorphismus
modulo C fiir i = n.

Beweis. Betrachte den Abbildungszylinder My von f. Die Abbildung f entspricht der Inklusi-
on A < My von A als Deckel des Abbildungzylinder, wenn man X als Deformationsretrakt
von My auffasst. Es gilt nun

(a) 2 My, A)eChir0<i<n SR H (M A)eCtirl<i<n <2 (). O

Bemerkung. Man kann in diesem Abschnitt die Voraussetzung, dass X einfach zusammenhéngend
ist, ersetzen durch die Forderung, dass X wegzusammenhingend und abelsch ist, d.h. die
Wirkung der Fundamentalgruppe 71 (X) auf den htheren Homotopiegruppen 7, (X) trivial ist.
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8 Rationale Kohomologie von Riumen vom Typ K(Z,n)

Wir wollen zeigen, dass die Homotopiegruppen von gewissen Rdumen X alle endlich sind. Nach
Korollar 40| konnen wir dazu zeigen, dass die Homologiegruppen in positiven Graden endlich
sind. Angenommen, wir wissen bereits, dass die Homologiegruppen von X endlich erzeugt
sind. Dann ist H;(X;Z) genau dann endlich, wenn H;(X;Z) eine Torsionsgruppe ist, also wenn
H;(X;Z) ® Q = 0. Allgemeiner ist die i-te Bettizahl b; := dimg(H;(X;Z) ® Q) die Dimension
des freien Anteils von H;(X;Z). Da Q flach ist, gilt H;(X;Z) ® Q =~ H;(X;Q). AuBlerdem
gilt H;(X;Q) = Hom(H;(X;Q),Q) = H(X;Q), wenn die Homologiegruppen von X endlich
erzeugt sind. Das ist der Grund, warum wir uns fiir Homologie- und Kohomologiegruppen mit
Koeffizienten in QQ interessieren. Der Vorteil gegeniiber Homologie- und Kohomologiegruppen
mit Koeffizienten in Z besteht darin, dass diese Gruppen leichter zu bestimmen sind. Konkret
haben wir fir X = K(Z,n):

Satz 44 ([Hat04, Lem 1.20]). Fiir n > 1 gilt

H*(K(Z,n): Q) ~ {@[:r] falls n gerade,

Ag[z] falls n ungerade

als graduierte Ringe mit Erzeuger x € H"(K(Z,n); Q). Dabei bezeichnet Ag[z] die duBere
Algebra mit Erzeuger z.

Beweis. Durch Induktion iiber n. Der Satz gilt fiir n = 1, denn der Kreis S! ist ein K(Z,1)
und es gilt bekanntermaien H*(S'; R) =~ Ag[x] fiir R = Z und somit auch fiir R = Q. Im
Induktionsschritt nutzen wir die Pfadfaserung F' = K(Z,n—1) - P — B = K(Z,n). Da
K(Z,n) fiir n > 2 einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine zugehorige Serre-Spektralsequenz
mit qu ~ HP(B; HY(F)) fir p,q > 0.

Falls n gerade: Dann sieht die Spektralse-
quenz auf der Seite F,, r < n aus wie rechts
skizziert (dabei stehen die Gitterpunkte fiir die ™1 Qa -+ - Qaz- - -Qaz® -
Nullgruppe). Das sieht man folgendermafen: A R N N
Zunéchst ist E5? = 0 und somit EF? = 0 aufer R
fiir ¢ € {0,n—1}, denn nach Induktionsvoraus- 0lQ1 - - - Qz - - -'ng e
setzung gilt H*(F; Q) = Ag[z]. Es folgt, dass
nur auf der n-ten Seite E,, nicht verschwin-
dende Differentiale existieren kénnen und Fo ~ E, und E,;1 =~ E, gilt. Auflerdem ist
EXY ~ Eg’o ~ Q und EY T Eg’nfl ~ Q, da B zusammenhéngend ist. Die Spektralsequenz
konvergiert gegen H*(P;Q). Da P zusammenziehbar ist, gilt HY(P; Q) = Q und H"(P;Q) = 0
fiir n > 0. Folglich ist E!, ~ ER? = 0 auBer fiir p = ¢ = 0. Das eingezeichnete Differen-

nil =
tial do™ ' E9" Y — E™Y ist injektiv, denn ker(do nfl) ng;l = (. Dieses Differential

ist auch surjektiv, denn coker(dp” ') = EM, = E%” = 0, also ein Isomorphismus. Somit

gilt H*(B;Q) = Ey° =~ B} ~ Ep"' ~ Q. Damit ist By~ ~ H"(B; H"\(F;Q)) =
H™(B;Q) ~ Q. Induktiv sieht man nun, dass die Abbildungen dlfL" n—l Isomorphismen sind
und dass H*"(B; Q) = Elm 0~ Ek" "1~ Q fiir alle k¥ > 0. Damit haben wir gezeigt, dass die
graduierte, additive Struktur von H*(B;Q) wie behauptet ist.

Es sei nun a € ES"" ' >~ HO(B; H""1(F;Q)) ungleich null und z := d3" *(a) € Ef° =
H™"(B; H(F;Q)) ~ H"(B;Q). Dann gilt auch z # 0 und az = m,(a,r) # 0, da wegen (ii)
und (iii) aus Satz [24 . das Produkt m,, gerade dem kanonischen Produkt H"(B; H(F;Q)) x
HY(B; H"\(F;Q)) — H"(B; H" \(F; Q) entspricht. Es gilt 0 # "~ Yaz) = dy™" a)z —
ady’(z) = zx. Da das Produkt zz € Ea™° gerade dem Cup-Produkt z u z € H2"(B;Q)
entspricht, ist 2 U 2 # 0, also ein Erzeuger von H?"(B;Q) als Q-Vektorraum. Induktiv ist nun
0 # dEm T azk) = 2 e ER™0 da ja 0 # az®. Somit ist fiir alle k das k-fache Cup-Produkt
z¥ e H*(B; Q) ein Erzeuger.

lle
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Falls n ungerade: Dann ist EP*? = 0 fiir alle ¢, die kein
7 77 Vielfaches von n — 1 sind. Somit verschwinden alle Differen-
2n=2|Qa* - - -Qa’z- gl quf E, firr <nund By =~ E,. Fir 0 < m < n ver-
NS schwinden alle Differentiale von und nach E;" ¥ ynd daher
©o e st HM(B;Q) = EPY =~ B = 0 und folglich Ey*F = 0
-+ Qaz - fiir alle £ = 0. Selbiges gilt folglich auch fiir n < m < 2n

A N und allgemeiner fiir solche m, die kein Vielfaches von n sind.
. \ ~ Analog wie im vorherigen Fall sieht man, dass das einge-
> zeichnete Differential 3" ein Isomorphismus ist. Somit ist

H"(B;Q) =~ H"(B; H(F;Q)) ~ Q und EJ*" ™V ~ Q fiir
alle k > 0. Sei a € H(B; H" (I} Q}) ungleich null und
z == dy" . Dann ist auch a2 # 0 € En®" 2 und dp*" %(a?) = d¥" '(a)a + d¥" ' (a)a =
za+ ax = (=1)0"+H(=D0g0 4 gz = 2ax # 0. Also ist dy*" ™ ein Isomorphismus. Analog sieht
man, dass d?{k(nfl) fiir alle & > 1 ein Isomorphismus ist. Es bleibt zu zeigen, dass H**(B; Q) = 0
fiir £ > 1. Das einzige potentiell nichttriviale Differential, das bei E?”’O ankommt, ist dﬁ’n_l. Die-
ses ist aber null, da ker(dp" ") 2 im(dp*"?) = En™ . Also H*(B; Q) =~ E3™° ~ EZ" = 0
und Eg"k = 0 fiir alle £ = 0. Fiir £ > 2 sieht man durch Induktion, dass alle Differentiale
von und nach Efn’o verschwinden (da die Start- bzw. Zielgruppe des Differentials null ist) und
daher H*(B; Q) =~ E™0 ~ gkm0 — o, O

9 Homologie der Stiefel-Mannigfaltigkeit 1,15

Die Stiefel-Mannigfaltigkeit V;,,+1 2 besteht aus allen orthonormalen 2-Tupeln (u, v) im R™! mit
dem euklidischen Skalarprodukt. Die Dimension dieser Mannigfaltigkeit ist m+(m—1) = 2m—1.
Man kann einen Punkt (u,v) auf dieser Mannigfaltigkeit auch als Einheitstangentialvektor
an die Sphére S (mit der kanonischen Metrik) am Punkt v € S™ ansehen, wenn man sich
den Startpunkt von v an den Punkt u verschoben vorstellt. Die Abbildung p : V112 —
S™. (u,v) — u ist eine Faserung. Die Menge aller Einheitstangentialvektoren in einem Punkt u
ist hom6omorph zur S™~!. Die Faser ist daher eine S™ 1.

Wir wollen nun die Homologie von V112 berechnen. Dazu konstruieren wir eine CW-
Struktur auf V;,,41,2. Wir fassen nun Vj,, 41 2 als Mannigfaltigkeit UT'S™ der Einheitstangential-
vektoren an S™ = {v € R™!||v|| = 1} auf. Wir notieren UT,S™ = {v € T,S™ | ||v| = 1} fiir
p € S™. Es seien py, pg € ™ der Nord- bzw. Siidpol von S™, ug € UT,,S™ und uy € UT),, S™.

Wir verwenden vier Zellen,

e eine 0-Zelle €° fiir ug,
e cine (m — 1)-Zelle e™ ! fiir UT,,S™, die Einheitstangentialvektoren am Punkt pg,

e cine m-Zelle ™ fiir alle Einheitstangentialvektoren auf S™\{ps}, die man durch Parallel-
transport von uy entlang von Meridianen erhélt und

e cine (2m — 1)-Zelle e>™~! fiir alle restlichen Einheitstangentialvektoren.

Wir fassen das (m — 1)-Skelett (Vi,112)™ ! ~ S™71 als Raum der Einheitstangentialvekto-
ren an pg auf.

Den Rand 0D™ identifizieren wir mit dem Raum UT),, S™ der Einheitstangentialvektoren
an py. Die Anklebeabbildung ¢™ : 0D™ — (V;412)™ ! von ™ schickt dann einen Vektor
v e UTyyS™ auf P, (o), (x)un, dem entlang dem Meridian ~, : [0, 7] — S™ mit 7,(0) = v
parallel verschobenen Vektor uy.

Wir konstruieren nun die Anklebeabbildung ¢?>m~! : gD?™~1 (Vm+172)2m_2. Dazu
identifizieren wir D?"~1 ~ D™~! x D™, Dann ist 0D?*™~! ~ (0D™ ! x D™) u (D™ x
0D™). Wir bilden (u,v) € dD™1 x D™ auf ®™(v) ab, wobei ®™ : D™ — (V,,412)™ die
charakteristische Abbildung von €™ ist. Sei nun (u,v) € D™ ! x dD™. Wir wihlen einen
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festen Homdomorphismus p : D™~1/0D™" — UT,, S™ mit p([0D™ ']) = uy. Auferdem
identifizieren wir 0D™ mit UTy,S™. Wir setzen o> (u,v) = Py (0) 4, (m)P(1) € TpsS™ ~
(Vins12)™" 1, die Parallelverschiebung von p(u) entlang dem Meridian v, mit 4,(0) = v €
UT,yS™.

Um die Homologie von V,,11 2 zu bestimmen, miissen wir den Abbildungsgrad von ¢™ :
OD™ — (Vpy12)™ 1 ~ S™ 1 ausrechnen. Dieser Abbildungsgrad ist (bis auf evtl. ein Vorzei-

chen) gleich dem Grad der Abbildung

g:Ulpy = Ulyy, v P%jv (0)yuy () © Py, 0) 7, (x)uN

welche v abbildet auf den Vektor, den man erhélt, wenn man uy entlang des v-Meridians
an den Siidpol verschiebt und dann entlang des uy-Meridians wieder zuriick an den Nordpol
verschiebt. Einfache geometrische Uberlegungen zeigen, dass diese Abbildung gegeben ist
durch g(v) = 7y, o ryun, wobei 1y, : UT, 8™ — UT,,S™ die Spiegelung an der zu w €
UT,,S™ senkrechten Hyperebene ist. Sei W < UT),, S™ die Menge aller auf uy senkrechten
Einheitstangentialvektoren. Die Abbildung ¢ ist auf den beiden Komponenten von UT),, S™\W
ein Homéomorphismus auf UT),, S™\{—upn}. Diese beiden Homdomorphismen gehen durch
Komposition mit der Antipodenabbildung (—id) auf UT,, S™ ~ S™=1 auseinander hervor. Die
Antipodenabbildung auf S™ besitzt den Abbildungsgrad (—1)™. Dies impliziert

0 falls m ungerade,

+deg(g) = degid +deg(—id) = 1 + (—1)™ =
g(9) g1 g(—id) (=1) {2 falls m gerade.

Fiir m > 2 folgt aus zellularer Homologie

Z firt=0,2m —1,
7Z  fiir i = m,m — 1 falls m ungerade,

H;(V, =
i m+1,2) Zo fiir i = m — 1 falls m gerade,

0 sonst.

Wir halten auflerdem fest, dass fiir m > 3 die Abbildung q : V412 — Vm+1’2/(vm+172)2m_2 A
S§2m=1 " welche das (2m — 2)-Skelett auf einen Punkt zusammenzieht, einen Isomorphismus auf
Hsp,—1(—) induziert. Dies folgt aus dem Fiinferlemma.

10 Beweis des Satzes von Serre

Der folgende Beweis orientiert sich an Theorem 10.10 und Ubungsaufgabe 165 von [DKO1].

Beweis von Satz[3. Ist n ungerade, so ist die Abbildung i : S" — 7<,S™ = K(Z,n) nach
Satz [44] eine Homologiediquivalenz modulo F. Aus Korollar [43] folgt, dass ¢ auch auf allen
Homotopiegruppen Isomorphismen modulo F induziert. Somit sind alle Homotopiegruppen
von S" im Grad > n endlich.

Es sei nun n gerade. Die oben beschriebene Abbildung g : Vj,112 — S2n=1 induziert
Isomorphismen in Homologie modulo F. Somit induziert ¢ auch Isomorphismen auf den
Homotopiegruppen. Aus der langen exakten Homotopiesequenz

- (S - m(S") - m(Vanz) - m(9) - moa(S"Th) -
~— ~—
endlich fiir ~m;(S%7~1) mod F,
i#Fn—1 endlich fiir i#2n—1

zur Faserung "1 — V419 2, 8" folgt nun, dass m;(S™) endlich ist fiir i ¢ {n,2n — 1} und
dass m2p—1(S™) = mon—1(Vi41,2) = Z modulo F. O
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11 Die erste Homotopiegruppe von S" mit p-Torsion

Es sei G eine abelsche Gruppe, p € N eine Primzahl. Die p-primdre Torsionskomponente (oder
p-Torsionsuntergruppe) von G ist die Menge aller g € G, deren Ordnung eine p-Potenz ist.
Wir wollen nun die erste Homologiegruppe der Sphére S™ bestimmen, die eine nichttriviale
p-Torsionsuntergruppe besitzt. Wie beim Beweis des Endlichkeitssatzes von Serre werden wir
dazu zunichst die Homologiegruppen von K(Z,n)’s untersuchen. Dazu ist es dhnlich wie in
Abschnitt [§] hilfreich, Homologie mit speziellen Koeffizienten zu verwenden, um bestimmte
Torsionsgruppen auszublenden.

Sei dazu Z, die Lokalisierung von Z nach dem Primideal (p) oder dquivalent der Unterring
von Q bestehend aus den Briichen, deren Nenner nicht durch p teilbar ist. Wir kénnen die
p-Torsionsgruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe G an G ® Z;,) ablesen, denn es gilt:

* L& Ly) = L),
° an X Z(p) = an und
® Zm ® Zp) = 0, falls m nicht durch p teilbar ist.

Es sei X nun ein topologischer Raum. Da Z, torsionsfrei ist, gilt H;(X;Z) ® Z,) =
H;(X; Z(p)) nach dem universellep Koefﬁziententheqrem. Falls die Kohomologiegruppen von
X endlich erzeugt sind, so gilt H*(X;Z) ® Z,) = H'(X; Zy)) nach [Spa94, Thm 5.5.10]. Wir
koénnen somit die p-Torsion in (ganzzahliger) Homologie und Kohomologie bestimmen, indem
wir die Homologie- und Kohomologiegruppen mit Koeffizienten mit Z,) berechnen.

Lemma 45 ([Hat04, Lem 1.29]). Es sei n = 3 und p prim. Dann ist die p-Torsionsuntergruppe
von HY(K(Z,n);Z) null fiir i < n + 2p — 1 und isomorph zu Z, fiir i = n + 2p — 1.

Beweis. Durch Induktion iiber n. Wir verwenden wieder die Pfadfaserung K(Z,n —1) - P —
K(Z,n) und die dazugehorige Serre-Spektralsequenz, diesmal mit Koeffizienten in Z,).

Falls n = 3: Wir konnen die Faser, einen K(Z,2)-Raum, als unendlich-dimensionalen
komplexen projektiven Raum CP*® realisierenE] Dieser besitzt eine CW-Struktur bestehend aus
je einer Zelle in geraden Dimensionen und keiner Zelle in ungeraden Dimensionen (siehe [Hat02|
Bsp 0.6]). Daher ist H2#(CP®) = Z und H?***1(CP®) = 0. Genauer gilt H*(CP%;Z) = Z[a]
mit Erzeuger a € H?(CP®;Z) (siehe [Hat02, Thm 3.12]).

2p
2p—1
2p—2

Die 0-Spalte der E»-Seite ist daher wie abgebildet. Die néchsten beiden Spalten verschwinden,
da HY(K(Z,3)) = H*(K(Z,3)) = 0. Fiir die 3-Spalte gilt Eg”% =~ Zp) erzeugt von akr,
wobei z ein Erzeuger von ES”O ~ H3(K(Z,3); L)) = Z) ist. Der Eintréige an Position (0,2)
und (3,0) iiberleben bis auf die E3-Seite, miissen aber auf der Ey-Seite verschwinden. Daher ist

3 Sei S c C* die unendlich-dimensionale Sphére mit der Aquivalenzrelation a ~ b:«<—= IAe S' c C :
a = X\-b. Setze CP® := S®/~. Anhand der langen exakten Sequenz zur Faserung S* — S — CP® erkennt
man, dass CP® ein K(Z,2) ist (beachte, dass S* zusammenziehbar ist).
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dg,z : Eg 2, ES’O ein Isomorphismus. Wir kénnen ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass
ds3(a) = x. Aus der Cup-Produkt-Struktur der Spektralsequenz folgt nun dg’%(ak) = ka* 1z
Somit ist dg’% ein Isomorphismus fiir k¥ < p. Fiir k = p ist dg,zp immer noch injektiv, besitzt
aber einen nichttrivialen Kokern Z, /pZy) = Z,. Die Spalten mit Dimension m =4,...,2p +1
verschwinden, denn alle Differentiale mit Ziel E," 0 sind null. Damit muss bereits EJ ¥ und somit
die ganze m-te Spalte verschwinden. Folglich ist Egﬁ_p; >~ EP7% > 7, und Eggff O~ papt20,
Das Differential dgﬁf 1_2 ist ein Isomorphismus zwischen diesen beiden Eintrigen, da sonst
mindestens ein Eintrag die die Spektralsequenz iiberleben wiirde. Somit ist

H(K(Z,3)) @ Ly = HPY(K(Z,3); Zy)) = H¥(K(Z,3); H(K(Z,2); Z,)))

o 220 L p2420 o
= BP0 = g0~ 7,

Falls n > 3, n gerade:

2p+n—2| Zpb - - Zpbzr . . } "

n—1| Zgoa Zpay
0| Zpl Zpy
0 n qn 2p+n—1

Aus der Induktionsannahme sowie Satz [44] folgt, dass die 0-te Spalte wie abgebildet ist.
Das Muster in der 0-ten und der (n — 1)-ten Zeile begriindet sich wie im Beweis von Satz
Insbesondere ist der Kohomologiering H<***"~1(K(Z,n); Zy,)) = ®PI P H (K (Z,n); Z )
von K(Z,n) im Grad kleiner 2p + n — 2 isomorph zu (Z(p)[m])/(al) mit Generator z €

H™(K(Z,n);Z,)) und [ := [2p+n7"_1] ist. Dies werden wir im néchsten Fall benotigen. Wir

behaupten, dass Eg:ﬁ):fl_ 2~ Eg’2p 2y Z,. Dies folgt daraus, dass das Ziel der Differen-

tiale E9’2p+n_2 fir » < 2p + n — 1 die Nullgruppe ist, mit einer Ausnahme: Fiir n = 2p

konnte d?fp +n=2, E?;Qp tn=2 Eﬁ’nil nichttrivial sein. Das ist aber nicht der Fall, denn
im(d2’2p+n_2) c ker(dﬁ’"_l) = (0. Man sieht auBerdem leicht, dass Eggig:ll’o ~ E22p+"_1’0. Das

2p+n—2 oder Egg+n—170

Differential 327772 ist ein Isomorphismus, da sonst Ego’ nicht null wére.

2p+n—1
Somit gilt
H?* Y K(Z,n)) ® Ly = HPT YK (Z,n); L)) = HP YK (Z,n); H(K(Z,n — 1); Z,))

~ 12p+tn—1,0  2p+n—1,0  102p+n—-2  102p+n—2
= E2 = E2p+n71 = E2p+n71 = E2 = Zp‘

Falls n > 3, n ungerade:

2p+n—2| Zyb \ Zpbx - . . *
o . Z(p)aa:
‘ © Ly

I
T,

Zpay

Zpya?
n—1| Zya
Z(p) 1 Lpy

0 n 2p+n—1

In diesem Fall argumentieren wir &hnlich wie im Fall n = 3. Wir haben eben im geraden
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Fall gezeigt, dass die erste Spalte wie abgebildet ist. Wie im Fall n = 3 sieht man, dass
H"(K(Z,n); Zy) = Ey° = Z,). Die Morphismen dy*"*~ " . E)*1 gDl ginq
Isomorphismen, falls erstens k(n—1) < 2p+n—2 und zweitens k < p gilt. Die zweite Bedingung
folgt dabei aus der ersten, denn dann ist

2 — 2
k< 24022 <2y ] g

Wir sehen somit, dass auf der E, 1-Seite alle Eintrige in der O-ten Spalte unterhalb der
(2p + n — 2)-ten Zeile und alle Eintrége in der n-ten Spalte unterhalb der (2p — 1)-ten Zeile
verschwinden. Die Spalten mit Dimension m = n + 1,...,2p + n — 2 verschwinden bereits
auf der Fs-Seite, da es kein nichttriviales Differential gibt, welches ihren Eintrag in der O-ten

o o 2pt+n—1 2p+n—1 ) : : ; Iptn—1
Zeile trifft. Folglich ist ESI’) P Eg?*" 1 und das eingezeichnete Differential dg;) AR
E0,2p+n—1 N E2p+n—1,0

2ptn—1 opin—1 €in Isomorphismus. Somit ist
H*» TN K(Z,n)) ® Ly = HPT" YK (Z,n); L)) = HP N K(Z,n); H (K (Z,n — 1); Z)))

~ 12p+n—1,0  2p+n—1,0
~ 2 > b0 > 7, O

Mit dem universellen Koeffiziententheorem folgt:

Korollar 46. Es sei n > 3 und p prim. Dann ist die p-Torsionsuntergruppe von H;(K(Z,n);Z)
null fiir ¢« < n + 2p — 2 und isomorph zu 7Z, fiir i = n + 2p — 2. O

Satz 47. Sei n = 3 und p eine Primzahl. Dann ist die p-Torsionskomponente von 7;(S™) null
falls © < n + 2p — 3 und isomorph zu Z,, falls i = n + 2p — 3.

Beweis. Wir nehmen zunéichst an, dass p # 2. Es bezeichne T, := Tp ;) die Serre-Klasse der
endlichen abelschen Gruppen, deren Ordnung nicht durch p teilbar ist.

Es sei n ungerade. Wir betrachten den Abbildungszylinder M; der Abbildung i : S™ —
T<nS™ = K(Z,n). Die lange exakte Homologiesequenz des Paares (M;, S™) und Lemma
induzieren, dass

0 firi<n+2p-—2,
Hy(M;, $") = o g (mod 7).
Zy firi=n+2p—2
Mit Satz [A] folgt
0 firi<n+2p—2,
mi(M;, S™) =~ ot P (mod Ty).
Zy firi=n+2p—2

Dies zeigt die Aussage fiir ungerade n aufgrund der langen exakten Homotopiesequenz
— miy1(M;, S") — m(S") - mi(M;) — mi(M;,S") — mi(S") —
—
~7;(K(Z,n))

von (M;, S™).

Es sei nun n gerade. Wir betrachten wieder die Faserung S"™! — V.19 — S". Die
Abbildung g : V412 — S?*~1 induziert Isomorphismen in Homologie modulo 7, und somit
auch in Homotopie modulo 7,. Aus der langen exakten Homotopiesequenz

- m1(S") - m(S") = m(Vanz) - m(9) - moa(S"Th) -
—_—— —_—

p-torsionsfrei  ~z;(52n=1) mod Tp,

fiir i<n+2p—4, p-torsionsfrei
endlich fiir fiir 1<2n+2p—4,
1#n—1

endlich fiir 1#£2n—1

folgt, dass m;(S™) fiir i < n + 2p — 3 keine p-Torsion besitzt. Aus dieser Sequenz folgt auBBerdem,
dass die p-Torsionsuntergruppe von 7;(S™) fir i = n + 2p — 3 isomorph ist zu Z,, sofern
n+2p—3#2n—1 giltff

4 Tm Fall i = n + 2p — 3 = 2n — 1 konnte némlich die exakte Sequenz i (Vag1,2) = m(S™) — m-,l(S"*l)
isomorph zu Z % 7 — Zy sein, die p-Torsionkomponente von 7;(S™) konnte also auch null sein.
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Fir i =n+2p—3 =2n — 1 (und allgemeiner i = n + 2p — 3 < 2n) geben wir daher ein
alternatives Argument an: Es sei M; der Abbildungzylinder von i : S™ — 7<,S™ = K(Z,n). Die
lange exakte Homologiesequenz des Paars (M;, S™) impliziert, dass H;(M;, S™) = H;(K(Z,n))
fir j # n und dass H,(M;,S™) = 0. Insbesondere gilt H;(M;,S"™) € T, fir j < i und die
p-Torsion von H;i1(M;,S") = Hiy1(K(Z,n)) mod 7T, ist isomorph zu Z, nach Korollar
und Lemma Somit gilt m;(M;, S™) € Tp fiir j < i und die p-Torsion von ;1 (M;, S™) ist
ebenfalls isomorph zu Z,. Die Aussage folgt nun mit der langen exakten Homotopiesequenz
von (M;, S™).

Dieses Argument liefert auflerdem die Behauptung fiir p = 2 und n > 3 beliebig. O

Bemerkung. Fiir n = 2 stimmt die Aussage des Satzes nicht, denn es gilt 7;(S?) =~ m;(S?) fiir
i > 3 (induziert durch die Hopffaserung) und 7;(S?) besitzt fiir i < 3 + 2p — 2 keine p-Torsion
und die p-Torsion von m319,—2(S™) ist Z,,.
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