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System F a.k.a. Girard–Reynolds polymorphic λ-calculus

Die Typen von System F sind durch die induktive Definition

τ := Bool |X | τ1 → τ2 |∀X. τ ′

gegeben, wobei X für eine Typvariable steht.

Ein Typkontext ist eine
endliche Menge ∆ = {X1, . . . ,Xn} von Typvariablen. Die Typen im
Typkontext ∆ sind die Typen, deren freie Variablen in ∆ liegen. Formal:

∆ ` τ type ∆ ` Bool type
X ∈ ∆

∆ ` X type

∆ ` τ1 type ∆ ` τ2 type

∆ ` τ1 → τ2 type

∆ ∪ {X} ` τ type

∆ ` ∀X. τ type
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Church-Kodierung in System F

Product(A,B) := ∀Y. (A→ B→ Y)→ Y

Sum(A,B) := ∀Y. (A→ Y)→ (B→ Y)→ Y

Nat := ∀Y. Y → (Y → Y)→ Y

List(A) := ∀Y. Y → (A→ Y → Y)→ Y

Bool ′ := ∀Y. Y → Y → Y
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Terme in System F

Die Terme t in System F sind induktiv definiert durch

t := true | false | x | if t1 then t2 else t3 | λx:τ. t | t1 t2 |ΛA. t | t τ
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Terme in System F

Die Terme t in System F sind induktiv definiert durch

t := true | false | x | if t1 then t2 else t3 | λx:τ. t | t1 t2 |ΛA. t | t τ

Ein Wertekontext ist eine endliche Menge Γ = {x1 : τ1, . . . , xm : τm},
wobei x1, . . . , xm paarweise verschiedene Typvariablen sind und
τ1, . . . , τm Typen sind.

Er bildet zusammen mit ∆ einen Kontext ∆; Γ falls
die freien Variablen der Typen τ1, . . . , τm in ∆ liegen. Formal:

(∆; Γ) ctx (∆; •) ctx

(∆; Γ) ctx ∆ ` τ type

(∆; Γ ∪ {x : τ}) ctx
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Terme in System F

Die Terme t in System F sind induktiv definiert durch

t := true | false | x | if t1 then t2 else t3 | λx:τ. t | t1 t2 |ΛA. t | t τ

Ein Term t hat Typ τ in einem Kontext ∆; Γ (notiert ∆; Γ ` t : τ), falls

∆; Γ ` t : τ vorausgesetzt (∆; Γ) ctx

(x : τ) ∈ Γ
∆; Γ ` x : τ

v ∈ {true, false}

∆; Γ ` v : Bool
∆; Γ ` b : Bool ∆; Γ ` t : τ ∆; Γ ` e : τ

∆; Γ ` if b then t else e : τ

∆; Γ ∪ {x : τ1} ` t : τ2
∆; Γ ` λx:τ1. t : τ1 → τ2

∆; Γ ` f : τ1 → τ2 ∆; Γ ` t : τ1
∆; Γ ` f t : τ2

∆ ∪ {A}; Γ ` t : τ
∆; Γ ` ΛA. t : ∀A. τ

∆; Γ ` t : ∀A. τ ′ ∆ ` τ type

∆; Γ ` t τ : τ ′[τ/A]
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Beispielterme

id : ∀A.A→ A
id := ΛA. λx:A. x

pair : ∀A.∀B.A→ B→ Product(A,B)
pair := ΛA.ΛB. λa:A. λb:B.

ΛY. λf:A→ B→ Y.
f a b

null : ∀A. List(A)→ Bool
null := ΛA. λxs: List(A).

xsBool true (λa:A. λb:Bool. false)

append : ∀A. List(A)→ List(A)→ List(A)
append := ΛA. λxs: List(A). λys: List(A).

ΛY. λy:Y. λf:A→ Y → Y.
ys Y (xs Y y f) f

map : ∀A.∀B. (A→ B)→ List(A)→ List(B)
map := ΛA.ΛB. λg:A→ B. λxs: List(A).

ΛY. λy:Y. λf:B→ Y → Y.
xs Y y (λa:A. f (ga))
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Reduktion und Äquivalenz von Termen in System F

Die Reduktionsrelation  auf der Menge der Terme ist die kleinste
reflexive, transitive, kongruente Relation mit

if true then t else e  t

if false then t else e  e

(λx. t)s  t[s/x]
(ΛX. t)τ  t[τ/X]

Zwei Terme b,b ′ : Bool heißen Kleene-äquivalent, notiert b ' b ′, falls

b ' b ′ :⇐⇒ (b true ⇐⇒ b ′ true).

Sei A ein Typ. Zwei Terme t, t ′ : A heißen beobachtungsäquivalent, falls

t ∼= t ′ :⇐⇒ für alle f : A→ Bool gilt f t ' f t ′.
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Interpretation von Typen
Eine Typumgebung für einen Typkontext ∆ ist eine Abbildung

~A : ∆→ Types•

wobei wir Types
∆̃
:= {τ | ∆̃ ` τ} für alle Typkontexte ∆̃ definieren.

Jede Typumg. ~A induziert für jeden disjunkten Typkontext ∆ ′ eine Abb.

J–K~A : Types∆t∆ ′ → Types∆ ′

rekursiv definiert durch

JBoolK~A := Bool

JXK~A := ~A(X) falls X ∈ ∆
JXK~A := X falls X ∈ ∆ ′

Jτ1 → τ2K~A := Jτ1K~A → Jτ2K~A
J∀X. τK~A := ∀X. JτK~A (Œ X 6∈ ∆ ∪ ∆ ′)
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Relationen zwischen Typen

Eine Relation A : A⇔ A ′ zwischen zwei Typen A,A ′ ∈ Types• ist eine
Relation zwischen den Termmengen dieser beiden Typen, für die gilt:

aus t1 ∼= t2, t ′1
∼= t ′2 folgt A(t1, t ′1) ⇐⇒ A(t2, t ′2).

Wichtiges Beispiel: Seien A und B Typen und f : A→ B eine Funktion.
Dann definiert

x |f〉 y :⇐⇒ f x ∼= y

eine Relation |f〉 : A⇔ B.
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Relationen zwischen Typen
Eine Relation ~A : ~A⇔ ~A ′ zwischen Typumgebungen ~A und ~A ′ für ∆ ist
eine Familie von Relationen

(AX : ~A(X)⇔ ~A ′(X))X∈∆.

Solch eine Relation ~A : ~A⇔ ~A ′ induziert für jeden Typ τ im
Typkontext ∆ eine Relation JτK ~A : JτK~A ⇔ JτK~A ′ wie folgt:

JBoolK ~A := (')
JXK ~A := AX

Jτ1 → τ2K ~A := Jτ1K ~A → Jτ2K ~A
J∀X. τK ~A := ∼ mit g ∼ g ′ genau dann wenn

für alle A,A ′ ∈ Types•
und Relationen A : A⇔ A ′

gilt JτK( ~A∪{X 7→A})(gA,g ′A ′),

wobei wir definieren:

(R1 → R2)(f, f
′) :⇐⇒ für alle a, a ′ mit R1(a,a ′) gilt R2(f a, f ′ a ′).

25 / 84



Relationen zwischen Typen
Eine Relation ~A : ~A⇔ ~A ′ zwischen Typumgebungen ~A und ~A ′ für ∆ ist
eine Familie von Relationen

(AX : ~A(X)⇔ ~A ′(X))X∈∆.

Solch eine Relation ~A : ~A⇔ ~A ′ induziert für jeden Typ τ im
Typkontext ∆ eine Relation JτK ~A : JτK~A ⇔ JτK~A ′ wie folgt:

JBoolK ~A := (')
JXK ~A := AX

Jτ1 → τ2K ~A := Jτ1K ~A → Jτ2K ~A
J∀X. τK ~A := ∼ mit g ∼ g ′ genau dann wenn

für alle A,A ′ ∈ Types•
und Relationen A : A⇔ A ′

gilt JτK( ~A∪{X 7→A})(gA,g ′A ′),

wobei wir definieren:

(R1 → R2)(f, f
′) :⇐⇒ für alle a, a ′ mit R1(a,a ′) gilt R2(f a, f ′ a ′).

26 / 84



Satz (Parametrizität)

Für jeden Typ τ ∈ Types• und jeden Term t : τ gilt JτK•(t, t)

Satz

Für jeden Typ τ ∈ Types• und Terme t, t ′ : τ gilt

t ∼= t ′ ⇐⇒ JτK•(t, t
′).
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere Â := ∀Y. (A→ Y)→ Y. Wir haben Funktionen

i : A→ Â, i := λx:A.ΛY. λg:A→ Y.g x

j : Â→ A, j := λh:Â.hA (id A)

Es gilt j (i x) x, also j (i x) ∼= x, aber stimmt auch i (j h) ∼= h?
Parametricity to the rescue! Für h : Â, f : A→ B und b : B→ B ′ gilt
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j : Â→ A, j := λh:Â.hA (id A)
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i : A→ Â, i := λx:A.ΛY. λg:A→ Y.g x
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j : Â→ A, j := λh:Â.hA (id A)
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i : A→ Â, i := λx:A.ΛY. λg:A→ Y.g x
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b (hB f) ∼= hB ′ (b ◦ f).

Es folgt mit B = A, B ′ = X, b = g und f = id A:

i (j h) ∼= ΛX. λg:A→ X.g (hA (id A))
∼= ΛX. λg:A→ X.hX (g ◦ (id A))
∼= ΛX. λg:A→ X.hXg
∼= h

42 / 84



Das zweite Funktoraxiom

Sei F(X) ein über X parametrisierter Typ, (d.h.X ` F(X)) und gelte, dass
X in F(X) nur kovariant vorkommt.

Lemma

Für alle A,B ∈ Types• und f : A→ B gibt es eine Funktion
f∗ : F(A)→ F(B), sodass für alle a : F(A) und b : F(B) gilt:

JF(X)K{X 7→|f〉}(a,b) ⇐⇒ f∗(a) ∼= b

Seien fmap : ∀X.∀Y. (X→ Y)→ (F(X)→ F(Y)), Typen A,A ′,B,B ′ und
Funktionen f1 : A→ A ′, f2 : A

′ → B ′, g1 : A→ B, g2 : B→ B ′ mit
f2 ◦ f1 ∼= g2 ◦ g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:
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=⇒ JF(Y)K{X 7→|f1〉,Y 7→|g2〉}(fmap ABg1 p, fmap A ′ B ′ f2 ((f1)∗ p))

⇐⇒ (g2)∗ (fmap ABg1 p) ∼= fmap A ′ B ′ f2 ((f1)∗ p)
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : ∀X. ∀Y. (X→ Y)→ (F(X)→ F(Y)), Typen A,A ′,B,B ′ und
Funktionen f1 : A→ A ′, f2 : A

′ → B ′, g1 : A→ B, g2 : B→ B ′ mit
f2 ◦ f1 ∼= g2 ◦ g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)∗ ◦ fmap ABg1 ∼= fmap A ′ B ′ f2 ◦ (f1)∗

Angenommen, für alle Typen A gilt fmap AA (id A) ∼= id F(A).
Dann gilt für alle Funktionen f : A→ B:

fmap ABf ∼= (id B)∗ ◦ fmap ABf ∼= fmap BB (id B) ◦ f∗ ∼= f∗

Für Typen C,D,E und Funktionen k : C→ D und h : D→ E folgt:

fmap DEh ◦ fmap CDk ∼= h∗ ◦ fmap CDk
∼= fmap EE (id E) ◦ (h ◦ k)∗
∼= (h ◦ k)∗
∼= fmap CE (h ◦ k)

Fazit: Das zweite Funktoraxiom ist kostenlos!
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Sortierfunktionen

Angenommen, wir haben s : ∀X. (X→ X→ Bool)→ List(X)→ List(X),
c ′ : B ′ → B ′ → Bool, f : B→ B ′ und bs : List(B).
Definiere c := (λx:B. λy:B. c (f x) (f y)) : B→ B→ Bool. Dann gilt

J∀X. (X→ X→ Bool)→ List(X)→ List(X)K•(s, s)

⇐⇒ für alle S,S ′, S : S⇔ S ′ gilt
J(X→ X→ Bool)→ List(X)→ List(X)K{X 7→S}(s S, s S ′)

=⇒ J(X→ X→ Bool)→ List(X)→ List(X)K{X 7→|f〉}(s B, s B ′)

⇐⇒ für alle g : A→ A→ Bool, g ′ : B ′ → B ′ → Bool
mit JX→ X→ BoolK{X 7→|f〉}(g,g ′)

gilt JList(X)→ List(X)K{X 7→|f〉}(s Bg, s B ′ g ′)

=⇒ JList(X)→ List(X)K{X 7→|f〉}(s B c, s B
′ c ′)

⇐⇒ für alle xs : List(B), ys : List(B ′) mit JList(X)K{X 7→|f〉}(xs,ys)

gilt JList(X)K{X 7→|f〉}(s B c xs, s B
′ c ′ ys)

=⇒ JList(X)K{X 7→|f〉}(s B c bs, s B
′ c ′ (mapBB ′ f bs))

⇐⇒ mapBB ′ f (s B c bs) ∼= s B ′ c ′ (mapBB ′ f bs)
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Natürlichkeit

Seien F(X) und G(X) über X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta : ∀Y. F(Y)→ G(Y) eine Funktion.

Beispiele in Haskell: maybeToList, reverse, maybeHead
Für alle Typen A, A ′ und Funktionen f : A→ A ′ folgt aus Parametrizität:

J∀Y. F(Y)→ G(Y)K•(eta, eta)
=⇒ JF(Y)→ G(Y)K{Y 7→|f〉}(etaA, etaA ′)

⇐⇒ für alle a : A und a ′ : A ′ mit JF(Y)K{Y 7→|f〉}(a,a ′)

gilt JG(Y)K{Y 7→|f〉}(etaAa, etaA ′ a ′)

⇐⇒ für alle a : A und a ′ : A ′ mit f∗ a ∼= a ′

gilt f∗ (etaAa) ∼= etaA ′ a ′

⇐⇒ f∗ ◦ etaA ∼= etaA ′ ◦ f∗

Fazit: Natürlichkeit ist kostenlos!
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Natürlichkeit

Seien F(X) und G(X) über X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta : ∀Y. F(Y)→ G(Y) eine Funktion.
Beispiele in Haskell: maybeToList, reverse, maybeHead
Für alle Typen A, A ′ und Funktionen f : A→ A ′ folgt aus Parametrizität:

J∀Y. F(Y)→ G(Y)K•(eta, eta)
=⇒ JF(Y)→ G(Y)K{Y 7→|f〉}(etaA, etaA ′)

⇐⇒ für alle a : A und a ′ : A ′ mit JF(Y)K{Y 7→|f〉}(a,a ′)

gilt JG(Y)K{Y 7→|f〉}(etaAa, etaA ′ a ′)

⇐⇒ für alle a : A und a ′ : A ′ mit f∗ a ∼= a ′

gilt f∗ (etaAa) ∼= etaA ′ a ′

⇐⇒ f∗ ◦ etaA ∼= etaA ′ ◦ f∗
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Fazit: Natürlichkeit ist kostenlos!

76 / 84
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Beispiele in Haskell: maybeToList, reverse, maybeHead
Für alle Typen A, A ′ und Funktionen f : A→ A ′ folgt aus Parametrizität:

J∀Y. F(Y)→ G(Y)K•(eta, eta)
=⇒ JF(Y)→ G(Y)K{Y 7→|f〉}(etaA, etaA ′)

⇐⇒ für alle a : A und a ′ : A ′ mit JF(Y)K{Y 7→|f〉}(a,a ′)

gilt JG(Y)K{Y 7→|f〉}(etaAa, etaA ′ a ′)

⇐⇒ für alle a : A und a ′ : A ′ mit f∗ a ∼= a ′

gilt f∗ (etaAa) ∼= etaA ′ a ′

⇐⇒ f∗ ◦ etaA ∼= etaA ′ ◦ f∗

Fazit: Natürlichkeit ist kostenlos!
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Beweis von Parametrizität: Interpretation von Termen
Eine Termumgebung ~a für einen Kontext ∆; Γ bzgl. einer Typumgebung ~A
für ∆ ist eine Familie

(~a(x) : JτK~A)(x:τ)∈Γ .

von Termen.

Jede solche Termumgebung induziert für jeden von ∆; Γ
disjunkten Kontext ∆ ′; Γ ′ eine Interpretationsabbildung

J–K~A,~a : Terms∆t∆ ′,ΓtΓ ′ → Terms∆ ′,Γ ′

rekursiv definiert durch

JvK~A,~a := v (v ∈ {true, false})

Jif b then t else eK~A,~a := if JbK~A,~a then JtK~A,~a else JeK~A,~a

Jλx:τ. tK~A,~a := λx:JτK~A. JtK~A,~a (Œ x 6∈ Γ ∪ Γ ′)
Jt1 t2K~A,~a := Jt1K~A,~a Jt2K~A,~a

JΛX. tK~A,~a := ΛX. JtK~A,~a (Œ X 6∈ ∆ ∪ ∆ ′)
Jt τK~A,~a := JtK~A,~a JτK~A
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Beweis von Parametrizität

Seien ~A und ~A ′ Typumgebungen für ∆, ~A : ~A⇔ ~A ′ eine Relation. Zwei
Termumg. ~a und ~A ′ für ∆; Γ bzgl. ~A bzw. ~A ′ sind relatiert bzgl. ~A, falls

JτK ~A(~a(x), ~A ′(x)) für alle (x : τ) ∈ Γ .

∆; Γ |= t : τ :⇐⇒ für alle Typumgebungen ~A, ~A ′ von ∆ und

alle Relationen ~A : ~A⇔ ~A ′ und

alle relatierten Termumg. ~a bzgl. ~A und ~A ′ bzgl. ~A ′

gilt JτK ~A(JtK~A,~a, JtK~A ′,~A ′)

Satz (Parametrizität’)

Aus ∆; Γ ` t : τ folgt ∆; Γ |= t : τ

Kurz: Interpretationen in relatierten Umgebungen sind relatiert.
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(x : τ) ∈ Γ
∆; Γ |= x : τ

v ∈ {true, false}

∆; Γ |= v : Bool

∆; Γ |= b : Bool ∆; Γ |= t : τ ∆; Γ |= e : τ

∆; Γ |= if b then t else e : τ

∆; Γ ∪ {x : τ1} |= t : τ2

∆; Γ |= λx:τ1. t : τ1 → τ2

∆; Γ |= t1 : τ1 → τ2 ∆; Γ |= t2 : τ1

∆; Γ |= t1 t2 : τ2

∆ ∪ {A}; Γ |= t : τ

∆; Γ |= ΛA. t : ∀A. τ

∆; Γ |= t : ∀A. τ ′ ∆ ` τ type

∆; Γ |= t τ : τ ′[τ/A]
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Links und Quellen

http://twitter.com/parametricity

Free Theorems Web-UI: http://www-ps.iai.uni-bonn.de/
cgi-bin/free-theorems-webui.cgi

Philip Wadler, Theorems for Free!, 4’th International Conference on
Functional Programming and Computer Architecture, London,
September 1989

Robert Harper, Practical Foundations for Programming Languages,
zweite Auflage, Kapitel 48

Edward Kmett, The free theorem for fmap, https:
//www.schoolofhaskell.com/user/edwardk/snippets/fmap
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