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Assume a: A — A" and b: B — B’.

head : VX, X* — X
a o head,y, = heady: o a*

tail :¥X. X* — X*
a* o taily = taily o a™
(#):VX. X*" > X* > X~
a* (zs H 4 ys) = (a* zs) H 4 (a” ys)
concal : VYX. X** - X*
a* o concaty = concat 4 o a**
fst VX VY. X x Y 5 X
aofstap = fstarg o(a xb)
snd :¥YX. VY. X x Y =Y

bosndap = sndyp o (a x b)

2ap VX VY. (X" x V™) = (X x Y)~
(a x b)* ozipap = zipargr o (a™ x b*)
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System F a.k.a. Girard—Reynolds polymorphic A-calculus

Die Typen von System F sind durch die induktive Definition
T := Bool | X| 11 = T2 |VX. T’

gegeben, wobei X fiir eine Typvariable steht.
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System F a.k.a. Girard—Reynolds polymorphic A-calculus

Die Typen von System F sind durch die induktive Definition
T := Bool | X| 11 = T2 |VX. T’

gegeben, wobei X fiir eine Typvariable steht. Ein Typkontext ist eine
endliche Menge A ={X;y, ..., Xn} von Typvariablen,
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System F a.k.a. Girard—Reynolds polymorphic A-calculus

Die Typen von System F sind durch die induktive Definition
T := Bool | X| 11 = T2 |VX. T’

gegeben, wobei X fiir eine Typvariable steht. Ein Typkontext ist eine
endliche Menge A = {X4, ..., Xn} von Typvariablen. Die Typen im
Typkontext A sind die Typen, deren freie Variablen in A liegen. Formal:

XeA
AF T type A+ Bool type A X type

AL Ty type AF T, type AU{X}F T type
At 11 — 1o type AFVX. T type
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Church-Kodierung in System F

Product(A, B)
Sum(A, B)
Nat

List(A)

VWW.A—-B—=Y)=>Y
VWW.A=Y - (B—->Y)—>Y
WY - (Y=Y) =Y
YWY A=>Y—=>Y) =Y



Church-Kodierung in System F

Product(A, B)
Sum(A, B)
Nat

List(A)

Bool’

VWW.A—-B—=Y)=>Y
VWW.A=Y - (B—->Y)—>Y
WY - (Y=Y) =Y
YWY A=>Y—=>Y) =Y
W.Y—=>Y—=>Y
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Terme in System F

Die Terme t in System F sind induktiv definiert durch

t := true|false| x| if t; then t; else t3|Ax:T. t|t; to |[AA t|tT



Terme in System F
Die Terme t in System F sind induktiv definiert durch

t := true|false| x| if t; then t; else t3|Ax:T. t|t; to |[AA t|tT

Ein Wertekontext ist eine endliche Menge ' ={x1 : T1, ..., Xm : Tm}
wobei X1, ..., Xm paarweise verschiedene Typvariablen sind und

T1,...,Tm lypen sind.



Terme in System F

Die Terme t in System F sind induktiv definiert durch
t := true|false| x| if t; then t; else t3|Ax:T. t|t; to |[AA t|tT

Ein Wertekontext ist eine endliche Menge ' ={x1 : T1, ..., Xm : Tm}
wobei x1, ..., Xm paarweise verschiedene Typvariablen sind und
T1,...,Tm Typen sind. Er bildet zusammen mit A einen Kontext A; T falls

die freien Variablen der Typen T4, ..., Tm in A liegen. Formal:
(A;T) ctx AF T type
(A;T) ctx (A; ) ctx (A;TU{x:T}) ctx

11 /84



Terme in System F

Die Terme t in System F sind induktiv definiert durch
t:= true|false|x|if t; then 15 else t3|Ax:T. t|t; th |[AA. t]|tT

Ein Term t hat Typ T in einem Kontext A; T (notiert A; T+ t: 1), falls

‘A; 't t: T vorausgesetzt (A;T) ctx‘

(x:1)eTl
ATkEx:T
v € {true, false} A;TEDb:Bool ATHt:t ATke:t
AT Fv:Bool ATHif bthentelsee:T
A;TUX:TiFt: 1o ATHEf:T1 =51 ATHt:T
ATHEFAXT.L:T] — T ATHETt: T
AU{A}LTHt:T A;THT:VA. T Atb Ttype

A;THAA L VAT AT HtT:t/[t/A]



Beispielterme

id
id

VA.A — A
AAACA. X



Beispielterme

id : VAA-=A

id = AA.AXA.x

pair : VA.VB.A — B — Product(A, B)
pair = AA.AB.Aa:A.Ab:B.

AY.Af:A - B =Y.
fab
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Beispielterme
id
id
pair
pair

null
null

VA.A — A
AAACA. X

VA.VB.A — B — Product(A, B)

= AA.AB.Aa:A.Ab:B.

AY.Af:A - B =Y.
fab

VA. List(A) — Bool

= AA.Axs:List(A).

xs Bool true (Aa:A. Ab:Bool. false)



Beispielterme

id VA.A — A
id = AA.AXA.x
pair VA.VB.A — B — Product(A, B)
pair = AA.AB.Aa:A.Ab:B.

AY. AfA - B —Y.

fab

null VA. List(A) — Bool
null := AA.Axs:List(A).

xs Bool true (Aa:A. Ab:Bool. false)
append :  VA. List(A) — List(A) — List(A)
append := AA.Axs:List(A). Ays:List(A).

AY. MY AMA =Y =Y,
ysY(xsYyf)f
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Beispielterme

id : VA A—-A
id = AA.AXA.x
pair : VA.VB.A — B — Product(A, B)
pair = AA.AB.Aa:A.Ab:B.

AY.AfA - B =Y.

fab

null :  VA. List(A) — Bool
null := AA.Axs:List(A).

xs Bool true (Aa:A. Ab:Bool. false)
append :  VA. List(A) — List(A) — List(A)
append := AA.Axs:List(A). Ays:List(A).

AY. AYY. AA =Y =Y.
ysY(xsYyf)f

map : VA.VB.(A — B) — List(A) — List(B)
map := AA.AB.Ag:A — B.Axs:List(A).

AY. Ay:Y.AfB—-Y =Y.
xsYy (Aa:A.f(ga))



Reduktion und Aquivalenz von Termen in System F

Die Reduktionsrelation ~» auf der Menge der Terme ist die kleinste
reflexive, transitive, kongruente Relation mit

if truethentelsee ~ t

if false then telse e ~~ e
(Ax.t)s ~ t[s/x]
(AX.t)t ~ t[t/X]
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Reduktion und Aquivalenz von Termen in System F

Die Reduktionsrelation ~» auf der Menge der Terme ist die kleinste
reflexive, transitive, kongruente Relation mit

if truethentelsee ~ t

if false then telse e ~~ e
(Ax.t)s ~ t[s/x]
(AX.t)t ~ t[t/X]

Zwei Terme b, b’ : Bool heiBen Kleene-dquivalent, notiert b ~ b’, falls

2

b~b’ = (b~ true <= b’ ~ true).
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Reduktion und Aquivalenz von Termen in System F

Die Reduktionsrelation ~» auf der Menge der Terme ist die kleinste
reflexive, transitive, kongruente Relation mit

if truethentelsee ~ t

if false then telse e ~~ e
(Ax.t)s ~ t[s/x]
(AX.t)t ~ t[t/X]

Zwei Terme b, b’ : Bool heiBen Kleene-dquivalent, notiert b ~ b’, falls

2

b~b’ = (b~ true <= b’ ~ true).

Sei A ein Typ. Zwei Terme t,t’ : A heiBen beobachtungsiquivalent, falls

t=t' & fiiralle f: A — Bool gilt ft ~ft’.

20
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Interpretation von Typen
Eine Typumgebung fiir einen Typkontext A ist eine Abbildung

A:A— Types,

wobei wir Typesx := {T| Ak T} fiir alle Typkontexte A definieren.
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Interpretation von Typen
Eine Typumgebung fiir einen Typkontext A ist eine Abbildung

A:A— Types,

wobei wir Typesx := {T| Ak T} fiir alle Typkontexte A definieren.

Jede Typumg. A induziert fiir jeden disjunkten Typkontext A’ eine Abb.

[-] % : Typesaar — Typesa:

rekursiv definiert durch

[Bool] x = Bool
X[z = A(X)fallsXeA
X[z = XfallsXeA!
[[Tl — Tgﬂ;\* = [[Tl]];\‘ — [[TQHA’

VX.t; = VX [tx (EXZAUA)



Relationen zwischen Typen

Eine Relation A : A & A’ zwischen zwei Typen A, A’ € Types, ist eine
Relation zwischen den Termmengen dieser beiden Typen, fiir die gilt:

aus t; =tp, t; =t} folgt Aty t]) <= Alta, t)).



Relationen zwischen Typen

Eine Relation A : A & A’ zwischen zwei Typen A, A’ € Types, ist eine
Relation zwischen den Termmengen dieser beiden Typen, fiir die gilt:

aus t; =tp, t; =t} folgt Aty t]) <= Alta, t)).

Wichtiges Beispiel: Seien A und B Typen und f: A — B eine Funktion.
Dann definiert

x[fly = fx=y
eine Relation [f) : A < B.
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Relationen zwischen Typen

Eine Relation A : A < A’ zwischen Typumgebungen A und A’ fiir A ist
eine Familie von Relationen

(Ax 1 A(X) & A/(X))xea-
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Relationen zwischen Typen
Eine Relation A : A < A’ zwischen Typumgebungen A und A’ fiir A ist
eine Familie von Relationen

(Ax s A(X) & A'(X))xea.

Solch eine Relation A : A < A’ induziert fiir jeden Typ T im
Typkontext A eine Relation [T] 7 : [T] z < [T] 3, wie folgt:

[Bool] ; = ()
[[X]]ff = .AX
[[Tl — TQ]]/_[' = [[Tl]]ff — [[TQHA’
[[VX.T]]E ‘= ~ mit g~ g’ genau dann wenn

fiir alle A, A’ € Types,
und Relationen A: A < A’

gilt [[T]](jfu{x._)A}) (gA. g’ A",
wobei wir definieren:

(R1 — Rp)(f, ) <= fiir alle a, a’ mit Ry(a, a’) gilt Ra(fa, ' a’).

26 /84



Satz (Parametrizitat)
Fiir jeden Typ T € Types, und jeden Term t: T gilt [T],(t,t) J

27 /84



Satz (Parametrizitat)
Fiir jeden Typ T € Types, und jeden Term t: T gilt [T],(t,t)

Satz
Fiir jeden Typ t € Types, und Terme t,t’ : T gilt

t=t — [1],(t.t").
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

[A.(h,h)
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

[Al.(h 1)
<= firalle §,8" und 8§:S < S’ gilt [(A—=Y)—=Y]ry,,5(hS hS')
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, j:=AA hA(idA)
Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?

Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

[Al (1, )
<= firalle §,8" und 8§:S < S’ gilt [(A—=Y)—=Y]ry,,5(hS hS')
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Ein Isomorphismus
Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

[A] (h, h)

fiir alle S,S" und 8: S < S’ gilt [(A—Y) = Y]y, (RS, hS)
[(A—=Y)— Y]]{YHle(hB, hB’)

firalleg: A —B, g': A — B’ mit [A = Y]y, 0)(9.9")
gilt [Y;yspy(hBg, hB'g’)

[
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Ein Isomorphismus
Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

[Al(h. 1)

fiir alle S,S" und 8: S < S’ gilt [(A—Y) = Y]y, (RS, hS)
[(A—=Y)— Y]]{YH“,)}(hB,hB’)

firalleg: A —B,g':A—B ' mitb(ga)=g’af.a.acA
gilt [Y]ysjpyy(RBg, hB"g’)

[
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Ein Isomorphismus
Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

[A].(h, h)

fiir alle S,S" und 8: S < S’ gilt [(A—Y) = Y]y, (RS, hS)
[(A—=Y)— Y]]{YH“,)}(hB,hB’)

firalleg: A —B,g':A—B ' mitb(ga)=g’af.a.acA
gilt [Y]ysjpyy(RBg, hB"g’)

[Vl yes oy (B . 0B/ (bo )

LTy
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Ein Isomorphismus
Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

[A].(h, h)

fiir alle S,S" und 8: S < S’ gilt [(A—Y) = Y]y, (RS, hS)
[(A—=Y)— Y]]{YH“,)}(hB,hB’)

firalleg: A —B,g':A—B ' mitb(ga)=g’af.a.acA
gilt [Y]ysjpyy(RBg, hB"g’)

[Vl yes oy (B . 0B/ (bo )

b(hBf) =hB' (bof)

Ty 1ot
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

b(hBf)=hB’(bof).
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

b(hBf)=hB’(bof).
Es folgt mit B=A, B’=X,b=gund f=id A:

i(jh) AXAg:A — X. g (hA (id A))

= AX.Ag:A — X.hX(go (id A))
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen

A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, ji=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

b(hBf)=hB’(bof).
Es folgt mit B=A, B’=X,b=gund f=id A:

i(jh) AXAg:A — X. g (hA (id A))

AX.Ag:A — X.hX(go (id A))
AX.AgA — X.hXg

1o 12 112
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Ein Isomorphismus

Sei A ein Typ. Definiere A= VY. (A — Y) — Y. Wir haben Funktionen
A A, i= ACALAY. AgGA — Y. gx
j:A—= A, j:=AA hA(idA)

Es gilt j (ix) ~ x, also j (ix) = x, aber stimmt auch i(jh) = h?
Parametricity to the rescue! Fir h: A, f: A — B und b: B — B’ gilt

b(hBf)=hB’(bof).
Es folgt mit B=A, B’=X,b=gund f=id A:

i(jh) AX.AgA — X.g(hA(id A))
AX.Ag:A — X.hX(go (id A))
AX.AgA — X.hXg

h

[lelle 112112



Das zweite Funktoraxiom

Sei F(X) ein iiber X parametrisierter Typ, (d.h. X F F(X)) und gelte, dass
X in F(X) nur kovariant vorkommt.
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Das zweite Funktoraxiom

Sei F(X) ein iiber X parametrisierter Typ, (d.h. X F F(X)) und gelte, dass
X in F(X) nur kovariant vorkommt.

Lemma
Fiir alle A, B € Types, und f: A — B gibt es eine Funktion
f« : F(A) — F(B), sodass fiir alle a : F(A) und b : F(B) gilt:

[[F(X)]]{x._)\fn(a.b) <~ f.(a)=b
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Das zweite Funktoraxiom

Sei F(X) ein iiber X parametrisierter Typ, (d.h. X F F(X)) und gelte, dass
X in F(X) nur kovariant vorkommt.

Lemma

Fiir alle A, B € Types, und f: A — B gibt es eine Funktion
f« : F(A) — F(B), sodass fiir alle a : F(A) und b : F(B) gilt:

[[F(X)]]{X.—)\ﬂ}(avb) <~ f.(a)=b

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’,B,B’ und
Funktionen f; : A — A’, f,: A’ - B’, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g 0 g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:
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Das zweite Funktoraxiom

Sei F(X) ein iiber X parametrisierter Typ, (d.h. X F F(X)) und gelte, dass
X in F(X) nur kovariant vorkommt.

Lemma

Fiir alle A, B € Types, und f: A — B gibt es eine Funktion
f« : F(A) — F(B), sodass fiir alle a: F(A) und b : F(B) gilt:

[FX)ixsjeyy (@ b) <= fila)=Db

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B’, g1: A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

[VX. VY. (X = Y) = (F(X) = F(Y)], (fmap, fmap)
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Das zweite Funktoraxiom

Sei F(X) ein iiber X parametrisierter Typ, (d.h. X F F(X)) und gelte, dass
X in F(X) nur kovariant vorkommt.

Lemma

Fiir alle A, B € Types, und f: A — B gibt es eine Funktion
f« : F(A) — F(B), sodass fiir alle a: F(A) und b : F(B) gilt:

[FX)ixsjeyy (@ b) <= fila)=Db

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B’, g1: A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:
[VX. VY. (X = Y) = (F(X) = F(Y)], (fmap, fmap)
= [(X=Y)— (F(X)—>F(Y)}]{X,_)m)’y,_)‘92>}(fmap AB,fmap A’B’)



Das zweite Funktoraxiom

Sei F(X) ein iiber X parametrisierter Typ, (d.h. X F F(X)) und gelte, dass
X in F(X) nur kovariant vorkommt.

Lemma

Fiir alle A, B € Types, und f: A — B gibt es eine Funktion
f. : F(A) — F(B), sodass fiir alle a : F(A) und b : F(B) gilt:

[FX)ixsjeyy (@ b) <= fila)=Db

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’,B,B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B’, g1: A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:
[VX. VY. (X = Y) = (F(X) = F(Y)], (fmap, fmap)
= [(X=Y)— (F(X)—>F(Y)}]{X,_)m)’y,_)‘92>}(fmap AB,fmap A’B’)
= [FX)=FY) ] ixs i), vis1g0)y (fMap A B g1, fmap A’'B’f3)
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Das zweite Funktoraxiom

Sei F(X) ein iiber X parametrisierter Typ, (d.h. X F F(X)) und gelte, dass
X in F(X) nur kovariant vorkommt.

Lemma

Fiir alle A, B € Types, und f: A — B gibt es eine Funktion
f. : F(A) — F(B), sodass fiir alle a : F(A) und b : F(B) gilt:

[FX)ixsjeyy (@ b) <= fila)=Db

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’,B,B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B’, g1: A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:
[VX. VY. (X = Y) = (F(X) = F(Y)], (fmap, fmap)
= [(X=Y)— (F(X)—>F(Y)}]{X,_)m)’y,_)‘92>}(fmap AB,fmap A’B’)
= [FX)=FY) ] ixs i), vis1g0)y (fMap A B g1, fmap A’'B’f3)
— [[F(Y)]]{X;_)|f1>,Y;_>\g2>}(fmap ABgip, fmap A’ B’ fa ((f1).p))
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Das zweite Funktoraxiom

Sei F(X) ein iiber X parametrisierter Typ, (d.h. X F F(X)) und gelte, dass
X in F(X) nur kovariant vorkommt.

Lemma

Fiir alle A, B € Types, und f: A — B gibt es eine Funktion
f. : F(A) — F(B), sodass fiir alle a : F(A) und b : F(B) gilt:

[FX)ixsjeyy (@ b) <= fila)=Db

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’,B,B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B’, g1: A — B, g2: B — B’ mit

fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

[VX. VY. (X = Y) = (F(X) = F(Y)], (fmap, fmap)

[X=Y)— (F(X)—>F(Y)}]{X,_)m)’y,_)‘92>}(fmap AB,fmap A’B’)
[FOX) = F(Y)]ixs 41, vis o)) (fmap A B g1, fmap A’'B’f3)
[[F(Y)]]{X;_)|f1>,Y;_>\g2>}(fmap ABgip,fmap A" B’ fa ((f1)« P))
(92)s« (fmap AB g1 p) = fmap A'B'f2 ((f1).p)

Iy



Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).
Angenommen, fiir alle Typen A gilt fmap A A (id A) =id F(A).
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).

Angenommen, fiir alle Typen A gilt fmap A A (id A) =id F(A).
Dann gilt fiir alle Funktionen f: A — B:
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).

Angenommen, fiir alle Typen A gilt fmap A A (id A) =id F(A).
Dann gilt fiir alle Funktionen f: A — B:

fmap ABf = (id B), ofmap ABf =fmap BB (id B) o f, = f,
Fiir Typen C, D, E und Funktionen k: C — D und h: D — E folgt:
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).

Angenommen, fiir alle Typen A gilt fmap A A (id A) =id F(A).
Dann gilt fiir alle Funktionen f: A — B:

fmap ABf = (id B), ofmap ABf =fmap BB (id B) o f, = f,
Fiir Typen C, D, E und Funktionen k: C — D und h: D — E folgt:
fmap DEhofmap CDk
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).

Angenommen, fiir alle Typen A gilt fmap A A (id A) =id F(A).
Dann gilt fiir alle Funktionen f: A — B:

fmap ABf = (id B), ofmap ABf =fmap BB (id B) o f, = f,
Fiir Typen C, D, E und Funktionen k: C — D und h: D — E folgt:
fmap DEhofmap CDk = h,ofmap CDk
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:
(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).

Angenommen, fiir alle Typen A gilt fmap A A (id A) =id F(A).
Dann gilt fiir alle Funktionen f: A — B:

fmap ABf = (id B), ofmap ABf =fmap BB (id B) o f, = f,
Fiir Typen C, D, E und Funktionen k: C — D und h: D — E folgt:

fmap DEhofmap CDk h.ofmap CDk

fmap EE(id E) o (hok).

~
~
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).

Angenommen, fiir alle Typen A gilt fmap A A (id A) =id F(A).
Dann gilt fiir alle Funktionen f: A — B:

fmap ABf = (id B), o fmap ABf = fmap BB (id B) o f, = f,
Fiir Typen C, D, E und Funktionen k: C — D und h: D — E folgt:

fmap DEhofmap CDk h.ofmap CDk
fmap EE(id E) o (hok).
(hok)

[l e 112
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Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).

Angenommen, fiir alle Typen A gilt fmap A A (id A) =id F(A).
Dann gilt fiir alle Funktionen f: A — B:

fmap ABf = (id B), o fmap ABf = fmap BB (id B) o f, = f,
Fiir Typen C, D, E und Funktionen k: C — D und h: D — E folgt:

fmap DEhofmap CDk h.ofmap CDk

fmap EE(id E) o (hok).
(hok)«

fmap CE (hok)

[l e 1121

60 /84



Das zweite Funktoraxiom

Seien fmap : VX. VY. (X = Y) — (F(X) — F(Y)), Typen A,A’, B, B’ und
Funktionen f; : A — A/, f,: A’ - B/, g1 : A — B, g2: B — B’ mit
fa o f1 = g o g1 sowie p : F(A) gegeben. Dann gilt:

(g2)« o fmap AB gy = fmap A’ B’ f5 0 (f1).

Angenommen, fiir alle Typen A gilt fmap A A (id A) =id F(A).
Dann gilt fiir alle Funktionen f: A — B:

fmap ABf = (id B), ofmap ABf =fmap BB (id B) o f, = f,
Fiir Typen C, D, E und Funktionen k: C — D und h: D — E folgt:

fmap DEhofmap CDk h.ofmap CDk

fmap EE(id E) o (hok).
(hok)«

fmap CE (hok)

[l e 1121

Fazit: Das zweite Funktoraxiom ist kostenlos!
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Sortierfunktionen

Angenommen, wir haben s : VX. (X —+ X — Bool) — List(X) — List(X),
¢’:B’ — B’ — Bool, f: B— B’ und bs : List(B).
Definiere ¢ := (Ax:B.Ay:B.c (fx) (fy)) : B— B — Bool. Dann gilt

[VX. (X — X — Bool) — List(X) — List(X)], (s, s)
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Sortierfunktionen

Angenommen, wir haben s : VX. (X —+ X — Bool) — List(X) — List(X),
¢’:B’ — B’ — Bool, f: B— B’ und bs : List(B).
Definiere ¢ := (Ax:B.Ay:B.c (fx) (fy)) : B— B — Bool. Dann gilt

[VX. (X — X — Bool) — List(X) — List(X)], (s, s)
< firalleS,S', 8:S < S/ gilt
[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)];x.s)(sS,sS")
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Sortierfunktionen

Angenommen, wir haben s : VX. (X —+ X — Bool) — List(X) — List(X),
¢’:B’ — B’ — Bool, f: B— B’ und bs : List(B).
Definiere ¢ := (Ax:B.Ay:B.c (fx) (fy)) : B— B — Bool. Dann gilt

[VX. (X — X — Bool) — List(X) — List(X)], (s, s)
< firalleS,S', 8:S < S/ gilt

[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)];x.s)(sS,sS")
= [(X—= X — Bool) — List(X) — List(X)]]{XHlﬂ}(s B,sB’)
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Sortierfunktionen

Angenommen, wir haben s : VX. (X —+ X — Bool) — List(X) — List(X),
¢’:B’ — B’ — Bool, f: B— B’ und bs : List(B).
Definiere ¢ := (Ax:B.Ay:B.c (fx) (fy)) : B— B — Bool. Dann gilt

[VX. (X — X — Bool) — List(X) — List(X)], (s, s)

< firalleS,S', 8:S < S/ gilt

[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)];x.s)(sS,sS")
= [(X—= X — Bool) — List(X) — List(X)]]{XHlﬂ}(s B,sB’)
< firalleg: A — A — Bool, g’ : B’ = B’ — Bool

mit [X — X — Boolx, (9, 9")
gilt [List(X) — List(X)]]{XHlm(sB g,sB’g’)
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Sortierfunktionen

Angenommen, wir haben s : VX. (X —+ X — Bool) — List(X) — List(X),
¢’:B’ — B’ — Bool, f: B— B’ und bs : List(B).
Definiere ¢ := (Ax:B.Ay:B.c (fx) (fy)) : B— B — Bool. Dann gilt

[VX. (X — X — Bool) — List(X) — List(X)], (s, s)
firalle S,S’, 8:S & S/ gilt

<~

[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)];x.s)(sS,sS")
= [(X—= X — Bool) — List(X) — List(X)]]{XHlﬂ}(s B,sB’)
< firalleg: A — A — Bool, g’ : B’ = B’ — Bool

mit [X — X — Bool];x.,y)(9. ")
gilt [List(X) — List(X)]]{XHlm(sB g,sB’g’)
— [[L|St(X) — LISt(X)]]{X’—)|f>}(SBC' SB,C/)
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Sortierfunktionen

Angenommen, wir haben s : VX. (X —+ X — Bool) — List(X) — List(X),
¢’:B’ — B’ — Bool, f: B— B’ und bs : List(B).
Definiere ¢ := (Ax:B.Ay:B.c (fx) (fy)) : B— B — Bool. Dann gilt

[VX. (X — X — Bool) — List(X) — List(X)], (s, s)

firalle S,S’, 8:S & S/ gilt

[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)];x.s)(sS,sS")

[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)]]{XHlﬂ}(s B,sB’)

fir alle g: A — A — Bool, g’ : B’ = B’ — Bool

mit [X — X — Boolx, (9, 9")

gilt [List(X) — List(X)]]{XHlm(sB g,sB’g’)

[List(X) — List(X)](x. ¢y (s Be, sB’c’)

fir alle xs : List(B), ys : List(B’) mit [List(X)ﬂ{XH|f>}(xs,ys)
gilt [List(X)];x ¢y (s Bexs, s B c’ys)

]

I

I
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Sortierfunktionen

Angenommen, wir haben s : VX. (X —+ X — Bool) — List(X) — List(X),
¢’:B’ — B’ — Bool, f: B— B’ und bs : List(B).
Definiere ¢ := (Ax:B.Ay:B.c (fx) (fy)) : B— B — Bool. Dann gilt

]

I

I

!

[VX. (X — X — Bool) — List(X) — List(X)], (s, s)
firalle S,S’, 8:S & S/ gilt

[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)];x.s)(sS,sS")
[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)]]{XHlﬂ}(s B,sB’)
fir alle g: A — A — Bool, g’ : B’ = B’ — Bool

mit [X — X — Boolx, (9, 9")

gilt [List(X) — List(X)]]{XHlm(sB g,sB’g’)

[List(X) — List(X)](x. ¢y (s Be, sB’c’)

fir alle xs : List(B), ys : List(B’) mit [List(X)ﬂ{XH|f>}(xs,ys)
gilt [[List(X)]}{X,_)m}(s Bcxs,sB’c¢’ys)
[List(X)[;x.5y; (s Bcbs, s B’c¢’ (mapB B’ fbs))
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Sortierfunktionen

Angenommen, wir haben s : VX. (X —+ X — Bool) — List(X) — List(X),
¢’:B’ — B’ — Bool, f: B— B’ und bs : List(B).
Definiere ¢ := (Ax:B.Ay:B.c (fx) (fy)) : B— B — Bool. Dann gilt

]

I

Ty 1

[VX. (X — X — Bool) — List(X) — List(X)], (s, s)
firalle S,S’, 8:S & S/ gilt

[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)];x.s)(sS,sS")
[(X = X — Bool) — List(X) — List(X)]]{XHlﬂ}(s B,sB’)
fir alle g: A — A — Bool, g’ : B’ = B’ — Bool

mit [X — X — Boolx, (9, 9")

gilt [List(X) — List(X)]]{XHlm(sB g,sB’g’)

[List(X) — List(X)](x. ¢y (s Be, sB’c’)

fir alle xs : List(B), ys : List(B’) mit [List(X)ﬂ{XH|f>}(xs,ys)
gilt [[List(X)]}{X,_)m}(s Bcxs,sB’c¢’ys)
[List(X)[;x.5y; (s Bcbs, s B’c¢’ (mapB B’ fbs))
mapBB’f(sBcbs) =sB’c¢c’ (mapBB’fbs)
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Naturlichkeit

Seien F(X) und G(X) iiber X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta:VY.F(Y) — G(Y) eine Funktion.
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Naturlichkeit

Seien F(X) und G(X) iiber X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta:VY.F(Y) — G(Y) eine Funktion.

Beispiele in Haskell: maybeTolist, reverse, maybeHead
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Naturlichkeit

Seien F(X) und G(X) iiber X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta:VY.F(Y) — G(Y) eine Funktion.

Beispiele in Haskell: maybeTolist, reverse, maybeHead
Fiir alle Typen A, A’ und Funktionen f: A — A’ folgt aus Parametrizitit

[VY.F(Y) = G(Y)], (eta, eta)



Naturlichkeit

Seien F(X) und G(X) iiber X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta:VY.F(Y) — G(Y) eine Funktion.

Beispiele in Haskell: maybeTolist, reverse, maybeHead
Fiir alle Typen A, A’ und Funktionen f: A — A’ folgt aus Parametrizitit

[VY.F(Y) = G(Y)], (eta, eta)

= [F(Y) = G(Y)]{viyr)y (eta A, eta A')
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Naturlichkeit

Seien F(X) und G(X) iiber X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta:VY.F(Y) — G(Y) eine Funktion.

Beispiele in Haskell: maybeTolist, reverse, maybeHead
Fiir alle Typen A, A’ und Funktionen f: A — A’ folgt aus Parametrizitit:

VY. F(Y) = G(Y)], (eta, eta)
— [[F(Y) — G(Y)H{YHH)}(etGA, etaA/)
< fiiralle a: A und a’: A" mit [F(Y)]iy, e, (a, a’)
gilt [G(Y)]iy.sjry(etaAa, etaA’a’)
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Naturlichkeit

Seien F(X) und G(X) iiber X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta:VY.F(Y) — G(Y) eine Funktion.

Beispiele in Haskell: maybeTolist, reverse, maybeHead

Fiir alle Typen A, A’ und Funktionen f: A — A’ folgt aus Parametrizitit

[VY.F(Y) = G(Y)], (eta, eta)

— [[F(Y) — G(Y)H{YHH)}(etGA, etaA/)

< fiiralle a: A und a’: A" mit [F(Y)]iy, e, (a, a’)
gilt [G(Y)]iy.sjry(etaAa, etaA’a’)

<~ firallea:Aunda’:A' mitf,a=a’

gilt f, (etaAa)=etaA’a’
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Naturlichkeit

Seien F(X) und G(X) iiber X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta:VY.F(Y) — G(Y) eine Funktion.

Beispiele in Haskell: maybeTolist, reverse, maybeHead

Fiir alle Typen A, A’ und Funktionen f: A — A’ folgt aus Parametrizitit:

VY. F(Y) = G(Y)], (eta, eta)

[F(Y) = GV vy gy (eta A, etaA’)

fiiralle a: A und a’: A" mit [F(Y)](y ), (a a’)
gilt [G(Y)]iy.sjry(etaAa, etaA’a’)

firallea: A und a’ : A’ mit f,a=a’

gilt f, (etaAa)=etaA’a’

f,oeta A =etaA’of,

[
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Naturlichkeit

Seien F(X) und G(X) iiber X parametrisierte Typen (wie eben) und
eta:VY.F(Y) — G(Y) eine Funktion.
Beispiele in Haskell: maybeTolist, reverse, maybeHead

Fiir alle Typen A, A’ und Funktionen f: A — A’ folgt aus Parametrizitit:

VY. F(Y) = G(Y)], (eta, eta)

[F(Y) = GV vy gy (eta A, etaA’)

fiiralle a: A und a’: A" mit [F(Y)](y ), (a a’)
gilt [G(Y)]iy.sjry(etaAa, etaA’a’)

firallea: A und a’ : A’ mit f,a=a’

gilt f, (etaAa)=etaA’a’

f,oeta A =etaA’of,

[

Fazit: Natiirlichkeit ist kostenlos!



Beweis von Parametrizitat: Interpretation von Termen

Eine Termumgebung @ fiir einen Kontext A;T" bzgl. einer Typumgebung A
fiir A ist eine Familie

(@tx) : [t 3) (x:ryer-

von Termen.
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Beweis von Parametrizitat: Interpretation von Termen
Eine Termumgebung @ fiir einen Kontext A;T" bzgl. einer Typumgebung A

fir A ist eine Familie

(@tx) : [t 3) (x:ryer-

von Termen. Jede solche Termumgebung induziert fiir jeden von A; T’
disjunkten Kontext A’; T/ eine Interpretationsabbildung

[-15 5 : Termsayar rurs — Termsas r

rekursiv definiert durch

Mz

[if b then t else e] 5
[P\X:T. t]];\"

[t1to] 5

[AX. t]]/i,

[[tT]]A',

[=TRE TR =T}

[=TRE TR =T}

v (v € {true, false})
if [b] 5 ¢ then [t] 5 ; else [e] 5 4
)\XZ[[T]]A‘.[[’C]]A"& (Exgrur’)
[[tl}]f\,a [[t2]]f\,a

AX. [tz 4 (EXgAUA)
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Beweis von Parametrizitat

Seien A und A’ Typumgebungen fiir A, A : A < A’ eine Relation. Zwei

Termumg. @ und A’ fiir A;T bzgl. A bzw. A’ sind relatiert bzgl. A, falls
[t] z(@(x), A’(x)) firalle (x:7) €T.

AT Et: 1< fir alle Typumgebungen A, A’ von A und
alle Relationen A : A < A’ und

alle relatierten Termumg. @ bzgl. A und A’ bzgl. A’
gllt [[T]]f[‘([[tﬂﬁvd" [t]]ﬁr’ﬁ/)
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Beweis von Parametrizitat

Seien A und A’ Typumgebungen fiir A, A : A < A’ eine Relation. Zwei
Termumg. @ und A’ fiir A;T bzgl. A bzw. A’ sind relatiert bzgl. A, falls

[t] z(@(x), A’(x)) firalle (x:7) €T.

AT Et: 1< fir alle Typumgebungen A, A’ von A und
alle Relationen A : A < A’ und B B B
alle relatierten Termumg. @ bzgl. A und A’ bzgl. A’
gilt [7] z([tl 5 4 [t 5/ 5/
Satz (Parametrizitat')
Aus A;THEt:Tfolgt AT Et: T
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Beweis von Parametrizitat

Seien A und A’ Typumgebungen fiir A, A : A < A’ eine Relation. Zwei
Termumg. @ und A’ fiir A;T bzgl. A bzw. A’ sind relatiert bzgl. A, falls

[t] z(@(x), A’(x)) firalle (x:7) €T.

AT Et: 1< fir alle Typumgebungen A, A’ von A und
alle Relationen A : A < A’ und B B B
alle relatierten Termumg. @ bzgl. A und A’ bzgl. A’
gilt [7] z([tl 5 4 [t 5/ 5/
Satz (Parametrizitat')
Aus A;THEt:Tfolgt AT Et: T

Kurz: Interpretationen in relatierten Umgebungen sind relatiert.
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v € {true, false}
A;T Ev: Bool

ATUX:TiEt: T

(x:1) el
ATEx:T

ATED:Bool ATEt:Tt ATEe:1

A;TEifbthentelsee: T
ATEt1 11 =T ATEtL:1;

AT EMNTLL:T] — T

AU{ALTEL: T
A TEAA L VAT

ATEt1t: 1

ATEL: VAT Al Ttype
AT EtT:t'[t/A]
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Links und Quellen

o http://twitter.com/parametricity

o Free Theorems Web-Ul: http://www-ps.iai.uni-bonn.de/
cgi-bin/free-theorems-webui.cgi

o Philip Wadler, Theorems for Free!, 4'th International Conference on
Functional Programming and Computer Architecture, London,
September 1989

o Robert Harper, Practical Foundations for Programming Languages,
zweite Auflage, Kapitel 48

o Edward Kmett, The free theorem for fmap, https:
//www.schoolofhaskell.com/user/edwardk/snippets/fmap
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