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Def. Ein Polynom mit Unbestimmter X hat die Form

fpXq “ a0X
n ` a1X

n´1 ` ...` an´1X ` an.

Def. Falls oben a0 ‰ 0 gilt, so ist Bf “ n der Grad des Polynoms.

Def. • Eine Linearkombination ist ein Polynom der Form

fpX1, ..., Xnq “ a1X1 ` ...` anXn.

• Ein Monom hat die Gestalt fpxq “ bxk.

Algorithmus (Euklid). Seien a, b P R mit aąbą0 gegeben. Schreibe

a “ k ¨ b` r

mit k P N und r ă b. Wiederhole diesen Schritt mit pa, bq :“ pb, rq,
falls r ‰ 0.

Def. Ein gemeinsames Maß zweier Zahlen a, b P R ist eine Zahl
c P R, sodass es k, l P Z mit a “ k ¨ c und b “ l ¨ c gibt.

Bem. Zwei Zahlen haben genau dann ein gemeinsames Maß, wenn
der euklidische Algorithmus, angewandt auf diese Zahlen, abbricht.

Def. Zwei Zahlen a, b P R, die kein gemeinsames Maß besitzen,
heißen inkommensurabel. Ihr Verhältnis ist dann irrational.

Satz. Die Längen der Seite und der Diagonalen eines regelmäßigen
Fünfecks sind zueinander inkommensurabel.

Def. Der goldene Schnitt ist die Zahl

Φ :“
1`

?
5

2
« 1.618.

Bem. Der goldene Schnitt ist Lösung der Polynomgleichung

X2 ´X ´ 1 “ 0.

Def. Ein Binom ist ein Ausdruck der Form pa` bqn mit n P N.

Def. Für n P N und k ď n schreibe
`n
k

˘

:“ n!
k!¨pn´kq!

.

Satz. Es gilt pa` bqn “
n
ÿ

k“0

`n
k

˘

akbn´k für alle n P N.

Verfahren (Tschirnhaus-Transformation). Sei eine
Polynomgleichung der Form

xn ` a1x
n´1 ` ...` an´1x` an “ 0

gegeben. Substituiere x :“ x̃´ a1
n

. Dann hat die neue Gleichung

keinen xn´1-Term. Lösungen der beiden Gleichungen können durch
Addieren bzw. Subtrahieren von a1

n
ineinander überführt werden.

Kor. Beim Lösen von Polynomgleichungen kann man also
annehmen, dass kein xn´1-Term vorhanden ist.

Kor (Mitternachtsformel). Die Polynomgleichung zweiten Grades
x2 ` ax` b “ 0 wird gelöst durch

x “ ´a
2
˘ 1

2

a

a2 ´ 4b.

Satz. Eine Nullstelle der kubischen Gleichung x3 ` ax´ b “ 0 ist
gegeben durch

x “ 3
b

b
2
`
?
D ` 3

b

b
2
´
?
D mit D :“ pa

3
q
3
` p b

2
q
2
.

Problem. Was, wenn in der Quadratwurzel eine neg. Zahl steht?

Def. Für die imaginäre Zahl i gilt: i2 “ ´1. Die komplexen
Zahlen C sind Zahlen der Form x` yi mit x, y P R.
Es gelten die Rechenregeln

px` yiq ˘ pu` viq “ px` uq ˘ py ` vqi

px` yiq ¨ pu` viq “ pxu´ yvq ` pxv ` yuqi

1

x` yi
“

x

x2 ` y2
`

´y

x2 ` y2
i

Def. Für eine komplexe Zahl z “ x` yi mit x, y P R heißen

<pzq :“ x Realteil und =pzq :“ y Imaginärteil.

Def. Die Operation x` yi ÞÑ x´ yi heißt komplexe Konjugation.
Man notiert sie mit einem Querstrich, also z ÞÑ z für z P C.

Bem. Die komplexe Konjugation ist verträglich mit Addition und
Multiplikation und sogar ein Körperautomorphismus.

Def. Der Betrag einer komplexen Zahl z “ x` yi ist

|z| :“
a

x2 ` y2 “
?
zz.

Satz. Für komplexe Zahlen z, w P C gilt

• |z ` w| ď |z|` |w| (4-Ungl) • |z| ¨ |w| “ |z ¨ w|

Def. Die Exponentialfunktion ist die Abbildung

exp : CÑ C, x ÞÑ
8
ÿ

k“0

xk

k!
.

Satz. Für alle x, y P C gilt exppx` yq “ exppxq ¨ exppyq.

Def. Die Eulersche Zahl ist die Zahl

e :“ expp1q “
8
ÿ

k“0

1
k!
« 2, 718.

Notation. Schreibe ey :“ exppyq für alle y P C.

Prop. Für alle t P R gilt |eti| “ 1.

Prop. Es gilt für alle t P R:

• e2πi “ 1 • eπi “ ´1 • ep2π`tqi “ eti • eti “ cosptq ` i sinptq

Bem. Jede komplexe Zahl z P C lässt sich als z “ |z| ¨ esi mit

s P r0, 2πq darstellen. Mit w “ |w| ¨ eti gilt z ¨ w “ p|z| ¨ |w|q ¨ eips`tq.

Def. Für z “ |z| ¨ eti P C und n P N heißen die Zahlen

n
a

|z|ept`k2πqi{n

für k P t0, ..., n´ 1u n-te Wurzel von z.

Def. Die n-ten Einheitswurzeln sind die Zahlen

ζk :“ e2πik{n für k “ 0, ..., n´ 1.

Satz. Jedes normierte Polynom vom Grad n P N

fpxq “ xn ` a1x
n´1 ` ...` an

mit Koeffizienten a1, ..., an P C hat eine Nullstelle in C.

Def. Ein Monoid ist ein Tupel pM, ¨, eq bestehend aus einer Menge
M mit einer Verknüpfung ¨ : M ˆM ÑM und einem neutralen
Element e PM , sodass gilt:

• @x, y, z P G : px ¨ yq ¨ z “ x ¨ py ¨ zq (Assoziativität)

• @ g P G : e ¨ g “ g “ g ¨ e (Neutralität)

Def. Eine Gruppe ist ein Tupel pG, ¨, eq bestehend aus einer Menge
G mit einer Verknüpfung ¨ : GˆGÑ G und einem neutralen
Element e P G zusammen mit einer Inversion –´1 : GÑ G, sodass:

• @x, y, z P G : px ¨ yq ¨ z “ x ¨ py ¨ zq (Assoziativität)

• @ g P G : e ¨ g “ g “ g ¨ e (Neutralität)

• @ g P G : g ¨ g´1 “ g´1 ¨ g “ e

Def. Eine Gruppe G heißt abelsch, wenn sie kommutativ ist, d. h.
es gilt ab “ ba für alle a, b P G.

Def. Ein Ring ist ein Tupel pR,`, ¨, 0, 1q bestehend aus einer
Menge R, zwei Verknüpfungen `, ¨ : RˆRÑ R und zwei Elementen
0, 1 P R, sodass

• pR,`, 0q eine Gruppe bildet,

• pR, ¨, 1q einen Monoid bildet und

• folgende Distributivgesetze für alle a, b, c P R erfüllt sind:

pa` bq ¨ c “ a ¨ c` b ¨ c, a ¨ pb` cq “ a ¨ b` a ¨ c.

Def. Ein Körper ist ein Tupel pK,`, ¨, 0, 1q bestehend aus einer
Menge K, zwei Verknüpfungen `, ¨ : Kˆ KÑ K und zwei Elementen
0, 1 P K, sodass

• pK,`, 0q eine Gruppe bildet,

• pKzt0u, ¨, 1q eine Gruppe bildet und

• folgende Distributivgesetze für alle a, b, c P R erfüllt sind:

pa` bq ¨ c “ a ¨ c` b ¨ c, a ¨ pb` cq “ a ¨ b` a ¨ c.

Bem. Jeder Körper ist auch ein Ring.

Notation. Krxs :“ tPolynome mit Koeffizienten in Ku

Bem. Die Menge aller Polynome über K bildet einen Ring.

Def. In einem Ring R teilt ein Element g P R ein anderes Element
f P R, geschrieben g � f , falls es ein h P R mit g ¨ h “ f gibt.

Bem. Ein Ring, in dem Division mit Rest möglich ist (z. B. der
Polynomring oder Z), wird euklidischer Ring genannt. In solchen
Ringen kann man den euklidischen Algorithmus ausführen.
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Satz. Ist x0 P K eine Nullstelle des Polynoms f P Krxs, dann gilt
pX ´ x0q � f , genauer f “ px´x0q ¨ g für ein gPKrxs mit Bg “ Bf´1.

Kor. Ein Polynom f P Krxs vom Grad n ě 1 hat höchstens n
Nullstellen.

Kor. Wenn K unendlich viele Elemente hat, sind die Koeffi- zienten
von jedem f P Krxs durch die Fkt. f eindeutig bestimmt.

Satz (Hauptsatz der Algebra). Jedes Polynom f P Crxs ist Produkt
von Polynomen vom Grad 1, sogenannten Linearfaktoren, also

f “ a ¨ px´ x1q ¨ ... ¨ px´ xnq mit a, x1, ..., xn P C.

Bem. Die Zahlen x1, ..., xn müssen nicht alle verschieden sein.

Def. Die Anzahl der Vorkommen einer Nullstelle xi in obiger
Produktdarstellung heißt Vielfachheit der Nullstelle.

Def. Die Ableitung des Polynoms

fpxq “ a0x
n ` a1x

n´1 ` ...` an´1x` a0 P Krxs

ist das Polynom

f 1pxq “ na0x
n´1 ` pn´1qa1xn´2 ` ...` an´1.

Bem. Sei xi eine k-fache Nullstelle von f P Crxs. Dann ist xi auch
eine pk´1q-fache Nullstelle von f 1.

Def. Ein Körper K mit der Eigenschaft, dass jedes Polynom
f P Krxs in Linearfaktoren zerfällt, heißt algebraisch
abgeschlossen.

Def. Eine Zahl c P C heißt algebraisch, wenn es ein Polynom
f P Qrxs, f ‰ 0 mit fpcq “ 0 gibt.

Bem. Man kann zeigen, dass die Menge der algebraischen Zahlen ein
abzählbarer, algebraisch abgeschlossener Körper ist.

Def. Die elementarsymmetrischen Funktionen in x1, ..., xn
sind die Polynome

ekpx1, ..., xnq :“
ÿ

j1ă...ăjk

xj1 ¨ ... ¨ xjk für 1 ď k ď n.

Bem. Bezeichne mit ej für 1 ď j ď n die elementarsymmetrischen
Funktionen in den Variablen x1, ..., xn, mit ẽi für 1 ď i ă n die
elementarsymmetrischen Funktionen in den Variablen x1, ..., xn´1.
Dann gelten die Rekursionsgleichungen

e1 “ xn ` ẽ1, ei “ ẽi ` xn ¨ ẽi´1, en “ xn ¨ ẽn´1.

Satz (Vieta). Sei f P KrXs ein normiertes Polynom, das über K in
Linearfaktoren zerfällt, also

fpxq “ xn ` a1x
n´1 ` ...` an “ px´ x1q ¨ ... ¨ px´ xnq,

dann gilt aj “ p´1qjejpx1, ..., xnq für alle 1 ď j ď n.

Def. Eine Permutation der Zahlen t1, ..., nu ist eine Bijektion

σ : t1, ..., nu Ñ t1, ..., nu.

Die Menge dieser Permutationen heißt symmetrische Gruppe Sn.

Def. Ein Polynom f P Krx1, ..., xns heißt symmetrisch, falls für
alle x1, ..., xn P K und Permutationen σ gilt:

fpx1, ..., xnq “ pσfqpx1, ..., xnq :“ fpxσp1q, ...., xσpnqq

Satz (Hauptsatz über symmetrische Polynome). Jedes symme-
trische Polynom fp~xq mit ~x “ px1, ..., xnq lässt sich als Polynom in
den elementarsymmetrischen Polynomen e1p~xq, ..., enp~xq darstellen.

Kor. Sind x1, ..., xn die Wurzeln eines normierten Polynoms
fpxq “ xn ` a1x

n´1 ` ...` an, dann gilt für jedes symmetrische
Polynom s P Kry1, ..., yns: spx1, ..., xnq ist ein Polynomausdruck in
den Koeffizienten a1..., an und damit aus diesen Zahlen berechenbar.

Def. Die Diskriminante eines Polynoms f “ px´ x1q ¨ ... ¨ px´ xnq
ist der Ausdruck

∆p~xq :“ ˘
ź

i‰j

pxi ´ xjq.

Da dieser Polynomausdruck symmetrisch ist, lässt er sich in den
Koeffizienten des Polynoms f darstellen.

Bsp. Die Diskriminante des quadratischen Polynoms
fpxq “ x2 ´ ax` b ist ´∆ “ a2 ´ 4b, die des kubischen Polynoms
gpxq “ x3 ´ ax2 ` bx´ c ist ∆ “ a2b2 ´ 4a3c´ 4b3 ` 18abc´ 27c3.

Def. Seien ω eine n-te Einheitswurzel, d. h. ωn “ 1 und x1, ..., xn
die Nullstellen von xn ` a1x

n´1 ` ...` an “ 0, dann heißt

uω :“ xn ` ωxn´1 ` ...` ω
n´1x1 Lagrangesche Resolvente.

Bem. Es gilt σuω “ ωuω für σ “ p123 ¨ ¨ ¨nq.

Def. Ein Gruppen-Homomorphismus zwischen pG,˚Gq und
pH,˚Hq ist eine Abbildung φ : GÑ H, sodass für alle g, h P G gilt:

• φpg ˚G hq “ φpgq ˚H φphq • φpgq´1 “ φpg´1q

Def. Ein Gruppen-Isomorphismus ist ein bijektiver
Gruppen-Homomorphismus. Die Umkehrabbildung ist automatisch
ebenfalls ein Gruppen-Isomorphismus.

Def. Zwei Gruppen G und H heißen isomorph (notiert G – H),
wenn es einen Gruppenisomorphismus zwischen ihnen gibt. Dann ist
die Umkehrabbildung ebenfalls ein Gruppenisomorphismus.

Bspe. • pZ,`, 0q ist eine kommutative Gruppe.

• Die Menge der n-ten Einheitswurzeln bilden eine Gruppe
pΩn, ¨, 1q mit Ωn :“ te2iπk{n | 0 ď k ď n´ 1u

Def. Eine Untergruppe einer Gruppe pG,˚, eq ist eine Teilmenge
H Ă G, für die pH,˚|HˆH , eq selbst eine Gruppe ist, d. h. es gilt

• e P H • @h, h1 P H : h ˚ h1 P H • @h P H : h´1 P H.

Def. Eine Wirkung (Operation) einer Gruppe pG,˚, eq auf einer
Menge X ist ein Gruppenhomomorphismus φ : GÑ AutpXq, wobei
AutpXq die Menge der Bijektionen von X nach X bezeichnet bzw.
äquiv. eine Abb. φ : GˆX Ñ X, pg, xq ÞÑ gx :“ φpg, xq, für die gilt:

• φpe, –q “ idX , • @ g, h P G : φpg, –q˝φph, –q “ φpg˚h, –q.

Def. Für jede Gruppenwirkung φ von G auf X und jedes Element
x P X ist Gx :“ tg P G | gx “ xu eine Untergruppe von G, die
Standgruppe oder Stabilisator von x unter φ.

Def. Eine Gruppenwirkung φ von G auf X heißt transitiv, falls es
für alle x1, x2 P X ein g P G mit φpg, x1q “ x2 gibt.

Def. Für x P X heißt Gx :“ tgx | g P Gu Orbit oder Bahn von x.

Bem. Für alle g P G und x P X gilt: Gx “ Gpgxq.

Bem. Für alle x1 “ gx P Gx für ein g P G gilt Gx – Gx1 , genauer
Gx1 “ gGxg

´1.

Satz. Für eine endliche Gruppe G, eine Menge X mit

Gruppenwirkung φ : GˆX Ñ X gilt: |Gx| “
|G|
|Gx|

.

Def. Für eine Untergruppe H Ă G und g P G heißt

• gH :“ tgh |h P Hu Linksnebenklasse von H,

• Hg :“ thg |h P Hu Rechtsnebenklasse von H.

Def. Ein Normalteiler einer Gruppe pG,˚, eq ist eine Untergruppe
H, die die folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt:

• Links- und Rechtsnebenklassen sind gleich: @ g P G : gH “ Hg

• @ g P G : gHg´1 “ H • @ g P G, h P H : ghg´1 P H

Def. Seien i, j P t1, ..., nu mit i ‰ j. Dann ist die Transposition
von i und j die Abbildung, die i und j vertauscht, also

pijq : t1, ..., nu Ñ t1, ..., nu, k ÞÑ

$

’

&

’

%

j, falls k “ i,

i, falls k “ j,

k, sonst

Bem. Jede Permutation kann als Komposition von Transpositionen
geschrieben werden.

Def. Ein Fehlstand einer Permutation σ auf t1, ..., nu ist ein
Zahlenpaar pi, jq mit i ă j und σpiq ą σpjq.

Def. Zwei Zahlen a, b P Z haben gleiche Parität, falls a ” b
pmod 2q, also a´ b gerade ist.

Prop. Die Anzahl der Fehlstände einer Permutation σ hat die
gleiche Parität wie die Anzahl der Transpositionen in einer
Darstellung von σ als Komposition von Transpositionen.

Def. Die Untergruppe An Ă Sn der symmetrischen Gruppe, die aus
allen Transpositionen mit gerader Anzahl an Fehlstellungen besteht,
heißt Alternierende Gruppe.

Def. Ein Polynom f P Krxs heißt separabel, falls alle Nullstellen
voneinander verschieden sind.

Bem. Ein Polynom vom Grad ě 1 ist genau dann separabel, falls
seine Diskriminante ungleich 0 ist.

Def. Sei f P Krxs ein separables Polynom mit Nullstellen x1, ..., xn.

• Eine algebraische Relation zwischen den Nullstellen über K ist
ein Polynom f P Krx1, ..., xns mit fpα1, ..., αnq “ 0.



• Die Galoisgruppe G von f ist die Gruppe aller n-stelligen
Permutationen, die alle algebraischen Relationen erhalten, d. h.

G :“ tσ P Sn | @ f P Krx1, ..., xns : fpα1, ..., αnq “ 0

ùñ pσfqpα1, ..., αnq “ 0u.

Lem. Sei f P Krxs reduzibel, d. h. f “ gh für zwei nicht-konstante
Polynome g, h P Krxs. Dann wirkt die Galois nicht transitiv.

Bsp. Sei f P Krxs separabel mit Diskriminante ∆. Angenommen,

D “
?

∆ “
ź

iăj

pxi ´ xjq P K.

Dann gilt G Ă An für die Galoisgruppe G von f , da Transpositionen
gerade das Vorzeichen von

?
∆ vertauschen.

Bsp. Die Galoisgruppe des Polynoms fpxq “ xn ´ 1, dessen
Nullstellen n-te Einheitswurzeln genannt werden, ist

G “ tm ÞÑ k ¨m pmod nq | k P t1, ..., n´1u, ggTpk, nq “ 1u.

Bem. Der Ikosaeder ist der platonische Körper, der 20 gleichseitige
Dreiecke als Seitenflächen, 12 Eckpunkte und 30 Kanten besitzt.
Seine Drehgruppe ist die A5.

Körpererweiterungen

Lem. Sei p eine Primzahl. Dann ist jedes Element n ı 0 pmod pq
invertierbar, d. h. es gibt m P Z mit n ¨m ” 1 pmod pq.

Def. Sei p P N eine Primzahl. Dann bilden die Restklassen modulo p
einen Körper Fp :“ Z{ppZq.

Def. Ein Körper K hat Charakteristik p P Nzt0u, falls
1` ...` 1 “ 0 (p-Mal die 1) in K gilt. Falls es kein solches p gibt, so
hat der Körper Charakteristik 0.

Def. Sei R ein Ring. Ein Ideal in R ist eine Teilmenge I Ă R, für
die gilt: @ r P R, i P I : ri P I (

”
Magneteigenschaft“).

Def. Ein Ideal I Ă R heißt maximal, falls es kein Ideal J Ĺ R mit
I Ĺ J gibt.

Bem. Für jede Primzahl p ist pZ :“ tpz | z P Zu ein maximales Ideal.

Def. Ein Teilkörper eines Körpers L ist eine Teilmenge K Ă L mit
t0, 1u Ă K, die unter Multiplikation, Addition und multiplikativer
und additiver Inversenbildung abgeschlossen ist.

Def. Sei K Ă C ein Teilkörper und α1, ..., αn P C. Dann ist die
Körpererweiterung Kpα1, ..., αnq der Körper, der aus K durch
Hinzufügen (

”
Adjungieren“) von α1, ..., αn und allen durch

Multiplikation, Addition und Inversenbildung entstehenden Zahlen
besteht.

Def. Eine Körpererweiterung L Ą K heißt endlich, falls es
Elemente α1, ..., αk P L gibt, sodass jede Zahl y P K eindeutig als
Linearkombination y “ λ1α1 ` ...` λkαk mit λ1, ..., λk P K
geschrieben werden kann. Die Zahl rL : Ks :“ k wird Grad der
Körpererweiterung genannt.

Bem. Der Schnitt von beliebig vielen Teilkörpern ist ein Teilkörper.
Man kann also Kpα1, ..., αnq auch als kleinsten Teilkörper von C, der
die Menge KY tα1, ...., αnu enthält, beschreiben.

Def. Sei f P Krxs und α eine Nullstelle von f . Das Polynom f heißt
Minimalpolynom von α, falls für alle Polynome g P Krxs gilt:
gpαq “ 0 ùñ f � g (insbesondere).

Def. Ein Polynom f P Krxs heißt irreduzibel über K, falls es keine
Zerlegung von f als f “ gh mit nicht konstanten g, h P Krxs gibt.

Def. Sei f P Krxs normiert, irreduzibel und α eine Nullstelle von f .
Dann heißt f Minimalpolynom von α.

Bem. Sei α eine Nullstelle eines Polynoms f P Qrxs. Dann existiert
ein eindeutiges, irreduzibles Polynom g P Krxs mit gpαq “ 0.

Satz. Sei α eine Nullstelle eines irreduziblen Polynoms f P Krxs.
Dann ist t1, α, ..., αn´1u eine Basis von Kpαq.

Kor. Kpαq “ Krαs und rKpαq : Ks “ n.

Def. Wir betrachten die Zahlenebene C. Eine Zahl z P C heißt aus
vorgegebenen Zahlen α1, ...αk konstruierbar, wenn z der Schnitt
zweier Kreise, zweier Geraden oder einer Geraden und eines Kreises
ist, wobei wir nur solche Geraden betrachten, die durch zwei vor-
gegebenen Zahlen laufen und solche Kreise, die als Mittelpunkt eine
vorgegebene Zahl haben und durch eine vorgegebene Zahl laufen.

Def. Eine Zahl z P C heißt (in k ´ 2 Schritten) konstruierbar,
falls es eine Zahlenfolge z0 “ 0, z1 “ 1, z2, ..., zk “ k gibt, sodass zm
aus z0, ..., zm´1 für alle m ě 3 konstruierbar ist.

Def. Sei x aus 0, 1, α1, ..., αk konstruierbar. Dann gilt

rQpα1, ..., αk, xq : Qpα1, ..., αkqs P t1, 2u.

Lem. Sind K Ă K1 Ă K2 endliche Körpererweiterungen, so gilt

rK2 : Ks “ rK2 : K1s ¨ rK1 : Ks.

Satz. Sei α P C in n Schritten konstruierbar. Dann gilt

rQpαq : Qs “ 2k für ein k ď n.

Satz.
3
?

2 ist keine konstruierbare Zahl.

Satz. Die Zahl eπ{9i ist nicht konstruierbar. Folglich kann der
Winkel π{3 “ 60˝ nicht gedrittelt werden.

Lem. Ist p “ qr ein Produkt teilerfremder Zahlen. Dann ist das
regelmäßige p-Eck genau dann konstruierbar, wenn das regelmäßige
q-Eck und das regelmäßige r-Eck konstruierbar ist.

Lem. Sei p P N prim. Dann ist das p-te Kreisteilungspolynom

fpxq “
xp ´ 1

x´ 1
“ xp´1 ` xp´2 ` ...` x` 1

irreduzibel. Sei ζ P C mit fpζq “ 0. Dann gilt rQpζq : Qs “ p´ 1.

Lem. Sei 2s ` 1 eine Primzahl. Dann ist s eine Zweierpotenz.

Bem. Zahlen der Form 22
r
` 1 heißen Fermatzahlen. Die ersten 5

Fermatzahlen 3, 5, 17, 257, 65537 sind Primzahlen, die sechste nicht.

Satz. Sei p eine Primzahl. Wenn das p-Eck konstruierbar ist, dann
ist p eine Fermatzahl.

Satz (Gauß). Das 17-Eck ist konstruierbar.

Def. Ein Polynom f P Zrxs heißt reduzibel über Z, falls es nicht
konstante Polynome g, h P Zrxs mit f “ gh gibt.

Def. Sei p eine Primzahl. Ein Polynom f P Fprxs heißt reduzibel
über Fp, wenn es nichtkonstante g, h P Fprxs mit f “ gh gibt.

Def. Angenommen, ein normiertes Polynom f P Zrxs ist reduzibel
über Z. Dann ist auch f aufgefasst als f P Fprxs reduzibel.

Satz (Eisenstein). Sei p eine Primzahl und
f “ a0x

n ` a1x
n´1 ` ...` an P Zrxs mit p � ai für i P t1, ..., nu, aber

p ffl a0 und p2 ffl an. Dann ist f irreduzibel über Z.

Bem. Oft kann man das Eisenstein-Kriterium für f P Zrxs nicht
direkt anwenden. Dann kann man gpxq :“ fpx` kq für eine Zahl
k P Z betrachten. Dann ist f genau dann über Z irreduzibel, wenn g
es auch ist. Man kann also versuchen, k so zu wählen, dass man das
Eisenstein-Kriterium auf g anwenden kann.

Def. Ein Polynom f “ a0x
n ` ...` an P Zrxs heißt primitiv, falls

ggTpa0, ..., anq “ 1.

Lem. Sind g, h P Zrxs primitiv, dann ist es auch gh.

Satz. Wenn f P Zrxs Ă Qrxs über Q reduzibel ist, also f “ gh mit
g, h P Qrxs, dann auch über Z, genauer f “ g0h0 für g0, h0 P Zrxs,
wobei g0 und h0 rationale Vielfache von g bzw. h sind.

Kor. Die Nullstellen von normierten ganzzahligen Polynomen sind
ganzzahlig oder irrational.

Def. Ein Homomorphismus zwischen Körpern K und K1 ist eine
Abbildung f : KÑ K1, sodass für alle a, b P K gilt:

fp0q “ 0, fp1q “ 1, fpa` bq “ fpaq` fpbq, fpa ¨ bq “ fpaq ¨ fpbq.

Bem. Die Verknüpfung von Körperhomomorphismen ist ein
Körperhomomorphismus. Falls f bijektiv ist, dann ist auch f´1 ein
Körperhomomorphismus und f heißt Körperisomorphismus. Wenn
zusätzlich K “ K1 ist, so heißt f Körperautomorphismus.

Notation. AutpKq :“ tσ : KÑ K |σ Körperautomorphismusu

Def. Die Galoisgruppe einer Körpererweiterung L Ą K ist

G “ GalpL,Kq :“ tσ P AutpLq |σ|K “ idK .u

Def. Sei f P Krxs separabel mit Nullstellen x1, ..., xn. Dann heißt
L “ Kpx1, ..., xnq Zerfällungskörper von f über K. Die
Körpererweiterung L wird dann normal genannt.

Lem. Sei f P Krxs und Npf,Lq :“ tx P L | fpxq “ 0u.
Dann gilt für alle σ P GalpL,Kq:
• fpσxq “ σfpxq für jedes x P L • σNpf,Lq “ Npf,Lq



Bem. Sei f P Krxs separabel mit Nullstellen Npfq :“ x1, ..., xn und
L “ Kpx1, ..., xnq. Wegen Punkt 2 wirkt die Galoisgruppe GalpL,Kq
auf der Nullstellenmenge Npfq “ Npf,Lq. Wenn man die Nullstellen
durchnummeriert, erhält man eine Abbildung φ : GalpL,Kq Ñ Sn,
sodass @ j : xφpσqpjq “ σpxjq.

Lem. Sei L “ Kpx1, ..., xnq wie in der Bemerkung. Dann ist
φ : GÑSn injektiv und identifiziert G mit einer Untergruppe von Sn.

Satz. Sei f P Krxs separabel mit Nullstellen x1, ..., xn und
L :“ Kpx1, ..., xnq der Zerfällungskörper von f . Sei

R :“ th P Krx1, ..., xns |hpx1, ..., xnq “ 0u

die Menge der algebraischen Relationen zwischen x1, ..., xn. Dann ist

φpGq “ tσ P Sn | @H P R : σH P Ru.

Bem. Folglich entspricht die Galoisgruppe des Zerfällungskörpers
von f über dem Grundkörper der vorher definierten Galoisgruppe
von f .

Satz. Sei σ : KÑ K̃ ein Körperisomorphismus, das Polynom
f P Krxs separabel mit Zerfällungskörper L sowie f̃ “ σf mit
Zerfällungskörper L̃. Dann gilt

|tσ̂ P IsopL, L̃q | σ̂|K “ σu| “ rL : Ks.

Kor. Ist L Ą K der Zerfällungskörper eines separablen Polynoms
f P Krxs, so gilt

|GalpL,Kq| “ rL : Ks.

Bem. Angenommen, die Nullstellen eines separablen Polynoms
f P Krxs lassen sich durch einen Wurzelausdruck angeben. Dann
muss es Reihen von Zahlen α1, ..., αs P L und n1, ..., ns P N und
Körpererweiterungen K0 Ă ... Ă Ks geben mit

K0 “ Q, Kj`1 “ Kjpαjq mit α
nj

j P Kj , Ks “ L.

Wir sagen, L komme durch Adjunktion von Wurzeln zustande.

Lem. Sind K Ă K1 Ă L endliche Körpererweiterungen, so ist
GalpL,K1q eine Untergruppe von GalpL,Kq. Sei K1 der Zerfällungs-
körper des separablen Polynoms g P Krxs. Dann lassen die Elemente
von GalpL,Kq den Körper K invariant (d. h. σpK1q Ă K1 für alle
σ P GalpL,Kq) und GalpL,K1q ist ein Normalteiler von GalpL,Kq.

Lem. Seien K Ă K1 und K1 Ă L endliche, normale Körper-
erweiterungen. Dann gilt

GalpK1,Kq “ GalpL,Kq{GalpL,K1q.

Lem. Sei ρ : GÑ H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
K :“ kerpρq Ă G ein Normalteiler von G. Wenn ρ surjektiv ist, dann
definiert ρ einen Isomorphismus

ρ : G{K Ñ H, gK ÞÑ ρpgq

Def. Eine Gruppe G heißt auflösbar, wenn es eine absteigende
Reihe von Untergruppen

G “ G0 Ą G1 ĄĄ ... Ą Gr “ tidu

gibt, sodass Gj`1 ein Normalteiler in Gj und Gj{Gj`1 für alle
j “ 1, ..., r abelsch ist.

Satz. Sei f P Krxs separabel mit Zerfällungskörper L. Dieser
komme durch Adjunktion von r Wurzeln der Grade n1, ..., nr
zustande. Der Grundkörper K möge alle nj-ten Einheitswurzeln für
j “ 1, ..., n enthalten. Dann ist die Gruppe GalpL,Kq auflösbar.

Bem. Man kann auf die Voraussetzung verzichten, dass die nj-ten
Einheitswurzeln in K enthalten sind.

Satz. Die Gruppe An ist einfach für alle n ě 5.

Lem. Sei L Ą K eine Galoiserweiterung, G “ GalpL,Kq und G1 Ď G
eine Untergruppe. Dann ist L der Zerfällungskörper eines
irreduziblen Polynoms g P LG1 rxs und G1 “ GalpL,LG1 q.

Satz (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei f P Krxs ein separables
Polynom mit Zerfällungskörper Lf und G :“ GalpL,Kq.
Dann gibt es eine 1–1-Beziehung

t Untergruppen G1 Ď G u ÐÑ t Zwischenkörper K Ď K1 Ď L u

G1 ÞÝÝÑ LG1 :“ tα P L | @σ P G1 : σα “ αu

GalpL,K1q ÐÝÝß K1

Satz. Ist L “ Kpα1, ..., αkq eine endliche Körpererweiterung, so gibt
es ein primitives Element α P L mit L “ Kpαq.
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