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Def. Ein affines n-Simplex ist die konvexe Hiille von n + 1 affin
unabhéngigen Punkten po,...,pp4+1 € RN . Die konvexe Hiille von
einer Teilmenge dieser Eckpunkte wird Seite genannt.

Das Standard-n-Simplex A,, ist das von den n + 1
Standard-Basisvektoren im R™ 11 aufgespannte Simplex.

Def. Ein (endlicher) geometrischer Simplizialkomplex ist eine
(endliche) Menge S endlich vieler affiner Simplizes im RY sodass:
e Ist K € S und T C K eine Seite von K, dann ist auch T' € S.

e Fiir alle K1, K2 € S ist K1 N Ko entweder eine Seite von K und
K> oder leer.

Def. Jeder Simplizialkomplex S ist eine Triangulierung seines

Polyeders, dem topologischen Raum |S|:= |J K.
Kes

Def. Ein geometrischer Simplizialkomplex mit einer Totalordnung
auf der Menge der Eckpunkte heifit geordnet.

Notation. Ein n-Simplex mit Eckpunkten vg, ..., v, in einem
geordneten geom. Simplizialkomplex wird mit (vo, ..., vn)
bezeichnet, falls vg < v1 < ... < vpn.

Notation. S, := {0 € §|o ist geordneter n-Simplex}

Def. Eine simpliziale n-Kette in einem geordneten geom.
Simplizialkomplex ist eine endliche formale Linearkombination
Z Ao - 0,
ocESy

wobei Ao € Z. Die Menge solcher Linearkombinationen ist Cy, (S).
Sie ist die freie abelsche Gruppen iiber der Menge der Simplizes.

Bem. Cp(S) ist eine Gruppe.

Def. Der Rand eines orientierten n-Simplex (vg,...,vn) € S ist

n

s Un) = Z (_1)i<1)07' .-

=0

8(U07'~- 71;1'7-”77}71)'

Durch lineare Fortsetzung erhalten wir einen
Gruppenhomomorphismus 9, : Cn(S) = Cpn—1(S).

Def. Ein Kettenkomplex C, ist eine Folge (Cp)pen von
abelschen Gruppen und Gruppenhomomorphismen 9, : Cp, = Cp_1
mit der Eigenschaft 0,1 0 9, = 0.

Def. Sei C,o ein Kettenkomplex.

e (), (C) heiflt Gruppe der n-Ketten,

e Z,(Ce) :=kerd, C Cp(Cs) heifit Gruppe der n-Zykel,

o By (Ce) :=1im0n+1 C Zn(Co) heifit Gruppe der n-Rénder,
o Hy(Ce) = Zn(Ce)/Bn(Cs) heifit n-te Homologiegruppe.

Prop. Fiir n > 1 gilt 0,1 0 9 = 0. Die simplizialen n-Ketten
bilden also einen Kettenkomplex.

Def. Ein singulidres n-Simplex in einem topologischen Raum X
ist eine stetige Abbildung o : A™ — X. Wir bezeichnen mit A, (X)
die Menge der singuliiren n-Simplizes in X und mit Cp(X) die freie
abelsche Gruppe iiber Ay, (X). Wir definieren

n .
On C"’L(X) - Cnfl(X)z o= Z (71)ZU<60,...,éi,...767l>'
=0

Analog zu oben gilt 9,1 0 3, = 0, man erhilt also einen Komplex
Ce(X) der singuldren Ketten in X. Dessen Homologiegruppen
heiBen singulire Homologiegruppen Hy,(X).

Def. Eine Kettenabbildung zwischen Kettenkomplexen Co und
D, ist eine Familie (fy : Cr, = Dy )nen von Gruppenhomomor-
phismen, welche mit dem Differential vertraglich sind, d. h.

VneN: 88 o fn = fa1 08,

Aus einer solchen Abbildung erhélt man wiederum eine Abbildung
Hy,(f) : Hn(Co) — Hp(Co) fiir alle n € N. Somit definiert H,, einen
Funktor von der Kategorie der Kettenkomplexe nach Ab.

Def. Fiir eine Abbildung f : X — Y von topologischen Rdumen
erhalten wir eine Abbildung fs : Ce(X) — Ce(Y') definiert durch
f«(0) == foo fiir ein n-Simplex o : A,, — X. Die Zuordnung f — fs«
erfiillt die Funktiorialititsaxiome. Somit definiert H,, fiir alle n € N
einen Funktor Top — Ab.

Kor. Homoéomorphe Rdume besitzen isomorphe singulédre
Homologiegruppen.

Prop. Sei mo(X) die Menge der Wegekomponenten von X. Die
Inklusionen A — X (fiir A € mo(X)) induzieren einen Isomorphismus

P H.(A) = H(X).

Aemo(X)
Prop. Sei X # () wegzusammenhingend. Dann ist Ho(X) = Z.

Def. Eine Kettenhomotopie zw. Kettenabb. ¢, 1. : Ce — Ds ist
eine Folge von Homomorphismen P, : Cp, — Dy, 41 mit

VneN: Opt10Pn+ Pr_100n =d¢n — Yn.
Prop. Seien ¢y, Y« : Co — Do kettenhomotop. Dann gilt
Ho($e) = Ha(tp2) : H(Ca) > H(Da).

Satz. Seien f,g: X — Y homotope Abbildungen.
Dann sind f«, g« : Xe — Yo kettenhomotop.

Kor. e Seien f,g: X — Y homotope Abbildungen. Dann gilt
fe =g« Ho(X) = H.(Y).
o Homotopiedquivalente Rdume besitzen isomorphe
Homologiegruppen.

Def. Ein Unterkomplex Do von C, ist eine Folge von
Untergruppen D,, C Ch,, sodass gilt: 9D,, C D, _1 fiir alle n > 1.

Def. Ist De C Co ein Unterkomplex, so ist der
Quotientenkomplex Co /D¢ definiert durch

(Co/De)n = Cn/Dn, 05/P[c] == [8S (c)].

Def. Sei (X, A) ein Raumpaar. Der relative singulire Ketten-
komplex Co (X, A) ist definiert als Quotientenkomplex Xeo/Ae.
Dessen Homologiegruppen heiflen relative singulére
Homologiegruppen Hy (X, A).

Bem. Hy, ist ein Funktor Top(2) — Ab.

Def. Eine Homotopie zwischen Abbildungen von Raumpaaren
fig:(X,A) — (Y, B) ist eine Homotopie H : [0,1] x X - Y
zwischen f und g mit H([0,1] x A) C Y.

Prop. Homotope Abbildungen von Raumpaaren induzieren dieselbe
Abbildung in relativer Homologie.

Def. Ein Kettenkomplex heifit exakt (oder azyklisch), falls seine
Homologiegruppen alle Null sind, d.h. Vn € N : im 0y,4+1 = ker 0.

Def. Eine kurze exakte Sequenz (k.e.S.) ist ein exakter
Kettenkomplex der Gestalt

0—-A—>B—-C—=0.

Def. Eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen ist
ein Diagramm der Form 0 — Ay — Be — C¢ — 0, welche in jedem
Grad eine kurze exakte Sequenz 0 —+ A,, — B, — C,, — 0 ist.

Bem. Ist (X, A) ein Raumpaar, so erhélt man eine kurze ex. Sequenz
0 — Co(A) = Co(X) = Co(X,A) — 0.
Fiir ein Raumtripel (X, A, U) erhilt man eine k.e. S.
0 — Co(A,U) = Co(X,U) = Co(X,A) = 0.

Prop. Die ex. Sequenz 0 — Ae — Be — Co¢ — 0 induziert in jedem
Grad einen sogenannten verbindenden Homomorphismus
On : Hn(C) — Hp—1(A), sodass die Sequenz

On,
...— Hp(A) - Hp(B) - Hn(C) —» Hp—1(A) - Hp—1(B) — ...
exakt ist. Diese Sequenz wird lange exakte Sequenz genannt.

Kor. Sei (X, A) ein Raumpaar. Dann gibt es Homomorphis- men
On : Hn(X,A) — Hp_1(A), sodass die Sequenz

coo Ho(A) = Ho(X) — Hp (X, A) 22 Hy_1(A) = ... exakt ist.
Fiir ein Raumtripel (X, A, U) erhélt man eine L.e. S.
o = Ho(AU) = Ho(X,U) = Hn (X, A) 2% Hy (A, U) — ...

Def. Die reduzierte Homologie H. (X) eines topologischen
Raumes X ist die Homologie des Kettenkomplexes

o 15}
s Co(X) B C1(X) =5 Co(X) S 2 — 0,
wobei € der sogenannte Augmentierungshomomorphismus ist:

€: S Aero > Ao EZ.
c€A(X) o

Prop. e H,(X)=H,(X) firn>1
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o Ist X =0, soist Hp(X) =0 fiir n >0 und A_1(X) = Z.

o Ist X # (), so ist Hp(X) = Hp(X) @ Z, jedoch nicht kanonisch.
e Ist X kontrahierbar, so gilt Hy,(X) = 0 fiir alle n € N.

e Ist (X, A) ein Raumpaar, so gibt es eine lange exakte Sequenz

oo = Ho(A) = Ho(X) = Ho(X,A) = H_1(A) = H_1(X) =0

Satz. Sei (X, A) ein Raumpaar, U C A mit U C int A. Dann
induziert die Inklusion (X — U, A — U) — (X, A) Isomorphismen

Hp(X —U,A—U) = Hn(X,A) fiir alle n > 0.

Bem. FEine dquivalente Aussage zum Ausschneidungssatz ist:
Seien A, B C X mit X = int AU int B. Dann induziert die Inklusion
(B,AN B) — (X, A) Isomorphismen in Homologie.

Def (Eilenberg-Steenrod-Axiome).
Eine Homologietheorie ist eine Folge von Funktoren

H, : Top(2) — Ab,
und natiirlichen Transformationen
On : Ho(X,A) — Hy—1(A,0)

mit den folgenden Eigenschaften:

e Homotopieinvarianz: Seien f,g: (X, A) — (Y, B) homotop als

Abb. von Raumpaaren. Dann gilt f. =g« : Hn(X, A) — Hn (Y, B).

e Lange exakte Sequenz: Die Inklusionen A — X und
(X,0) < (X, A) induzieren eine l.e.S.

Co = Hn(A) = Ho(X) = Hp (X, A) 22 Hy 1 (A) — ...
e Ausschneidung: Ist U C A mit U C int(A), dann induziert die
Inklusion (X — U, A — U) — (X, A) Isomorphismen
Ho(X —U,A—U) — Hp(X, A).
Def. Die Koeffizienten einer Homologietheorie sind die

Homologiegruppen H, (pt) des einpunktigen Raums. Eine
Homologietheorie heifit gewdhnlich, falls H, (pt) = 0 fiir n > 0.

Bem. Manchmal fordert man auch das Summenaxiom: Fiir eine
Familie (X;);cr von topologischen Réumen induzieren die
Inklusionen X; < X in die disjunkte Summe X aller X; einen Iso

P Ha(Xi) = Ha(X).

iel
Bem. Die singuldre Homologie ist eine gewohnliche
Homologietheorie, die das Summenaxiom erfiillt.

Def. Ein Raumpaar (X, A) heifit gut, falls A # (), abgeschlossen
und starker Deformationsretrakt einer offenen Umgebung ist.

Prop. Sei (X, A) ein gutes Raumpaar. Dann induziert
q:(X,A) = (X/A, A/A) Isomorphismen
Hn(X,A) = Hn(X/A,AJA) = Hn(X/A) fiir alle n € N.

Satz. Fiir n > 0 ist S” kein Retrakt von D™1.

Kor (Brouwerscher Fixpunktsatz).
Jede stetige Abbildung f : D™ — D™ hat einen Fixpunkt.

Satz (Topologische Invarianz der Dimension).
Seien U @ R™ und V @ R" homéomorph. Dann gilt n = m.

Def. Sei f:S™ — S™ stetig. In Homologie induziert f eine
Abbildung Hy (f) : Z — Z, die durch Multiplikation mit einer ganzen
Zahl gegeben ist. Diese Zahl heifit Abbildungsgrad deg f von f.

Beob. e deg(fog) = (degf) - (degg).
o Hy(f:S8™ — S™) ist genau dann ein Iso, wenn deg(f) = £1.

Prop. Sei f:S™ — S™ die Spiegelung an einer Hyperebene
H c R*!. Dann gilt deg f = —1.

Def. Ein Vektorfeld iiber S™ ist eine stetige Abbildung
v: 8™ = R sodass v(z) L « fiir alle z € S™.

Satz. Die Sphire S™, n > 1 hat genau dann ein nirgends
verschwindendes Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

Satz. Sei n gerade und wirke eine Gruppe G frei auf S™. Dann ist
entweder G = {e} oder G = Zs.

Def. Sei f:S™ — S™ stetig, z € S™, sodass eine Umgebung U von
@ existiert mit U N f~1(f(z)) = {«}. Mit Ausschneidung und der
l.e.S. erhilt man Isomorphismen

Hy(U,U — {2}) & Hy(S", 5" — {z}) = Hy(S™) = L.

Die induzierte Abb. fy : Hy(U,U — {z}) — Hp(S™,S™ — {f(x)}) ist
gegeben durch Multiplikation mit einer ganzen Zahl. Diese heif3t
lokaler Abbildungsgrad (deg f|z) von f bei x.

Prop. Sei f: 8™ — S™ stetig und y€S™ mit f~1(y) = {z1,...
Dann ist deg f|z; definiert fiir ¢ = 1,...,n und es gilt

, Tn }e

n

deg f = Z deg flz;.

1=1
Prop. Fiir f: S™ — S™ stetig gilt deg f = deg(Zf : £S™ — X.5™).

Prop. Seien A, B C X mit X = AU B. Angenommen, es gibt
Umgebungen U von A und V von B, sodass die Inklusionen A — U,
B <— V und AN B < U NV Homotopiedquivalenzen sind. Dann
existiert die Mayer-Vietoris-Sequenz

...~ H,(ANB) - H«(A)® H«(B) - H.(X) —
— H,—1(ANB) — ...
Prop (Verallg. Jordanscher Kurvensatz). Sei S C S™ ein Teilraum,
der zu einer Sphére Sk c RFH homdbomorph ist. Dann ist £ < n und
Z, fallsi=n—-—k—1,

0, sonst.

fiy(sm - 5) = {

Kor (Jordanscher Kurvensatz).
Sei ¢ : 1 — R? eine stetige Einbettung. Dann besteht R? — ¢(S1)
aus zwei Komponenten, von denen genau eine beschriankt ist.

Satz (Invarianz des Gebietes). Sei U C R" offen und ¢ : U — R"™
stetig und ein Homdomorphismus auf das Bild. Dann ist ¢(U) offen.

Def. Ein A-Komplex ist ein topologischer Raum X zusammen mit
einer Familie (oo : A™®) — X),e; von stetigen Abbildungen
(genannt charakteristische Abbildungen), sodass:

e Die Restriktionen o |int(A™(®) : int(A™*)) — X sind injektiv
und jeder Punkt z € X liegt im Bild (genannt offenes Simplex)
von genau einer solchen Restriktion.

o Ist oo : A™(® 5 X eine char. Abb. und 7 C A™®) eine
(n(a) — 1)-dimensionale Seite, dann ist oq |7 : AM(® =1 5 X
wieder eine charakteristische Abbildung.

e AC X ist offen <= alle o, *(A) sind offen in A™(),

Bem. Jeder endliche geordnete Simplizialkomplex tragt die Struktur
eines A-Komplexes.

Bem. Alternativ ist ein A-Komplex ein kontravarianter Funktor von
der Kategorie A der endlichen total geordneten Mengen mit streng
monotonen Abbildungen in die Kategorie der Mengen.

Def. Fiir einen A-Komplex X sei CS(X), die freie abelsche Gruppe
erzeugt von den Abbildungen o4 : A™® — X mit n(a) = n. Diese
Gruppen bilden einen Simplizialkomplex. Die Homologiegruppen
dieses Komplexes heiflen simpliziale Homologiegruppen H*A (X).

Def. Ein Teilkomplex eines A-Komplexes ist eine Teilmenge der
charakteristischen Abbildungen (zusammen mit der Vereinigung der
Bilder dieser Abbildungen als topologischer Raum), die selbst die
Axiome fiir einen Delta-Komplex erfiillt.

Def. Das k-Skelett eine A-Komplexes ist der Teilkomplex, der aus
den Bildern aller i-Simplizes besteht, wobei i < k.

Def. Die relative Homologie H: (X, A) des A-Komplexes X
beziiglich eines Teilkomplexes A ist die Homologie des
Quotientenkomplexes C2 (X)/C2(A).

Satz. Sei X ein A-Komplex und A C X ein Unterkomplex. Dann
induziert die Inklusion C*A (X,A) — C«(X, A) Isos in Homologie.
Lem. Fiir n > 0 gilt
A n n n n Z, firi=n
HP (A", 0A™) =2 H;(A™,0A™) =
0, sonst

und die Homologieklasse von id : A™ — A™ erzeugt sowohl
H2(A™, 8A™) als auch Hp (A", HA™)

Lem (Fiinferlemma). Sei folgendes kommutatives Diagramm von
R-Modulen mit exakten Zeilen gegeben:

A B C D E
N G A G
A B’ c’ D' E’

Angenommen, «, 3, § und € sind Isomorphismen.
Dann ist auch v ein Isomorphismus.



Def. Ein CW-Komplex ist ein topologischer Raum X mit einer
Folge von abgeschlossenen Unterrdumen

X0cxlcx?c...cx, UX'=X,
i>0

genannt i-Skelette X?, sodass gilt:

o XY ist eine diskrete Menge von Punkten.

e Fiir alle n > 1 gibt es eine Familie von Anheftungsabb’en
(¢a : OD} — Xn_l)ae[(n) (dabei ist Dy, eine Kopie von D),

sodass
_ -1
X" = X" U nern 11 po
ael(n)

e X trigt die Finaltopologie bzgl. obiger Filtrierung, d.h.
A C X ist abgeschlossen <= alle AN X" sind abgeschlossen.

Def. Ein CW-Komplex heifit endlich-dimensional, falls X? = X
fiir ein ¢ € N. Er heifit endlich, falls er insgesamt nur endlich viele
Anheftungsabb’en besitzt (dann ist er insbesondere endlich-dim).

Prop. CW-Komplexe sind normal (und damit Hausdorffsch).

Def. Die Anheftungsabb’en ¢ : D2 — X"~ ! lassen sich kan.
fortsetzen zu charakteristischen Abb’en ®, : D7 — X" C X.
Die Bilder dieser Abb’en werden abgeschlossene Zellen genannt.
Die Bilder der Einschrinkungen ®|int(D}) heien Zellen von X
und werden mit e}, bezeichnet.

Prop. e ®,|int(D}) : int(D]}) — X" ist eine topologische
Einbettung (d. h. ein Homéo auf das Bild).

e Jeder Punkt aus X liegt in genau einer Zelle.

e Der Abschluss einer Zelle ist eine abgeschlossene Zelle.

e Jede abgeschlossene Zelle trifft nur endlich viele Zellen.

Def. Ein Unterkomplex eines CW-Komplexes ist eine Teilmenge
A C X, die selbst ein CW-Komplex ist, und zwar so, dass alle
anheftenden Abb’en von A auch anheftende Abb’en von X sind.

Def. Ein CW-Paar ist ein Raumpaar (X, A), wobei X ein
CW-Komplex und A ein Unterkomplex von X ist.

Prop. e X" ist ein Unterkomplex von X und von X" fiir m > n.

e CW-Raumpaare sind gute Raumpaare.

o Jede Zelle eines CW-Komplexes ist in einem endlichen
Unterkomplex enthalten.

Def. Die Einpunktvereinigung einer Familie (X;, x;);c7 von
punktierten Rdumen ist

L/I de= (JE'I Xi) Meili eI}

Man erhélt Projektionen ¢; : V;X; — X; durch Abbilden aller
Punkte aus Xj, ¢ # j. auf den Basispunkt ;.

Prop. Sei (X;,z;);cs eine Familie von punktierten Rdumen, sodass
alle Raumpaare (X;, {z;}) gut sind. Dann induzieren die Inklusionen
X; — V;X; einen Isomorphismus

P Hn(Xi) = Hp (ViX;)  fiir alle n > 0.

icl

Lem. Sei X ein CW-Komplex. Dann gilt
Xn/anl ~ VieI(n)Sn'

Kor. e Hy(X"/X" 1) =®cr(m)Z, ® Hzn(X"/X"1)=0

Prop. ¢ H>,(X") =0, e Fiir k <n induziert die Inklusion
X" < X Isomorphismen Hy(X") = Hy(X).

Def. Der zellulire Kettenkomplex eines CW-Komplexes X ist
CoM(X) = Hp(X™, X" 1)
mit dem verbindenden Homomorphismus
On  Hn(X™, X" 1) = Hp1(X"71, X"72)

aus der l.e.S. des Raumtripels (X™, X" ™1, X"~2) als Randabb.
Dabei setzt man X" 2 := () und 9y = 0.
Die Homologiegr. dieses Komplexes werden mit H®"(X) bezeichnet.

Prop. Fiir jeden CW-Komplex X gilt HS(X) = H, (X).

Kor. Hat der CW-Komplex X keine n-Zellen so ist Hp(X) = 0.
Wenn X k-viele n-Zellen besitzt, dann wird H,(X) von hochstens k
Elementen erzeugt.

Bem. Wir wihlen Erzeuger t, von Hy(D",0D™) und s, von
lfIn(S") wie folgt: Fiir n = 0 wihlen wir einen beliebigen Erzeuger
von HO(S(_)). Angenommen, wir haben einen Erzeuger von

s; € Hi(S") bereits definiert. Der verbindende Homomorphismus
8; : Hiy1 (DL 8%) — H,(S?) aus der 1.e. S. des Raumpaares
(DY S’) ist ein Isomorphismus. Sei der Erzeuger t;41 von
H¢+1(SZ+1) das Urbild von s; unter 9;. Wir wihlen s;11 als das
Bild von ¢; 1 unter dem Isomorphismus

Hip1 (D", 8%) = Hy (D' /S%) = Hiq (S'T)

Dabei seien die Homdomorphismen D1 /8% 2 S%+1 fest gewdhlt.
Wir erhalten Isomorphismen

CsM(X) = Ho(X™, X" 1) =2 @D Ha (D™, 5" ) = P 2.
I(n) I(n)

Sei nun e eine n-Zelle mit anheftender Abb. ¢q : S~ — X" 71
und 6271 eine (n—1)-Zelle von X. Sei dog der Abbildungsgrad von

Snfl Pa X'nfl _ X'nfl/Xn72 o~ viEI(n)Sn71 qi> Snfl'

Bezeichne mit e¢” den a-ten Erzeuger von CS*(X) (mit o € I(n)).
Dann haben wir:

Prop. Der zellulire Randoperator ist gegeben durch
On(el) = 3 dapel .
BeI(n—1)
Die Summe ist dabei endlich.
Def. Der singuldre Kettenkomplex mit Koeffizienten in einer
abelschen Gruppe G eines topologischen Raumes X ist def. durch

Cn(X;G) := { formale endl. Linearkomb. > A -0 mit A\; € G}
gEA,

Die Randabbildung ist ganz wie beim gewdhnlichen Kettenkomplex
(G = Z) definiert. Die Homologie dieses Komplexes heifit singulire
Homologie mit Koeffizienten in G. Sie ist eine gew6hnliche
Homologietheorie im Sinne von Eilenberg und Steenrod. Man erhilt
reduzierte Homologie mit Koeffizienten in G, indem man die
Komplex von dem mit dem Augmentierungshomomorphismus

e: Co(X;G) — G, S Ao > Ao
oEAQ(X) oEA(X)

erweiterten Kettenkomplex mit Koeffizienten in G nimmt.
Prop. Ist f:S™ — S™ stetig vom Grad n, so ist
fo i Ho(S™Q) — Hp(S™;G)
durch Multiplikation mit n gegeben.
Def. Ist X ein CW-Komplex, so ist der zelluldre Kettenkomplex
mit Koeffizienten in G definiert durch
CeN(X) == Hp(X™, X" 1 G).
Die Randabbildung 8;611 ist der verbindende Homomorphismus in

der l.e.S. zum Raumtripel (X”,X"il,X"72) mit Koeff. in G.
Es gilt nach Wahl von passenden Erzeugern:

O (en) = X dape .
B

Def. Sei p: X — X eine endliche Uberlagerung mit Blétterzahl k.

Sei 7, : Cn(X) = Cn(X) die Abbildung, die jedes n-Simplex auf die
Summe seiner k£ moglichen Lifte abbildet. Dann bildet 7« eine
Kettenabbildung und ps« o 7 : Cx(X) — Cy(X) ist durch
Multiplikation mit k& gegeben. Die von 7 induzierte Abbildung

T : Ho(X) = Hyp(X) heiBt Transferhomomorphismus.

Def. Ist nun k = 2 so gibt es eine kurze exakte Sequenz
0 = Cu(X;Z2) 25 Cu(X; Zo) 255 Cu(X;Z2) — 0.
Die davon induzierte lange exakte Sequenz ist die Transfersequenz
o= Ho(XZ0) T Ho(X;Z2) 25 Ho(X;Z2) = Hao1 (X;7Z2) — ...
Def. Eine Abbildung f: S™ — S™ heifit gerade / ungerade, falls
VzeS" : f(-x) = f(z) / f(-x) = —f(=).
Prop. Jede (un)gerade Abbildung hat (un)geraden Abbildungsgrad.

Satz (Borsuk-Ulam). Sei f:S™ — R" stetig. Dann gibt es
z € S™ mit f(z) = f(—x).

Satz (Ham-Sandwich-Theorem).
Seien K1, ..., K, C R™ Lebesguemessbar und beschrinkt. Dann gibt
es eine Hyperebene H C R™, die jeden Teilraum genau halbiert.

Def. Die n-te Bettizahl b, (X) eines topologischen Raumes X ist
der Rang von Hy (X) (falls dieser endlich ist).



Def. Sei X ein CW-Komplex. Fiir n > 0 sei ¢, die Anzahl der
n-Zellen in X. Dann heif3t

e
x(X) = > (-1)"c¢n Eulercharakteristik von X.
n=0

Satz. Es gilt x(X) = ij:o(—l)"bn(X).

Bsp. Die orientierte Fliche vom Geschlecht g, ¥, entsteht
durch Verkleben der Randsegmente
a, B o B ag, By, ag L By

eines 4g-Eckes. Es gilt x(X4) = 2 — 2g.

Kor (Eulersche Polyederformel). Sei P C R3 ein konvexes Polyeder.
Sei e die Anzahl der Ecken, k die Anzahl der Kanten und f die
Anzahl der Fliachen. Dann ist e — k + f = 2.

Bem. Sind X und Y CW-Komplexe, X oder Y lokal kompakt, dann
ist auch X X Y ein endlich-dimensionaler CW-Komplex. Ist weder X
noch Y lokal kompakt, so gibt es auch einen Produktkomplex, doch
hat dieser eine i. A. feinere Topologie als der Produktraum X x Y.

Prop. Seien X und Y endliche CW-Komplexe. Dann gilt
X(X xY) = x(X) - x(Y).

Def. Sei X ein endlicher Simplizialkomplex und f : X — X stetig.
Wir erhalten fiir alle n > 0 eine induzierte Abbildung

fn : Hn(X)/Torsion — Hy (X)/Torsion.
Die Lefschetzzahl von f ist definiert als Summe
L(f) = 22(=1)" tr fn.
Bsp. L(idx) = x(X)

Satz (Lefschetzer Fixpunktsatz).
Wenn L(f) # 0, dann hat f einen Fixpunkt.

Def. Eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein
Hausdorffraum M, sodass jeder Punkt in M eine offene Umgebung
besitzt, die homdomorph zum R™ ist.

Bem. Man fordert oft zusitzlich, dass M das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt.

Def. Eine kompakte (randlose) Mft heifit geschlossen.

Def. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Dann heifit
H,(X|A) = Ho(X, X — A)

lokale Homologie von X bei A.

Def. Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Eine lokale Orientierung
von M bei x € M ist gegeben durch Wahl eines Erzeugers

He € Hy(M|z) 2 Z.

Lem. Eine Wahl einer lokalen Orientierung bei z € R" legt
eindeutig eine lokale Orientierung fiir alle y € R™ fest.

Def. Sei M eine Mft. Eine Orientierung von M ist eine Abbildung
zeEM — pg € Hy(M|z),

sodass fiir alle x € M eine offene Kugel U um z und ein Erzeuger
uy € Hp(X|U) existiert, sodass fiir alle y € U die lokale
Orientierung py durch Einschrankung von pg gegeben ist.

Def. Eine Mft heifit orientierbar, wenn eine Orientierung existiert.
Prop. Eine zshgde orientierbare Mft hat genau zwei Orientierungen.

Def. Sei M eine n-Mft. Setze
M = {pz | € M und p, € Hp(M|z) ist lokale Orientierung an z.}
Die Topologie auf M wird erzeugt von folgenden Mengen:

{pvlyly €UY C M mit U C M offen, uy € Hn(M|U)

ist offen. Dies definiert eine zweiblittrige Uberlagerung M von M.
Prop. M ist orientierbar.

Prop. Sei M eine Mft Dann ist M genau dann orientierbar, wenn
M — M eine triviale Uberlagerung ist.

Kor. Ist M eine zshgde Mft und besitzt w1 (M) keine Untergruppe
vom Index 2, so ist M orientierbar.

Prop. Sei M eine kompakte zshgde n-Mft.

e Falls M orientierbar ist, dann ist fiir alle x € M die kanonische
Abb. Hp,(M) — Hp(M|z) ein Iso. Insbesondere gilt Hy, (M) = Z.

e Falls M nicht orientierbar ist, gilt Hn (M) = 0.

e H,(M,Z2) = Z> unabhéngig von Orientierbarkeit.

o H;(M) =0 fir i >n.

Def. Sei M ein n-Mft und G eine abelsche Gruppe.
Eine verallgemeinerte G-Orientierung ist eine Zuordnung

€M — pz € Hy(M|z;G),

sodass fiir alle x € M eine offene Kugel U um z und ein Element
py € Hp(X|U) existiert, sodass fiir alle y € U die lokale
Orientierung py durch Einschrankung von pg gegeben ist.

Prop. Sei M eine zshgde n-Mft. Dann ist M genau dann
orientierbar, wenn es eine verallgemeinerte Z-Orientierung von M
gibt, die an einem Punkt von 0 verschieden ist.

Lem. Sei M eine n-Mft, G eine ab. Gruppe und ACM kompakt.

o Ist x — u, eine verallgemeinerte G-Orientierung von M, so gibt
es genau eine Klasse oy € H,(M|A; G), deren Bild in
Hy, (M|z;G) fiir alle z € M mit pg iibereinstimmt.

e H;(M|A;G) =0 fir i > n.

Kor. Sei M eine zshgde kompakte n-Mft. Dann ist M genau dann
orientierbar, wenn Hy, (M) = Z. Dann entspricht jeder Erzeuger von
H,, (M) einer Orientierung von M. Andernfalls gilt H, (M) = 0.

Def. Sei M eine zshgde, kompakte, orientierte n-Mft. Dann wird
der gew&hlte Erzeuger [M] € H, (M) Fundamentalklasse genannt.

Prop. Sei M eine zshgde nichtkompakte n-Mft. Dann ist
H>, (M;G) = 0 fiir beliebige Koeffizienten G.

Satz. Sei M eine kompakte n-Mft. Dann ist H(M;Z) in allen
Graden endlich erzeugt und H~, (M;Z) = 0.

Def. Die Eulercharakteristik einer kompakten n-Mft ist
n n
x(M) = > 1tk H;(M;Z) = > b;.
i=0 i=0
Def. Ein topol. Raum X heifit lokal zusammenziehbar, falls fiir
jede Umgebung U C X eines beliebigen Punktes € U eine weitere
Umgebung V' C U von z existiert, sodass die Inklusion V — U
homotop zu einer konstanten Abbildung ist.

Lem. Mannigfaltigkeiten sind lokal zusammenziehbar.

Satz. Sei K C R™ lokal zusammenziehbar und abgeschlossen. Dann
gibt es eine Umgebung U D K von K, sodass die Inklusion K — U
ein Retrakt ist.

Def. Ein topol. Raum X ist ein Euklidischer Umgebungs-
retrakt, falls eine topol. Einbettung X <« R"™ existiert und fiir jede
solche Einbettung das Bild Retrakt einer offenen Umgebung ist.

Kor. Kompakte topologische Mften sind Euklidische
Umgebungsretrakte.

Prop. Sei X ein CW-Komplex und Y ein topologischer Raum. Sei

f: x5y stetig. Dann sind dquivalent:

e f ldsst sich zu einer stetigen Abbildung X™ — Y fortsetzen.

e Alle Kompositionen f o ¢o : 9D — Y sind homotop zu
konstanten Abbildungen. Hierbei sind ¢ : 0Dq — X1 die
anklebenden Abbildung der n-Zellen.

Prop. Es gibt einen kanonischen Morphismus h : 71 (X) — H1(X).
Wenn X wegzusammenhéngend ist, so ist h surjektiv und der Kern
von h ist die Kommutator-Untergruppe K (71 (X, xo)). Wir erhalten
dann einen Iso 71 (X)ap — H1(X).

Def. Ein Kokettenkomplex C* ist eine Folge (C™),ecn von
abelschen Gruppen und Gruppenhomomorphismen 6" : C"* — C"1!
mit der Eigenschaft 6" 1! o 6" = 0. Analog zu Kettenkomplexen sind
Kozykel, Kordnder und Kohomologiegruppen

H™(C*) :=ker ™ /im 6" 1 des Kokettenkomplex definiert.

Def. Sei (X, A) ein Raumpaar und G eine abelsche Gruppe. Dann
heifit (C*(X, A; G),6™) mit

C"(X,A;G) = Hom(Cr(X,A),G), 6" :=Hom(0n+1,G)
singulirer (rel.) Kokettenkomplex von X mit Koeffizienten in
G. Die n-te singulire Kohomologie mit Koeffizienten in G ist

H(X, A; Q) == H"(C*(X, A; G)).

Notation. ¢ H"(X;G) := H"(X,0;G),
o H™(X,A) = H"(X, A; 7)



Bem. H™(—; Q) ist ein kontravarianter Funktor von der Kategorie
der Raumpaare nach Ab.

Lem. Fiir jede abelsche Gruppe G ist Hom(—, G) linksexakt: Sei
0— A— B — C — 0 eine k.e. S. von abelschen Gruppen. Dann ist

0 — Hom(C, G) — Hom(B, G) — Hom(A, G) exakt.

Def. Sei0 + A — B — C — 0 eine k.e.S. in einer abelschen
Kategorie A. Die Sequenz heifit spaltend, falls sie isomorph zur
k.eeS.0>A—> AP C — C ist.

Prop. Fiir eine Sequenz 0 — A L> B %, C — 0 sind dquivalent:
e Die Sequenz spaltet.

e Es existiert eine Retraktion r: B — A mit ro f =id4.

e Es existiert ein Schnitt s : C' — B mit go s =id¢.

Prop. Seien A und B abelsche Kategorien, F' : A — B ein additiver
Funktor und 0 - A — B — C' — 0 eine spaltende k.e.S. in A.
Dann ist auch 0 - F(A) — F(B) — F(C) — 0 spaltend exakt.

Bem. Sei (X, A) ein Raumpaar. Man erhiilt aus der k. e. Sequenz
0= Cx(A) = Ci(X) = Cu(X,A) — 0
von Komplexen durch Anwenden von Hom(—, G) eine k. e. Sequenz
0—C*"(X,A4;,G) = C*"(X;G) - C*(A;G) — 0.

Daraus erhilt man wiederum eine lange exakte Sequenz

o= H*(X,A;G) —» H*(X;G) — H (4;G) - H*T1(X,A;G) — ...

Prop. Seien f,g: (X, A) — (Y, B) homotope Abbildungen von

Raumpaaren. Dann gilt f* =g¢* : H*(Y, B;G) —» H* (X, A; G).

Satz. Sei (X, A) ein Raumpaar, U C A mit U C int A. Dann

induziert die Inklusion (X — U, A — U) — (X, A) Isomorphismen
H"(X,A;G) - HY (X —U,A—-U;QG) fir allen > 0.

Bem. Die kontrav. Funktoren H" (- G) : Top(2) — Ab, n € Z sind
eine Kohomologietheorie im Sinne von Eilenberg & Steenrod.

Def. Die reduzierte Kohomologie H"(X;G) mit Koeff. in G
eines topol. Raumes X ist die Homologie des Kokettenkomplexes, der
durch Anwenden von Hom(—, G) aus dem augmentierten Komplex

.= C2(X) = C1(X) = Co(X) - Z — 0 entsteht.

Prop. Sei X = U;c;U; die Zerlegung von X in Wegzshgskmpnnten.
Dann induzieren die Inklusionen U; < X einen kanonischen Iso

H*(X;G) = [] H*(U;; G).
iel
Satz. Seien A, B C X mit int(A) Uint(B) = X. Dann gibt es in
Kohomologie eine Mayer-Vietoris-Sequenz
...=> H(X;G) - H*"(A;G)® H*(B;G) - H* (AN B;G) —
- HY(X;0) — ...

Def. Sei X ein A-Komplex und A C X ein Unterkomplex. Dann ist
(CA(X,A;G),6") der Unterkomplex von C*(X, A; G) mit
CR (X, A; Q) == Hom(C2 (X, A), G).

n

Die Homologie dieses Komplexes wird mit HA (X, A; G) bezeichnet.

Prop. Die Inklusion C2 (X, A) < C.«(X, A) induziert einen Iso
H*(X,A;G) —» HA(X, A;G).

Def. Sei X ein CW-Komplex. Der zelluldre Kokettenkomplex
(Cr1(X; G), 0cen) ist definiert durch

cell
n
C’cell

(X,Q) = H"(X", X" 5 @)

mit §, dem verbindenden Homomorphismus in der l. e.
Kohomologiesequenz des Raumtripels (X1 X7 xn=1),

Prop. H*(C

cell(X;G)) = H*(ch)
Bem. Cn(X;G) 2 Crh(X)®G

Prop. Fir jede ab. Gruppe G ist der Funktor — ® G rechtsexakt:
Sei 0 - A — B — C — eine k. e. S. abelscher Gruppen. Dann ist

ARG —->B®®G—-CRG—0 exakt.

Def. Sei H eine ab. Gruppe. Eine freie Auflésung von H ist ein
azyklischer Kettenkomplex

. > F3 > F - F - H—0 (kurz: Fx, — H),

bestehend aus freien abelschen Gruppen Fj, i > 0.

Prop. Seien Fy, — J und G« — K freie Auflésungen. Dann existiert
zu jedem Homomorphismus a : J — K eine Kettenabbildung

s : Fy = Ky, sodass (Fy — K % J) = (Fo =% Go — K).

Die Kettenabbildung a. ist eindeutig bis auf Kettenhomotopie.

Def. Seien G und H ab. Gruppen und Fix — H eine freie Auflésung.
Tor, (H,G) = Hy(F« ® G), Ext"(H,G):= H"(Hom(F\,Q)).

Prop. Die Definition von Tor,, und Ext™ héngt nicht von der Wahl
der Auflésung ab (bis auf Isomorphie).

Prop. Tor, und Ext” definieren Funktoren

Tor, : Ab x Ab — Ab,
Ext™ : Ab°P? x Ab — Ab.

Prop. Jede abelsche Gruppe besitzt eine Auflésung der Liange < 2.
Kor. Tor»3(G,H) =0= ExtZ2(G, H) fiir ab. Gruppen G, H

Notation. e Tor(G, H) := Tor1 (G, H),
o Ext(@, H) = Ext' (G, H)

Prop (Ext-Rechenregeln). o Ext’(G, H) = Hom(G, H)
L] EXt(@iHi, G) = Hl EXt(Hi, G) (] EXt(Zn, G) = G/TLG

e Ist 0 A — B— C — 0eine k.e.S. ab. Gruppen und H eine ab.
Gruppe, so erhalten wir eine induzierte exakte Sequenz

0 — Hom(H, A) - Hom(H, B) — Hom(H,C) —
— Ext(H, A) — Ext(H, B) — Ext(H,C) — 0.
Prop (Tor-Rechenregeln). e Torg(A,B) 2 A® B
e Tor(A, B) = Tor(B,A) e Tor(®;A;, B) = @, Tor(A;, B)
e Tor(A, B) = Tor(T(A), B) mit T(A) < A Torsionsuntergruppe
e Tor(A, B) = 0, falls A torsionsfrei e Tor(Zy,, A) 2 ker(A = A)

e Ist 0 > A— B — C — 0 eine k.e.S. ab. Gruppen und H eine ab.
Gruppe, so erhalten wir eine induzierte exakte Sequenz

0 — Tor(A, D) — Tor(B, D) — Tor(C, D) —
—+A®D —+B®D—+C®D —0.

Satz (Universelles Koeffiziententheorem fiir Homologie).
Fiir jeden Raum X und fiir jede ab. Gruppe G existiert eine k.e. S.
0— Hp(X)® G — Hp(X;G) = Tor(H,—1(X),G) — 0.

Diese ist natiirlich in X und G. Die Sequenz spaltet, der Spalt ist
allerdings nur natiirlich in G, nicht in X.

Satz (Universelles Koeffiziententheorem fiir Kohomologie).
Fiir jeden Raum X und fiir jede ab. Gruppe G existiert eine k. e. S.
0 — Ext(H,-1(X),G) —» H"(X;G) — Hom(H,(X),G) — 0.
Diese ist natiirlich in X und G. Die Sequenz spaltet, der Spalt ist

allerdings nur natiirlich in G, nicht in X.

Kor. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung, die in Homologie mit
Z-Koeflizienten in jedem Grad Isomorphismen induziert. Dann gilt
Gleiches fiir Homologie und Kohomol. mit bel. Koeffizienten G.

Satz. Fiir jeden Raum X und fiir jede endlich erzeugte abelsche
Gruppe G existiert eine kurze exakte Sequenz

0— H"(X;Z)® G — H"(X;G) — Tor(H"*(X;7Z),G) — 0.
Def. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und X ein topol.

Raum. Das Cup-Produkt ¢ U € H*(X; R) von Koketten
P e Hk(X; R) und ¢ € HZ(X; R) ist definiert durch

(d) U U’)(U) = dj(o—l(vo,.“,vk)) : w(ol(vk,.“,vk_*_l))'
Lem. o 9(¢U %) = (96) Uy + (—1)"6 U (9%)
e Assoziativitit: (¢ UyY)Uw = ¢ U (¢ Uw)
e Natiirlichkeit: f*(¢p U) = f*(¢) U f*(¢) fiir f: X — Y stetig
e Das Tensorprodukt induziert eine R-bilineare Abbildung
C*(X;R) x CY(X;R) — C*TY(X; R)
und somit eine Kettenabbildung ausgehend von dem
Tensorproduktkomplex C*(X; R) ® r C*(X; R) — C*(X; R).
Kor. Das Cup-Produkt induziert eine bilineare Abbildung
U: H*(X;R) x H'(X; R) — H**'(X; R).
Diese macht H*(X; R) zu einer graduierten, assoziativen R-Algebra
mit Einselement [Y s Ao0 — YloAs] € HO(X; R)
Bem. Seien A, B C X offene Teilmengen oder Unterkomplexe. Dann
gibt es ein relatives Cup-Produkt
C*(X, A; R) x CY(X, B; R) — C*{(X, A+ B; R).



Satz. Sei R kommutativ. Dann ist H*(X; R) graduiert kommutativ,
d.h.Yae H*(X;R) : VB e HY(X;R) : aUB = (-1)*BUc.

Def. Seien X und Y topol. Riume. Das Kreuzprodukt (auch:
externes Cup-Produkt) ist die Abbildung
x : H*(X;R) x H(Y;R) —» H**Y(X x Y; R),
(el; [d]) = [P () U py (d)]-

Fiir offene Teilmengen oder Unterkomplexe A C X und B C X gibt
es ein relatives Kreuzprodukt

x: H*(X,A; R) x H(Y,B;R) - H* /(X x Y,AXx Y U X x B;R).
Satz. Seien k,l >0, I" :=[0,1]" der n-dimensionale Wiirfel.

Seien ¢® € HF(I* 8I*; R) = R und ¢! € H'(I',8I'; R) = R Erzeuger
(als R-Modul). Dann bildet das Kreuzprodukt

x : HR(I1*,81%; R) x HY(I',81'; R) — H*T{(I*+! ar*+l R)
das Element (c*, c') auf einen Erzeuger ab.

Satz. Seien c € H*(R*|0; R) und d € H'(R!|0; R) Erzeuger.
Dann ist ¢ X d ein Erzeuger von H*T{(RF+|0; R).

Satz. Sei a € H(RP™;Z3) (bzw. o € H?>(CP™;Z)) ein Erzeuger.
Da H"ML(RP™;Z3) = 0 (bzw. H2"T2(CP™;Z) = 0), erhalten wir
eine induzierte Abbildung

Zola]/(a™t!) = H*(RP™;Z2) / Z[a]/(a"') — H*(CP™;Z).

Diese ist ein Isomorphismus von graduierten Ringen.
Def. Sei X ein topol. Raum und R ein kommutativer Ring.
Fiir k > [ ist das Cap-Produkt die R-bilineare Abbildung

N: Cu(X; R) x CH(X; R) = C—i(X; R)

(0,8) = BT (vg,....00)) " Tlvgsunoyvgs) -
Diese induziert in (Ko-)Homologie eine R-bilin. Abbildung
N: Hy(X;R) x H(X;R) — Hy_;(X; R).

Relative Version: Seien A, B C X offen, dann gibt es

N: Hy(X,AUB;R) x H(X,A;R) — Hy_(X,B; R).

Def. Das Tensorprodukt (Cy ® D*,OE®C,) zweier
Kettenkomplexe (Cy,8E) und (D, 8P) ist definiert durch

(C® D)y, = @ Cr ® Dy,
k4+l=n
8% = @ (OF ®idp, +(~1)*ide, @)
k+l=n

Satz (Eilenberg-Zilber). Seien X und Y topologische Rdume.
Es ex. eine natiirliche (in X und Y') Kettenhomotopieiquivalenz

Cu(X) ® Cu(Y) % Cu(X X Y).

Die Abbildungen x und 0 sind im Grad 0 die kanonischen Abben.

Def. Seien A und B graduierte kommutative R-Algebren, R ein
kommutativer Ring. Dann ist die graduiert kommutative
Tensoralgebra A ® g B definiert durch

(A®B)n= P Ar®B, (a®b)(c®d) = (-1)"I"ac® bd.
k+l=n
Satz (Kiinneth-Thm fiir Homologie). Es gibt eine nat. k.e. S.
0= (He(X) Q@ Hx(Y))n = Hp(X xXY) —
— (Tor(H«(X),H«(Y)))n—1 — 0

Die zweite Abbildung wird durch das Kreuzprodukt induziert.
Die Sequenz spaltet, aber nicht natiirlich.

Satz (Kiinneth-Thm fiir Kohomologie). Sei R ein kommutativer
Hauptidealring mit 1. Falls Hy(X; R) oder H«(Y; R) in jedem Grad
ein endlich erzeugter R-Modul ist, so gibt es eine natiirliche k.e. S.

0— (H"(X;R)Q H*(Y;R))" - H"(X X Y;R) —
— Tor(H*(X; R), H*(Y; R))"T! — 0.
Dabei ist die zweite Abbildung das kohomologische Kreuzprodukt.

Def. Die Kohomologie mit kompakten Triger H}(X) mit
Koeflizienten R eines topologischen Raumes X ist die Kohomologie
des Kokettenkomplexes (Cy,d;) mit

C{X) = lim CYX,X — K;R),

8=

c

::: w
1§ al

(6*: CY(X,X — K;R) —» C'"1(X, X — K; R))
KCcX

Der direkte Limes lduft dabei iiber alle kompakten Teilmengen K.

Satz (Poincaré-Dualitét). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins
und M eine geschlossene orientierte n-Mft mit Orientierungsklasse
[M] € Hy(M; R). Dann ist folgende Abb. ein Isomorphismus f. a. k:

D:H*(M;R) = H,_(M;R), a— [M]Na.

Satz (Poincaré-Dualitiit, allg). Sei R ein komm. Ring mit 1 und M
eine orientierte n-Mft. Dann gibt es fiir alle kompakten Teilmengen
K C X einen Erzeuger ux € Hn(M, M — K; R) der lokal zur
gewihlten Orientierung einschriankt. Die Abbildungen

H¥(M,M — K;R) — Hp,_,(M,M;R),z — pp Nz
induzieren im direkten Limes eine Dualitéits-Abbildung
Dy : HE(M; R) — H,_1(M; R).

Diese ist ein Isomorphismus fiir alle k.

Bsp (Homologie von wichtigen Rdumen).

-~ Z, wenni=mn
(5™ = @ 110) = {
0, sonst
Z, wenni=20
Hy(RP™) = Z2, wenn z < n ungerade
Z, wenn i = n ungerade

0, sonst
Z <
Hi(RP”;Zg):{ 2, wenni<mn
0, sonst
Z, wenn i < 2n und i gerade

Hi(CP") = {O sonst

Hi(T™) = z()

7 @ Za,
s sonst

wenn ¢ = 1

H;(Kleinsche Flasche) = {



