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Mafitheorie

Problem (Schwaches Maf3problem). Gesucht ist eine Abbildung
u:P(R™) — [R, co] mit folgenden Eigenschaften:
e Normierung: p([0,1]") =1
e Endliche Additivitédt: Sind A, B C R™ disjunkt, so gilt
(AU B) = pu(A) + u(B).
e Bewegungsinvarianz: Fiir eine euklidische Bewegung f : R™ — R™
und A C R” gilt pu(f(A)) = u(A).

Satz (Hausdorff). Das schwache Mafproblem ist fiir n > 3 unlésbar.

Satz (Banach). Das schwache Mafiproblem ist fiir n = 1,2 16sbar,
aber nicht eindeutig losbar.

Problem (Starkes Maf3problem). Gesucht ist eine Abbildung
w1 P(R™) — [0, 00] wie im schwachen Mafiproblem, die anstelle der
endlichen Additivitdt die Eigenschaft der o-Additivitat besitzt:

e Fiir eine Folge (Ay)nen pw. disjunkter Teilmengen des R™ ist

p(U )= & nan.

neN

Satz. Das starke Mafiproblem besitzt keine Losung.
Notation. Sei im Folgenden 2 eine Menge.

Def. R C P(Q) heit Ring, wenn fiir alle A, B € R gilt:
e () € | o Abgeschlossenheit unter Differenzen: A\ B € R
e Abgeschlossenheit unter endlichen Vereinigungen: AU B € R

Def. 2l C P(Q2) heit Algebra, wenn fiir alle A, B € 2 gilt:
e () € 2A o Abgeschlossenheit unter Komplementen: A =Q\ A €A
e Abgeschlossenheit unter endlichen Vereinigungen: AU B € 2

Def. Eine Algebra 2 C P(2)) heifit o-Algebra, wenn 2 unter
abzdhlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist, d.h. fiir jede Folge
(An)pen in A gilt |J An € 2.

neN
Bem. e Jede Algebra ist auch ein Ring.

e Ein Ring R C P(Q) ist auch unter endlichen Schnitten
abgeschlossen, da AN B = A\ (B\ A) € A

e Ein Ring R C P(R) ist genau dann eine Algebra, wenn Q € R.

e Eine o-Algebra A C P(Q) ist auch unter abzéhlbaren Schnitten
abgeschlossen: Sei (An)nen eine Folge in 2, dann gilt

N An = ( U (An)E)C €A

neN neN

Notation. Sei im Folgenden R C P(f2) ein Ring.

Satz. Sei (A;);ecr eine Familie von Ringen / Algebren / o-Algebren
iiber Q. Dann ist auch N;e;A; ein Ring / eine Algebra / eine
o-Algebra iiber .

Def. Sei E C P(Q). Setze
R(E) ={RCP(Q)|E CR R Ring} und
AE) ={ACP(Q)|E CAAo-Algebra}.

RE)=NR WE)=NA
RER(E) ACA(E)
von E erzeugter Ring bzw. von E erzeugte o-Algebra.

Dann heiflen

Def. Ist (2, O) ein topologischer Raum, dann heifit
B = B(Q, 0) := A(O) Borelsche o-Algebra von (2, 0).

Bem. Die Borelsche o-Algebra B(R) wird auch erzeugt von

{I C R|I Intervall }. Dabei spielt es keine Rolle, ob man nur
geschlossene, nur offene, nur nach einer Seite halboffene Intervalle
oder gar nur Intervalle obiger Art mit Endpunkten in Q zulésst.

Def. Eine Funktion p: R — [0, 00] heiit Inhalt auf R, falls
e u(@ =0 e p(AUB)=p(A)+ p(B) fir disjunkte A, B € R.

Def. Ein Inhalt p: R — [0, 00] heift Priamaf} auf 9%, wenn p
o-additiv ist, d. h. wenn fiir jede Folge (An)nen paarweise disjunkter

Elemente von R mit || A, € R gilt:
neN

oL A) = £ utan

neN
Def. Ein Ma# ist ein Pramaf} auf einer o-Algebra.

Satz. Fiir einen Inhalt p auf R gilt fiir alle A, B € fR:
e u(AUB)+pu(ANnB) = p(A) + u(B)
e ACB = pu(A) <u(B) (Monotonie)
e Aus A C B und p(B) < oo folgt u(B\ A) = p(B) — u(A)
<

e Fiir Ay,..., A, €ERist p ( U Ai) 1(A;) (Subadditivitét)
i=1 1

1=

e Ist (An)nen eine Folge disjunkter Elemente aus R, sodass

o0
L An € R, s0gilt p ( L An) > > u(An).
neN neN n=0

Def. Ein Inhalt / Ma8 auf einem Ring R / einer o-Algebra 2 heifit
endlich, falls ;1(A) < oo fiir alle A € R bzw. A € 2.

Satz. Ein Maf auf einer o-Algebra 2 ist o-subadditiv, d. h. es gilt

w( U An) < > p(An) fir alle Folgen (An)pen in 2L
neN n=0

Def. Die Indikatorfunktion oder char. Funktion von A C Q ist

1, fallswe€ A,

=14:Q—R, = {x|we A} =
Xa =24 w = [{x]we A} {o, falls w & A.
Def. Eine Folge (An)nen konvergiert gegen A C Q, notiert

lim A, = A, wenn (14, )nen punktweise gegen 1 4 konvergiert.
n— oo

Def. Fiir eine Folge (An)pen in P(2) heilen
limsup Ap = {w € Q|w liegt in unendlich vielen A}

n—oo
lirginf Ay = {w € Q| w liegt in allen bis auf endlich vielen A}
n oo

Limes Superior bzw. Limes Inferior der Folge A,. Es gilt

N U A, U N 4.

n=0k=n n=0k=n

limsup A, =

liminf A, =
n— oo n—00

Satz. Es gilt lim A, = A <= liminf A, = limsup A, = A.
n— o0 n—o0 n— oo

Def. Eine Folge (Ap)pen in P(Q) heifit

e monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt A, C Ap41,

e monoton fallend, wenn fiir alle n € N gilt A, D Ap41.

Satz. Sei (An)nen eine Folge in P(Q).

e Ist (A,) monoton wachsend, so gilt lim A, = |J An.
n— oo

neN
e Ist (Ay) monoton fallend, so gilt lim A, = () Ap.

Satz. Sei p ein Inhalt auf R C P(Q2). Wir betrachten die Aussagen:

(i) p ist ein PramafB auf R.

(ii) Stetigkeit von unten: Fiir jede monoton wachsende Folge
oo
Ap € Rogilt
=0

n=

(Ap)neny in R mit A:= lim A, =
n— oo
lim p(An) = p(A).
n— o0
(iii) Stetigkeit von oben: Fiir jede monoton fallende Folge (An)nen
oo
in R mit p(Ag) < oo und A:= lim A, = () A, € Rgilt
n—oo n=0
lim pi(An) = p(A).
n—o0
(iv) Fiir jede monoton fallende Folge (An)pen in R mit u(Ag) < oo
oo
und lim A, = (] A, =0gilt lim p(A,)=0.
n— oo n=0 n— oo
Dann gilt (i) <— (ii) = (iii)) <= (@{v).
Falls p endlich ist, so gilt auch (ili) = (ii).
Satz. Sei p ein Maf} auf einer o-Algebra 20 C P(Q2). Dann gilt:
e Fiir eine Folge (An)ney in 2 gilt p (hm inf An) < liminf(u(An)).
n—o0 n—o0
e Sei (An)nen eine Folge in 2, sodass es ein N € N gibt mit
o0
m ( U An> < 0o, dann gilt p (lim sup An) > limsup pu(An).
n=N n—oo n—o00
e Sei p endlich und (Ay),en eine Folge in 2, dann gilt
I (lim inf An) < liminf u(An) < limsup p(A4n) < p (lim sup An) .
n— oo n—r00 n—o00 n—oo
e Sei p endlich und (An)nen eine gegen A konvergente Folge in 2,
dann gilt A € 20 und p(A) = lim p(Ay).
n— oo
Def. Ein Inhalt auf einem Ring R C P () heifit o-endlich, wenn
gilt: Es gibt eine Folge (Sn)nen in R, sodass

Q= U S
neN

und p(Sp) < oo fiir alle n € N.
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Def. Eine Funktion f: Q — R = RU {#o00} wird numerische
Funktion genannt.

Def. Eine num. Fkt. u*:P(Q) —R heifit 4uBeres MaB auf Q, wenn
o pr(@)=0 ¢ ACB = p*(4) < p"(B)

o0
e Fiir eine Folge (Ap)nen in P(Q) gilt p* ( U An) < 3 pt(An).
neN n=0

(Monotonie)

Bem. Wegen p*(0) = 0 und der Monotonie nimmt ein dufleres Maf3
nur Werte in [0, co] an.

Def. Eine Teilmenge A C Q heifit p"-messbar, falls
Q) = 1@ A) + (@A) fiir alle @ C .

Satz (Carathéodory). Fiir ein dufleres Mafl p* : P(Q) — [0, oo] ist
o A" :={A C QA ist p*-messbar } eine o-Algebra und
e 1|y~ ein MaB auf A*.

Satz (Fortsetzungssatz). Sei p ein Priamaf8 auf einem Ring ‘R,
dann gibt es ein MaB i auf der von R erzeugten o-Algebra A(R) mit
filoz = p. Falls p o-endlich ist, so ist i eindeutig bestimmt.

Bem. Im Beweis wird ein dufleres Maf3 auf 2 so definiert:

4Q) = {(AmnEN

[e o]
QC U Ay, und A, Folge in 9‘{} R
n=0

W@ =int ({ £ nan)

(An)nen € 4@ U {o0})
Das duere Mafl p* eingeschrinkt auf 2* D 2(fR) ist ein MaB.

Satz. Sei (2,2, p) ein o-endlicher Mafiraum und £ ein Erzeuger von
2, der unter Schnitten abgeschlossen ist. Es gebe eine Folge (Ep)nen
mit E, 1 Q und p(Ey) < oo fiir jedes n € N. Dann ist p durch die
Werte auf £ eindeutig festgelegt.

Das Lebesgue-Borel-Maf3
.yan) und b= (by,...
e a b, falls a; < b; fiir alle j =1,...,n.

Notation. Fiir a = (a1,.. ,bn) schreibe

e a b, falls a; < b; fir alle j =1,...,n.

Def. Fiir a,b € R" heiflen
n
(a,b) = {z € R" [a<z b}, w((ab) = [1(b; —ay)
=1

Elementarquader und Elementarinhalt. Sei im Folgenden & die
Menge aller Elementarquader.
Satz. Fiir alle A € R(€) gibt es paarweise disjunkte
Elementarquader Q1,...Qp € £ sodass A =Q1U...UQp.
p

Def. Fiir A € R(E) setze u(A) == > u(Q;), wenn

i=1
) Qp'

Satz. p definiert ein Pramaf auf 93(€), genannt das
Lebesgue-Borel-Pramafl auf R".

A=Q1U...UQ)p fir paarweise dis}unkte Q1,...

Def. Die eindeutige (da p o-endlich) Fortsetzung i von p auf
A(E) = B(R™) wird Lebesgue-Borel-Mafl genannt.

Bem. Nur das Lebesgue-Borel-Ma8 ist ein Maf§ auf B(R"™), welches
jedem Elementarquader seinen Elementarinhalt zuordnet.

Def. Sei p ein MaB auf einer o-Algebra 2 C P(2). Eine Menge
N C Q heifit (p)-Nullmenge, wenn es A € 2 gibt mit N C A und
1(A) = 0. Die Menge aller Nullmengen ist 91, C P(Q2).

Def. Sei i1 das Lebesgue- Borel-Mafl auf B(R™). Dann heifit die von
B(R™) und den entsprechenden Nullmengen erzeugte o-Algebra 2,
Lebesguesche o-Algebra, notiert £(R™), und das fortgesetzte
Mafl Lebesgue-Maf3.

Def. Sei Q eine Menge und 2 C P(Q) eine o-Algebra auf 2, sowie
gef. p ein Maf3 auf 2. Dann heifit

e das Tupel (€,2) messbarer Raum,
e das Tripel (Q,2, 1) MaBSraum.

Def. Seien (£2,2) und (©',2") zwei messbare Raume. Eine
Abbildung f : Q — Q' heiBt messbar oder genauer (2, 2')-messbar,
wenn fiir alle A’ € ' gilt f~1(A’) € Q oder, kiirzer, f~1(2’) C 2.

Bem. Die messbaren Rdume bilden eine Kategorie mit messbaren
Abbildungen als Morphismen, d. h. die Identitéits- abbildung von
einem messbaren Raum zu sich selbst ist messbar und die
Verkettung zweier messbarer Abbildungen ist messbar.

Satz. e Seien (£2,2!) ein messbarer Raum, ' eine Menge und
f:Q — Q eine Abbildung. Die gréite o-Algebra auf €', sodass f
messbar ist, ist dann A’ := {4’ C Q| f7H(A") € A}.

o Ist 2 eine Menge und (€', 2) ein messbarer Raum sowie
f:Q — Q' eine Abbildung. Dann ist f~1(2) eine o-Algebra.

e Seien I eine Indexmenge, 2 eine Menge, (€2;,2;),7 € I messbare
Réaume und f; : Q@ — Q; Abbildungen, dann ist

die kleinste o-Algebra auf €2, sodass alle Abbildungen f;, ¢ € I,
messbar sind. Diese o-Algebra wird die von der Familie
{fi|i € I} erzeugte o-Algebra genannt.

Satz. Sei f:Q — Q eine Abbildung und & C P(£’), dann ist
ASHEN) = FHRAEN).

Satz. Sei (£,2l) ein messbarer Raum und f : Q — Q' eine
Abbildung, sowie &' C P(Q'). Dann gilt:

fist (A, A(E"))-messbar < f~1(E) c
Satz. Seien (Q,0) und (©',0’) zwei topol. Réume und 2 := A(O)

bzw. A" := A(O’) die dazugehsrigen Borelschen o-Algebren. Dann ist
jede stetige Abbildung f: Q — Q' (2, 2’)-messbar.

Satz (Projektionssatz). Seien I eine Indexmenge, (Q20,%o) sowie
(£2;,2;), © € I messbare Rdume und 2 eine Menge. Seien
gi : 2 — Q0 €I und f: Qo — Q Abbildungen. Wir setzen

A=A ( U gz_l(le)) Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
ierT

o fist (Ap,A)-messbar.
e Fiir alle ¢ € I sind die Abbildungen g; o f (2o, 2;)-messbar.
Satz. Sei (2,2, 1) ein MaBraum und (€',2') ein messbarer Raum
und f: Q — Q' eine messbare Abbildung, dann ist

W= o) =po [T > [0,00], A u(fTH(AY)
ein Maf} auf (Q',2'), genannt das Bildmaf} von f.
Bem. Sei (2,2, 1) ein Mairaum, (2/,2) und (2”,2”) messbare

Riume und f: Q' — Q" g: Q — Q' messbare Abbildungen, dann

gilt (f o g)sp = fu(gep).

Def. Die o-Algebra der Borelmengen auf R = R U {400} ist
B(R) = {4, AU {+0}, AU {—c0}, AU {£oo}| A € B(R)}.

Satz. B(R) = A({[a, ] |a € R})

Notation. Seien f,g: Q — R zwei numerische Funktionen. Setze
{f<gt={we|f(w) <gw)}ca

und definiere analog {f < g}, {f > g}, {f > g}, {f = g}, {f # g}

Satz. Fiir eine numerische Fkt. f : (Q,2) — (R, %) sind dquivalent:
e fist messbar o Ya€R : {f>a}=f"Y(a,00]) €A

e VaeR : {f>a} e e VaeR : {f<a}e

e VacR: {f<a}e

Satz. Fiir zwei numerische Funktionen f,g: (Q,2) — (R,B) gilt:
e {f<gtex e {f>gtex o {f=gtex

e {f<gten e {f=zg}en o {f#g}e
Satz. Seien f,g: (2,2) — (R,B) messbare numerische Funktionen
und A, u € R. Dann auch messbar (i: falls 0 ¢ Bild(f)):

oA f o ftu-g o f-g e + (D e 4 (1)
Satz. Seien f : (Q,2) — (R, B),n € N messbare numerische
Funktionen, dann auch messbar:

e sup fn e inf f,
neN neN

e limsup fpn

e liminf f,
neN neN

Dabei werden Infimum, Supremum, usw. punktweise gebildet.

Satz. Seien fi,..., fn: (Q,2) = (R,B) messbare numerische Fkt.,
dann sind auch max(fi,..., fn) und min(f1,..., fn) messbar.

Def. Fiir f: Q — R heiBen die Funktionen

e |f| :=max(f,—f): Q — [0,00] Betrag von f

e fT:= max(f,0):Q — [0,o0] Positivteil von f
e f7 = —min(f,0):Q — [0,00] Negativteil von f
Bem. f=ft—f~und |f|=fT+f"

Satz. Falls f: (,2) — (R,B) messbar, dann auch |f|, 7 und f~.



Das Lebesguesche Integral

Def. Eine Funktion f: (2,2) — (R,B) heifit einfache Funktion
oder Elementarfunktion auf (Q,2), wenn gilt:

e f ist messbar e f(92) C[0,00) o f(Q) ist endlich
Die Menge aller einfachen Funktionen auf (€2,2) ist E(Q2, ).

Def. Sei f € E(Q,2) und Q = Ay U...U Ay, eine disjunkte
Vereinigung von Mengen mit A; € A fiir alle j =1,..., k, sodass
f(A;) ={y;}, dann heifit die Darstellung

f=

kanonische Darstellung.

<.
it

Y5 - Lay

Bem. Die kanonische Darstellung ist nicht eindeutig.
Satz. Seien f,g € E(2,2) und a > 0. Dann auch in E(Q, 2A):
e f+yg e f-yg e max(f,g) e min(f,g) e a-f

Def. Sei f € E(Q,2) und f = Z yjla; eine kanonische
=1

Darstellung von f. Sei ferner p ein Mafl auf 2(. Dann heifit die Gréfie

k
[fdp =3 y;ju(4;) Lebesgue-Integral von f bzgl. p
Q j=1
Bem. Obige Grofle ist wohldefiniert, d. h. unabhéngig von der
kanonischen Darstellung.
Satz. Seien f,g € E(Q,2), p ein MaB auf 2 und « > 0, dann gilt

o [(a-f4+g)du=ca-[fdu+ [gdpu (Linearitét)
Q Q Q

e Falls g < f, dann [gdu < [fdu (Monotonie)
Q Q

Satz. Angenommen, die Funktionen f,, € E(Q2,2, u),n € N bilden
eine monoton wachsende Funktionenfolge und fiir g € E(Q,2l) gilt

g < sup fn, dann gilt [gdp < sup [fndp.
neN Q neN Q

Kor. Seien fn,gn € E(2,2),n € N und die Funktionenfolgen f,

und g, monoton wachsend mit sup f, = sup g,. Dann gilt
neN neN

sup [ fn du = sup [gn dp.
neNQ neNQ

Def. Sei E(Q,2) die Menge aller Funktionen f: Q — R, die
Grenzfunktionen (pktw. Konvergenz) monoton wachsender
Funktionenfolgen in E(2,2) sind.
Def. Fiir eine Funktion f € E(Q,2l) (d.h. es existiert eine Folge
(gn)nen in E(Q,2) mit f = sup gn) und ein Maf} p auf 2 heift
neN
Jfdp:=sup [gndp Lebesgue-Integral von f bzgl. u
Q neNQ

Satz. E(Q,A) = {f: (2, A) — (R,B) | f messbar und f > 0}

Satz. Die Eigenschaften des Integrals fiir einfache Funktionen
(Linearitét, Monotonie) iibertragen sich auf das Lebesgue-Integral.

Satz (von der monotonen Konvergenz). _
Sei (fn)nen eine monoton wachsende Folge von Fkt. in E(Q2, (), dann
gilt fiir f == lim f, = sup fn € E(Q,2A) und jedes MaB p auf 2A:

lim dp = su dp = d
n%oof{fn W nerﬁ){g{fn © ({f ©

Bem. Die Aussage ist fiir monoton fallende Fktn. i. A. falsch.

Def. Eine messbare Funktion f: (2,2) — (R, D) heifit
integrierbar bzw. u-integrierbar (im Sinne von Lebesgue), falls

JfTdp<oo und [f”dp< co.
Q Q

In diesem Fall definieren wir das Lebesgue-Integral von f als

[fdp=[ftdu—[f dp
Q Q Q

Notation. £'(Q,2, u) = £ (1) bezeichnet die Menge der
p-integrierbaren Funktionen auf 2.

Satz. Fiir eine messbare Fkt. f : (2,9, u) — (R, B) sind dquivalent:

o fe Ll . o |fl € L1, ).
o [T e QA p). e 3g € LM, p) mit [f| < g.
e Es gibt nicht negative u,v € £1 (2,2, 1) mit f = u — v.

Im letzten Fall gilt [fdu = [udp — [vdp.
Q Q Q

Satz. e El(Q,Ql,,u) ist ein R-VR und die Abbildung

LN % p) = R, fH(fzfdu

ist linear.

o fig€ L (A n) = max(f,g), min(f,g) € L' (A )

o f,gc LY (U p), F<g = [fdu< [gdu (Monotonie)
Q Q

o |[fdul < [If|dp fiir alle £ € £1(Q,9, 1) (A-Ungleichung)
Q Q

Def. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, A € A und f € E(Q,2, p) oder
f e £Y(Q,, p). Dann ist das u-Integral von f iiber A

ffdu=g(11,4-f)du~

A

Def. Ein Maraum (2,2, 1) heiit vollstindig, wenn jede
Nullmenge N C € in 2 liegt.

Def. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum. Setze
N, = {N C Q|N ist py-Nullmenge },
A, ={AUN|AcA NN}

Dann ist 2, eine o-Algebra und mit ji(AU N) = pu(A) ist (2,2, )
ein Mafiraum, genannt Vervollstindigung von (2,2, u).

Def. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum und E(w) eine Aussage fiir alle
w € Q. Man sagt, E ist (p)-fast-iiberall wahr, wenn

{w € Q| -E(w)} eine Nullmenge ist.

Zwei Funktlonen fy9: 9 — X heilen (u-)fast-iiberall gleich,

notiert f = g, wenn {w € Q| f(w) # g(w)} eine Nullmenge ist.
Eine Funktion f : Q — R heifit (u)-fast-iiberall endlich, wenn
{w € Q| f(w) = oo} eine Nullmenge ist.

Bem. Das Cantorsche Diskontinuum ist eine Menge C' C [0, 1],
C € B, welche die bemerkenswerte Eigenschaft hat, dass sie
gleichzeitig iiberabzéhlbar ist und Mafl 0 besitzt. Da auflerdem
B =~ R gilt, folgt P(C) = P(R) 2 R = B. Somit gibt es eine
Nullmenge N C C, die nicht in ‘B liegt. Es folgt:

Satz. Der Mafiraum (R, B, u1) ist nicht vollstédndig.

Def. Sei (R",B7,)) die Vervollstindigung von (R"™, 8", 1, dann
heiflt B, die Lebesguesche o-Algebra und A das
Lebesgue-Maf auf R" (analog: (R, B, \)).

Satz. Sei f € E(Q,%, ), dann gilt ff dp=0 < f'2o

Satz. Seien f,g: (2,2, 1) — (R, D) messbar mit f :u
e Wenn f,g € E(Q,2), dann [fdu= [gdu.
Q Q

g, dann gilt:

e Wenn f € £1(Q,2, ), dann g € £1(Q, A, ) mit [fdp = [gdp.
Q Q

Satz. Sei f:(Q,2,p) —
£.ii.
g€ LY QU 1), g > 0. Wenn |f| él g, dann gilt f € £1(Q,2, u).

(R,%B) eine messbare Fkt. und

Lem (von Fatou). Sel (frn)nen eine Funktionenfolge mit fy

p-integrierbar und fy, > 0. Dann f llm 1nf fn)dp < llm mf ffn du.

Satz. Sei (fn)nen Folge messbarer Fkt. fn : (Q A, 1) — (R, B) und
g€ LY QA 1), g>0,s0dass Vn €N : |fn] < g. Dann:
g{(lgg)géf(fn)) dp < lim inf(ffn dp) <

< hmsup(ffn dp) < f llmSup fn)dp.

n—00
Satz (von der major. Konvergenz). Sei g € £L1(Q,2, 1),g > 0.
Sei (fn)neN Folge messbarer Fkt. f, : (2,2, u) — (R, D) mit

|fn| " g (Majorisierung). Sei ferner f : Q — R (2, B)-messbar mit
fn m fydh {weQ] nlew fn(w) = f(w) falsch} ist Nullmenge.

Dann ist f integrierbar mit [fdp = lim [ fn dp.

Satz. Sei f € E(Q, A, u) bzw. f € El(Q,Ql, w), (An
ApnNAp=0firn#m, A= || Ap. Dann:

n=1

[fdu=[f-Tadu= 3 ffdu) .
A Q n=1 n

)nen Folge in A,



Satz. Seien f, f; : (Q,2A, pn) = (R,B),j €N messbare Funktionen,

2 (Q,2, 1) = (R, B) integrierbar, sodass | Z fil < gVn € N und

fu

= Z fj- Dann sind f, f; integrierbar mlt ff du = Z ffj du.

Satz (Ableiten unter Integral). Seien a,b € R mit a<b, (2,2, u)
ein Mafiraum und sei f : (a,b) X @ — (R,B) eine Funktion, sodass:

e Fiir alle ¢ € (a,b) ist die Abbildung f(t,—) : @ — R p-integrierbar.
e Fiir alle w € Q ist die Abbildung f(—,w) : (a,b) — R diff’bar.

e Es gibt eine Funktion g € £1(Q,2, 1) mit g > 0, sodass fiir alle
t € (a,b) und fast alle w € Q gilt: |f(—, w)'(¢)] < g(w).

Dann ist die Funktion F : (a,b) — R,t — [ fi dp differenzierbar mit
Q
F'(t) = [h¢dp, wobei hy : Q@ = R, w — f(—,w) ().
Q

Satz. Sei f € E(Q,%, u). Dann ist die Abbildung

fu:2—=[0,00], Aw [fdu
A

ein Ma8}, genannt Maf3 mit der Dichte f bzgl. i oder
Stieltjes-Maf3 zu f.

Zusammenhang mit dem Riemann-Integral

Def. Eine Zerlegung eines Intervalls [a, b] ist eine geordnete
endliche Teilmenge {a =29 < 1 < ... <z = b} C [a,b].

Notation. Die Menge aller Zerlegungen von |[a, b] ist Z([a, b]).
Def. Die Feinheit einer Zerlegung {zo < ... < 1} € Z([a, b]) ist
—Tj—1 |j € {1,...,n}}.

Def. Fiir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R und eine
Zerlegung Z = {ao,...,an} € Z([a, b]) bezeichnen

|Z| == max{z;

M:

O(f,2) = 3 (sup{f(2) |z € [zj—1,7]})(zj —zj-1),

Il
-

J

M:

U(f,2) = (lnf{f( )@ € l@j—1, 25} ()

—xj-1)

J

die (Darbouxschen) Ober- und Untersummen von f bzgl. Z.

Notation. ¢ () .= inf{O(f,2) | Z € Z([a,b])}

U*(f) =sup{U(f,2)| Z € Z([a, b))}

Def. Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifit
Riemann-integrierbar, wenn O« (f) = U*(f). In diesem Fall heifit
Jf(@)da = 0.(f) =U"(f)

Riemann-Integral von f.

Notation. Sei (Zk)keN eine Folge in Z([a, b]) mit
Zy, = {alg, a’f, e, nk} Fiir eine beschrinkte Funktion f :

definieren wir f*, fi, f*, f« : [a,b] — R durch

[a,b] = R

7 = sup f(la,ab]) 1y g+ 35 sup Fab_y,a]) 1
Jj=2

1ak]
o=t faat]) Ly g+ 25 inf Flla 10D 1or |
j= J—17g

fr(z) = lim inf fly) = Efginf {fW |y €lz—ex+eNlab]}
[ (z) = lignjgpf(y) = Lift}sup{f(y)ly €z —ez+eNa,b]}

Bem. Es gilt: fu < f < f* und f«(z0) = f(x0) =
zo € [a,b] genau dann, wenn f in zo stetig ist.

f*(zo) fir

Satz. Sei f : [a,b] — R beschrinkt und (Zy)ren eine Folge in
Z([a, b]) mit li_)m |Zk| = 0. Dann gilt:
n o0

co N
e SeiR={J U {a?} die Vereinigung aller Zerlegungen Z, k € N.
k=1j=1
Fiir alle z € [a,b] \ R gilt dann
lim ff(z) = f*(z) und lim fi(2) = fa(2).
k—oo k—oo
e Die Funktionen f* und f. sind Borel-messbar und integrierbar
bzgl. des Borel-Mafles p mit

J frdp=0«(f)

[a,?]

und

f fedp = O*(f)

[a,?]

Satz. Sei f:

e f ist Riemann-integrierbar.

[a, b] = R beschrénkt. Dann sind dquivalent:

e f ist fast-iiberall stetig (im Sinne des Lebesgue-Borel-MaSes).

Satz. Ist eine beschrinkte Fkt. f : [a,b] — R Riemann-integrierbar,
so ist sie auch auf [a, b] Lebesgue-integrierbar bzgl. A und es gilt

b
ff(z)dr:[f]fdx
a a,b

Satz. Sei I ein Intervall und f : I — R iiber jedem kompakten
Teilintervall von I Riemann-integrierbar. Dann sind dquivalent:

e |f| ist auf I uneigentlich Riemann-integrierbar.
e f ist auf I Lebesgue-integrierbar.

Falls eine der Bedingungen erfiillt ist, so stimmt das Riemann-
Integral von f auf I mit dem Lebesgue-Integral von f auf I iiberein.

Miscellanea
Satz. Sei f: [a,b] — R Lebesgue-integrierbar. Dann ist
F:la,b] > Rt [ fdX stetig.
la,t]
Satz. Sei f: [a,b] — R Lebesgue-integrierbar. Wenn V¢ € [a, b] gilt:

[ fdx=F(t) =0, dann f "2 0
[a,¢]

Notation. Sei f: R — R eine Abbildung, dann setzen wir
C(f) ==A{x € R| f stetig in z} und
D(f) = {z € R| f unstetig in z} =R\ C(f).
Def. Sei A C R, A heifit

e (Gs-Menge, wenn gilt: A = NpenyOn, On @R VN €N
e [,-Menge, wenn gilt: A = U, enx Iy, F, ®RVn €N

Bem. A ist Gs-Menge <= AC st F5-Menge.

Satz (Young). Sei f: R — R eine beliebige Abbildung.
Dann ist C(f) eine Gs-Menge (und somit D(f) eine F,-Menge).

Kor. Es gibt keine Abbildung f : R — R mit D(f) =R\ Q.

Def. Ein MaB p auf B(R?) heifit translationsinvariant, wenn fiir
jedes v € R? gilt (Tv)«p = p, wobei T : R? 5 R?, 2 2+ v die
Translation um den Vektor v bezeichnet.

Notation. Bezeichne mit u,p das Borel-Lebesgue-Ma$ auf R?.
Notation. Der Einheitswiirfel im R? ist Wy == ((0, ...

Satz. Ist u ein translationsinvariantes MaB auf B(R%) mit
a = p(Wi) < oo, dann gilt p=a - prp.

Satz. Sei A € GLg(R) = {A € R¥™?| det A # 0}, dann gilt
1
AsprLe = Tdet(A)] "HLB-

Satz. Das Lebesgue-Borel-Mafl pr g ist invariant unter
Transformationen in SL, (R). Ferner ist prp invariant unter
Euklidischen Bewegungen.

Satz (Kurt Hensel). Sei ® : GL,(R) — (R \ {0}, ") ein
Gruppenhomomorphismus, dann gibt es einen Gruppen-
automorphismus ¢ : (R \ {0},-) — (R\ {0}, ), sodass ® = ¢ o det.

Satz. Sei (Q,%, ) ein Mafiraum und h € E(Q2,2). Eine messbare
Funktion f: Q — R ist genau dann hu-integrierbar, wenn (f - h)
p-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

[fd(h) = [f - hdp.
Q Q
Obige Gleichung ist auch erfiillt, wenn lediglich f € E(Q,2) gilt.
(g h)p-
Satz. Sei U, Uc R?, ¢ : U — @ ein C'-Diffeomorphismus, dann gilt:

|det(Dg)]|
——

U—Rs stetig

Bem. Somit ist g(hp) =

¢ uLely = prelu

Satz. Sei U, Uc R?, ¢ : U — U ein C'-Diffeomorphismus und
Q = (a,b) C U Elementarquader mit a < b, dann gilt

prB(Q)- inf |[det Dé(q)| < pr(¢(Q)) < prp(Q)-sup|det(D(¢(q)))|-
qeQ q€Q



Satz (Transformationssatz). Sei U,U @ R? und sei ¢ : U — U ein

Cl—D~iffeomorphismus. Dann ist eine Funktion f : U — R genau dann
auf U Lebesgue-Borel-integrierbar, wenn (f o ¢) - |[det(D¢)| : U — R
auf U Lebesgue-Borel-interierbar ist. In diesem Fall gilt

J(fo¢)-|det(D¢)|durp = (f)fduLB = [fdurs.
(U

U U

Obige Gleichung ist auch erfiillt, wenn lediglich f € E(U,B(U)) gilt.

Bem. Im Transformationssatz kann man , Lebesgue-Borel“ durch
,Lebesgue“ ersetzen.

Def. Seien (£;,2;, ;) MaBirdume fiir j = 1,...,n. Die kleinste
o-Algebra A auf o, sodass alle 7,7 = 1,...,n (A, 2A;)-messbar sind,
heilt Produkt der o-Algebren 2, ..., 2,, notiert

A=A ®...%AUA,.

Satz. Sei £; Erzeugendensystem von 2,5 =1,...,n, d.h.
A(£;) = A;. Annahme: Fiir alle j € {1,...,n} gibt es eine monoton
gegen ; wachsende Folge (EY)ken in £;. Dann ist

WR...0 A, =A(E1 X ... X Ep) mit
E1x..xE={E1x...XxEn|E;j€&,j=1,...,n}.

Satz. B(R") =B[R) Q... ® B(R).
—_—

n-mal

Satz (Eindeutigkeit von ProduktmaBen). Seien (Q;, 2, 1)
Mafrdume und E; ein Erzeugendensystem von &; fiir j = 1,...,n.

Angenommen, E; ist stabil unter Schnitten und H(E,(Cj))keN TQ;
mit p; (Eé”) < oo fiir alle j. Dann gibt es hochstens ein Maf3
v:A1®...®2A — [0,00], sodass fiir alle E; € £;,j € {1,...,n} gilt:

I/(El X ... X En) = ;Ll(El) LR ,U«n(En)

Def. Sei 2 eine Menge. Eine Teilmenge © C 2 heifit
Dynkin-System, wenn gilt:
¢ Qc® e De® = D=Q\De®

e (Dy)pnen Folge pw. disjunkter Mengen in ©, dann: |J D, € D
neN

Notation. Seien Q7,9 Mengen, 2 C 21 ® Qa,w1 € Q1,wa € Qo

Quy = {w2 € Q2| (w1,w2) € Q} = ma(m; ' ({1 }) N Q)
Quy = {w1 € U | (w1,w2) € Q} = mi(my ' ({w2}) N Q)

Satz. Q C 21 ®A2, w1 € Q1,w2 € Qo — le € QIQ,QWZ c Ay

Satz. (Cavalieri 1) Seien (1,21, 1) und (2,22, u2) o-endliche
Mafiraume, @ € 21 ® 2. Dann:

. hclg c 1 — [0,00], w1 p2(Qu,) ist (A, B)-messbar.
. h2Q 1 Q2 = [0,00], w2 u1(Quy) ist (A2, B)-messbar.

Satz (Existenz von Produktmafen). Die Abbildungen

v A QA — [0, OO], Q— f/—LQ(QUJI)d:Ufl
1951

vo: A @A — [0,00], Q> [ p1(Qua)dpus
Qg

sind Mafle und es gilt fiir alle A; € 2; und Az € A
vi(Ar x Az) = p1(Ar) - p2(Az) = va (A1 x Az)

und somit v; = vo. Dieses Mafl u1 ® p2 = v1 = v2 heifdt
Produktmaf} von pi und po.

Notation. Fiir f:Q; x Q2 — R und w1 € Q1, w2 € Qo schreibe

for 1 Q2 —>ﬁ, wo f(w1,w2), fos t 1 —>R, w1 f(wl,wg)

Lem. Angenommen, f: 1 x Q2 — R ist (21 ® 2, B)-messbar.

Dann ist auch fiir alle w1 € Q1 die Abbildung f,, (22, %)-messbar
und fiir alle wo € Q9 die Abbildung fu, (%1,2)-messbar.

Satz (Tonelli). Sei f € E(Q1 x Q2,21 ® As), dann:

e Qo — [0,00], warr [ fw,dur ist (A2, B)-messbar,
Q

1

e Q1 — [0,00], w1+ [ fw, duz ist (A, B)-messbar,
Q

2

o [fd(m@pu2)= [
1931

J for dpz)dps = [ ([ fup dpa) dps.
Q1 Q02 o9

(

Qo Q2

Satz (Fubini). Sei f: Q1 X Q2 — R (1 ® p2)-integrierbar. Dann
ist fir pi-fast-alle w1 € Q1 der Schnitt fo; po-integrierbar, und die

wi-fast-tiberall definierte Funktion w; — f fuwy dpz ist
Qg
pi-integrierbar. Analoges gilt mit 1 und 2 vertauscht. Es gilt:

Jrdpr @pe) = [ ([ fo, dp2)dpr = [ ([ fu, dpr) dpa.
Q1®0Q2 Q1 Qo Qs O

Alternierende Multilinearformen

Notation. Sei im Folgenden V ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

Def. Eine alternierende k-Form auf V ist eine Abb.

w:VXx...xV =R mit
k-fach
e w ist multilinear, d.h. linear in jedem Argument, d.h. fiir alle
le{l,...,k}und vy,...,v_1,V41,...,0% €V ist
w1, .., V1, =, V41, .-, V) € Hom(V,R).

e Falls v; = v; fiir j < I, dann ist w(v1,...,vj,...,v;,...,05) = 0.
Bsp. Die Determinante ist eine alternierende n-Form auf R"™.
Notation. A*V* := {k-Formen auf V} fiir k € N*

Bem. A'V* =V* AV* =K=R

Lem. Seiw € AV*, 0 € Sy, dann gilt:

s Vk)-

W(Vg(1)s- -1 Va(k)) = s80(0) - w(v, ...

Def. Fiir ¢1,...,¢, € A'V* = V* ist das Dachprodukt
d1A ... Adp € AFV* definiert durch

PL N NPV X...xV =R

o1(v1)  ¢1(v2) o1 (vk)

p2(v1)  ¢p2(v2) b2 (vk)
(vi,...,vE) — det . . .

o ("Ul) br (Uz) o (.’Uk)

Eigenschaften. e Das Dachprodukt von Elementen aus V* ist in
jedem Argument linear.

e Fiir o € S, gilt (z)o-(l) A /\d)o(k) =sgn(o) (1 A... A Pk).

Prop. e Ist {¢1,...,¢n} eine Basis von V*, dann ist
{ji Ao A5 |1 <1 < j2 <...<ji <n} eine Basis von ARV

o dim(AFV*) = (7) o A¥V* = {0} fiir k > n

Prop. Seien ¢1,...,¢p € V* und A = (aj;;) € RF*F gegeben. Dann

k
gilt fiir ;== > ajp € V*,j=1,... k:
=1

P1A . Apgp =det(A) - (p1 A... A ).
Satz. Seien k,l,m € N*. Dann gilt:
e Es gibt eine eindeutig bestimmte bilineare Abbildung
(AFV*) x (AlV*) — ARy
sodass fiir w = ¢1 A ... Agp und & = ¢1 A ... Ay (¢, i € V*) gilt:
GLAAGR)AGLA . AG)=P1 A AP AdLA... Ay

e Sei {¢1,...,dr} eine Basis von V*, dann gilt fiir
w = Z ailmik (¢11 A A ¢1k) und w = Z ?i_jlu-jk((z)jl VANAN ¢jk):

(w, @) —» wA@,

i1 <. . <ig J1<-<Jk
WAD = Z(a”zk ~&j1...jl) . ((;511 /\"'A¢ik /\(15j1 /\.../\¢jl)
1< <ig
J1<...<J1
Differentialformen

Notation. Sei im Folgenden u € U @ R"™.
Setze T, U := {u} x R" = {(u, V)|V € R"} ¥ R"

Bem. T,U ist ein R-Vektorraum mit

o« (V) (W)= (@ V+W), o AwV) = (V).

Bem. Fiir U1,Uz @ R™, u € Uy NU; gilt T,,U; = T, Us.

Def. e Tangentialbiindel an U @ R™: TU = | | T, U
uelU

e Dualraum von T,,U: T}, = {a: T,U — R| & linear }

e Kotangentialbiindel an U: T*U = || T, U
uelU

e Einsform (Differentialform von Grad 1, Pfaffsche Form) auf U:
w:U—=TU mit w(u) €T, U
Bsp. Sei f: U — R total diff’bar, dann heifit die Einsform
df : U —=>T*U, ur (u,V)— Dyf(V) totales Differential.

Notation. z; : U = R, (u1,...,un) — u;



Bem. dxzj(vi,...,vn) =v;

Def. Eine k-Form auf U, k € N*, ist eine Abbildung

w:U = [ |AFTIU mit w(u) € ARTFU fiir alle u € U.
uelU

Eine 0-Form ist eine Abbildung w: U — R.
Beob. Sei w eine k-Form auf U, dann gibt es (Z) Funktionen
firge : U =R, 1< 41 <... <jg <n,sodass

w = ijl.“jkdmjl VANIAN diﬂjk.

J1<...<Jg

Def. Die k-Form w auf U heifit stetig/diff’bar/C*, wenn alle W)
Abbildungen fj,...;, : U — R stetig/total diff’bar/C* sind.

Beob. e {k-Form auf U} ist Modul tiber {f : U — R}

e Fiir eine k-Form w und eine [-Form 7 ist w A n definiert durch
(wAM)(u) = w(u) An(u) fir u € U eine (k+1)-Form auf U.

Def. Seiw =3 fj;...j, (dzj; A...Adxj, ) eine diff'bare k-Form auf
J1<.--<Jk
U, dann heifit die (k+1)-Form

dw =3 dfj,...5, Adzj; A...Adzy, HuBere Ableitung.

J1<...<Jjg

n
Bem. e Fiir eine diff’bare Einsform w = ) f;dx; auf U gilt
j=1

dw= > (% — %) dz; A dx;.

j<i\Oz; Oz,
e Eine diff'bare (n—1)-Form w auf U kénnen wir schreiben als
n . —_—
w= Y (DI fider A Ada AL AT,
Jj=1

mit total diff’baren Funktionen f; : U — R. Dann ist

dw:(i%

)da:l/\.../\dxn.
j=10z;

Satz. & d(wAn) =dwAn+ (—1)FwAdy
e dQAwi 4+ w2) = Adwy +dwz e d(dw) =0, falls w C? ist

Def. Sei U @ R", Uc R™, ¢: U — U total diff’bar und w eine
k-Form auf U. Die k-Form ¢*w auf U, welche durch

(¢"w(@) (X1, ..., Xp) = (w(d(@)))(Dap(X1), - - -, Dad(Xy))

fiir alle @ € U, X1,...,Xg € TU definiert ist, heift
Riicktransport von w iiber ¢.

Anmerkung. Sei ¢: U — U total diff’bar. Sei u € (7, dann ist
Dﬁ(ﬁ : Tafj — T¢(E)U linear.

Satz. Sei U R}, UcR™, Uc R undv: U U und ¢: U > U
total diff’bar. Seien w,w1,ws k-Formen auf U, n ein [-Form auf U
und A € R. Dann gilt

o ¢"(Awr +w2) =A™ (w1) + @™ (w2) (Linearitét)
o ¢"(wAn) = (¢*w) A (¢™n) (Vertriglichkeit mit A)
* Y (¢*w) = (po)'w (Funktorialitét)

d(¢*w) = ¢* (dw), falls w diff’bar und ¢ eine C2-Abb. ist
e Wennw = Y fj..5,dzj; A...Adzj, 1 U — R, dann gilt:
J1<..<Jk

Prw= ¥

J1<...<Jk

(fjl”‘jk o ¢)d¢j1 VANAN d(ﬁjk_

Def. e Fiir k£ > 1 heifit eine k-Form auf U exakt, wenn es eine
diff’bare (k—1)-Form n auf U gibt, sodass w = dn.

e FEine diff’bare k-Form w auf U heifit geschlossen, wenn dw = 0.
Beob. Jede diff’bare exakte k-Form auf U ist geschlossen.

Def. Eine Teilmenge U C R™ heifit sternférmig, falls es einen
Punkt ug € U gibt, sodass fiir alle anderen Punkte u € U die
Verbindungsstrecke von ug nach u in U liegt.

Lem (Poincaré). Ist U sternférmig, dann ist jede geschlossene,
stetig diff’bare k-Form mit £ > 1 auch exakt.

Bem. Statt Sternformigkeit kann man auch nur
Zusammenziehbarkeit fordern.

Lem. Sei U @ R” und V © R™"t! = R x R™, sodass der Zylinder
[0,1] x U in V liegt. Sei o eine geschlossene stetig diff’bare k-Form
auf V mit kK > 1 und sei ¢, : U =V, u s (r,u) fiir r € {0,1}. Dann
gibt es eine stetig diff’bare (k—1)-Form n auf U mit ¢jo — @50 = dn.

Vektoranalysis
Def. Sei f:U — R stetig diff’bar, dann heifit das stetige Vektorfeld
gradf: U - R", uw— (%(u), e %(u))T Gradient von f.

Def. Sei F = (Fy,...,F,)T : U = R" ein C'-VF, dann heift

oF;
oz

n
divF:U—=R, u~— Divergenz von F'.
Jj=1

Def. Ist n=3 und F = (Fy, Fp, F3)T : U — R? ein C'-VF, dann ist
die Rotation von f definiert als folgendes Vektorfeld:

. 3 OF3 _ 0Fy 0F, _ 9F3 8Fy _ 9F\T
rot F o U =R, ue (822 dx3’ Oxs dxzy’ Oxq 812) (u)
Physiker-Notation. Nabla-Operator: V = (L L)T
y : perator: V= (557, g

Damit schreibt man auch:

gradf=Vf, divF=V.F, rotF=VxF

Physiker-Notation. Fiir Vektoranalysis im R3 verwendet man:
ds = (dz1, dwy, dw3) T

dS := (dwg A dzs,dzs A dzy, dzy A dog)”
dV = dx1 Adxo Adxs

Bem. Sei w; eine i-Form auf U @ R fiir i € {0,1,2,3}. Dann gilt fiir
passende f,g: U — R und Vektorfelder F, G : U — R3:

wo=f, wp=F-ds w2:G~d§, w3 = gdV
Angenommen, f,g, F,G sind stetig differenzierbar. Dann gilt:

df =grad f-d5, d(F-d8) =rotF-dS, d(G-dS)=divGdV

Lem. Fiir f: U — R und F : U — R3 zweimal stetig diff’bar gilt
rot(grad f) =0 und div(rot F') = 0.

Lem. Sei U @ R" sternférmig und F, G : U — R? stetig diffbar.
e Wenn rot F' = 0, dann ex. f : U—R stetig diff’bar mit F' = grad f.
e Wenn divG = 0, dann ex. F:U—R? stetig diff’bar mit G=rot F.

Integration von Differentialformen

Def. Sei U @ R", w = fdz1 A...Adzy, eine n-Form, wobei f : U—R

Lebesgue-integrierbar sei. Fiir eine Borel-Menge C C U heifit dann
Jwd:= [fdrx, €R Integral von w iiber C.
C C

Def. Seien U,U @ R”. Ein C'-Diffeomorphismus ¢ : U — U heiBt

e orientierungserhaltend, wenn det(Jgz¢) > 0 fiir alle & € U,

e orientierungsumkehrend, wenn det(J;¢) < 0 fiir alle 4 € U.

Lem. Seien U,U @ R” offen und ¢ : U — U total diff’bar. Dann gilt
fiir eine n-Form w = fdxz1 A ... Axy auf U:

¢*w = ((fo¢)- det(D¢))dz1 A... Adan

Satz. Seien U,U @ R, C C U kompakt, ¢ : U — U ein C'-Diffeo
und w = fdzi A ... Adz, eine stetige n-Form auf U. Dann gilt:

e Wenn ¢ orientierungserhaltend:

Jfddn = fw= [¢*w

#(C) #(C)  C
e Wenn ¢ orientierungsumkehrend: [fdi, = fw = —[¢*w
#(C) #(C) ¢



Bem (Teilung der Eins). Setze
1 ..
g:R—=R, z+— {exp(m), fiir o] <0
0, fiir |z| > 1
G:R—>R, z— > glz—k)
kEZL
hy R R, z gg(;f) fiir alle k € Z.

Dann gilt h € C*°(R,R) und supp(hi) = [k—1, k+1] fiir alle k € Z.
Die Menge {hy | k € Z} bildet eine Teilung der Eins, da

VzeR : hi(x) = g(x;k) = 11 gz —k)=1.
kze:Z lcze:Z G=) a )kze:Z

Integration von Differentialformen auf UMFen

Def. Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (UMF) des R™
ist eine nichtleere Teilmenge M C R"™, sodass fiir alle z € M gilt:

IV oR” : Ha:ﬁﬁvDiﬂeoz
SMNU)=Vn{(z,.. 0| z1,. ..,z € R}V NRF

3 Umgebung U von x :

X, 0,
Nomenklatur. %: U — V heiBt UMPF-Karte, notiert ((Z, l~])

Notation. Fiir n > k: 7 : R — R¥, (1, yzn) = (T1,...,Tk)-

Notation. U:=MNU, V :=m,(V)

Def. A= {($;,U;) |i € I} mit M C |J U; heift UMF-Atlas.
UMF-Karten von M

Beob. Sejvgz UV UMF-Karte von M, dann ist
U=MUU @M und V =V NR*¥ @ R* (bzgl. Relativtopologie).

Def. Sei a: U — V eine UMF-Karte mit z € U = M N U. Dann
hei8t der Homéo ¢ := w0 |y : U — V Karte von M um =z.

Def. Sei A = {(¢:,U;)|i € I} ein UMF-Atlas, dann heifit die Menge
der davon induzierten Karten A = {(¢;,U;)|¢ € I} Atlas von M.

Def. Ein Atlas A = {(¢:,U;)|i € I} heiit orientiert, wenn alle
Kartenwechsel, das sind die Diffeomorphismen

¢jo ¢;1‘¢',;(U,;I’7Uj) 10U NU5) = ¢5(U; N Uy )
fiir 4, j € I mit U; N U; # 0 orientierungserhaltend sind.

Def. e Eine UMF M von R™ heift orientierbar, wenn M einen
orientierten Atlas besitzt.

e Zwei orientierte Atlanten A;, A2 von M heiflen gleichorientiert,
wenn A = A; U As ein orientierter Atlas ist.

e Eine Orientierung auf einer orientierbaren UMF M ist eine
Aquivalenzklasse bzgl. der Aquivalenzrelation

Ay~ A

auf der Menge der Atlanten auf M.

e M orientierbare UMF, [A] Orientierung von M, dann heift
(M, [A]) orientierte Untermannigfaltigkeit.

;<= Aj und A3 sind gleichorientiert

e Ein orientierter Atlas A’ von (M, [A]) heifit positiv orientiert,
wenn A’ € [A].

Notation. Folgender Diffeomorphismus ist orientierungsumkehrend:

TZRm_)Rmv (xlv---axm)H($17---773m71,_$m)

Def. Sei (M, [A]) eine orientierte UMF, A = {(¢;,U;) |i € I} ein
positiv orientierter Atlas. Dann ist auch
A ={(¢;,Us) i€ I} mit ¢} =70¢;: Ui —7(V;)

ein orientierter Atlas von M, aber A’ & [A].
Dann heit —[A] := [A’] die zu [A] entgegengesetzte Orientierung.

Bem. Wenn (M, [A]) nicht zusammenhéngend ist, gibt es nicht nur
die zwei Orientierungen [A] und —[A].

Def. Sei U @ R™ und M C U eine orientierbare k-dimensionale
UMF und [A] eine Orientierung von M. Sei w eine stetige k-Form
auf U. Sei auflerdem C' C M kompakt.

e Angenommen, es gibt eine Karte ¢ : U — V mit C C U in einem
positiv orientierten Atlas A von (M, [A]). Dann setzen wir

Jwi= [fw= [(p7H*w.

C  (C[AD) ¢(C)
e Angenommen, es gibt keine solche Karte. Dann wihlen wir eine
passende Teilung der Eins, also eine endliche Familie

{aj : C = Rstetig|j € {1,...,r}} mit Ve € C : Y aj(z) =1,
i=1

sodass es fiir jedes j € {1, ...,r} eine Karte ¢; : U; — V; aus einem
positiv orientierten Atlas von (M, [A]) mit supp(a;) C Uj gibt.
Setze C; = supp(a;) N C fiir j € {1,...,7} und definiere

Jw:=fw:= Xr: J (&joéf)j_l)’(‘ﬁj_l)*w'

O (CAD)  I=1e;(Cy)

Notation. Hy = {(z1,...,2x) C R* |z1 < 0} heit Halbraum.

Bem. 0Hj, = {(0,x2,...,2;) € RF |2o,..., 2, € R}

Beob. 9Hj, ist eine (k—1)-dimensionale UMF von R* mit Atlas
A = {(8,0Hy)}, wobei die Karte  definiert ist durch

B:RF - RE,

B:RF 5 RFL

(1, 28) = (z2,..., 28, 21),

(07x27"'a1'/€) = (22,...,$k)~

Def. Sei C C M C R™, wobei C kompakt und M eine k-dim. UMF.
Ein Punkt € M heifit Randpunkt von C relativ zu M, wenn gilt:
VUGM mitzeU : UNC#Q und UN (M \ C) #0.

in der Relativtopologie

Notation. 9);C = {Randpunkte von C relativ zu M}

Def. Sei C C M C R™, wobei C kompakt und M eine k-dim. UMF.
Dann hat C glatten Rand in M, wenn gilt: Fiir alle 2 € 9/ C gibt es
eine UMF-Karte ¢ : U — V mit x € U, sodass fiir die Karte ¢ gilt:

e H(UNC)=VNH o H(UNIyC)=VNIH

Def. Eine UMF-Karte (¢, U) (bzw. eine Karte (¢, U)), die diese
Bedingungen erfiillt, heifit Rand-adaptiert.

Notation. p:R" = R", (21,...,&n) — (T2, ..., Tk, T1, Thp 1, o) Tn)

Lem. Sei M C R" eine k-dimensionale UMF mit £ > 2 und C C M

ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann gilt:

e Es gibt einen UMF-Atlas A = {(¢;,U;) |i € I} bestehend aus
bzgl. C' Rand-adaptierten UMF-Karten von M.

e Ist A ein solcher UMF-Atlas, dann ist ein UMF-Atlas von 95,C"

A ={(¢,U)]i eI} mit ¢, :=pod

Insbesondere ist 9y C eine (k—1)-dimensionale UMF.

e Ist M orientiert, dann gibt es einen positiv orientierten, Rand-
adaptierten Atlas A = {(¢;,U;) |4 € I} von M. Sodann ist A" ein
orientierter UMF-Atlas von 9y, C.

Def. [A'] heifit induzierte Orientierung auf 9,,C.
Lem. Sei w eine stetig diff’bare (k—1)-Form auf R¥ mit kompaktem
Trager. Dann gilt:

Jdw= [w.

Hy, 8Hy,

Satz (Stokes). Sei M C R" eine orientierte k-dim. UMF von R™
und C' C M kompakt mit glattem Rand 93;C. Sei U @ R™ mit
M C U sowie w eine stetig diff’bare (k—1)-Form auf U. Dann gilt
(bzgl. der induzierten Orientierung auf 9y, C):

Jdw= [w
C o C

Kor. Sei w stetig diff’bare (k—1)-Form auf U @ R*, M C U eine
orientierte k-dimensionale kompakte UMF. Dann gilt: [dw =0
M

Satz (Divergenzsatz). Sei C C U @ R™ kompakt mit glattem
Rand, C° #0, C = C°, G : U — R™ ein C'-Vektorfeld, dann gilt:
J(div@)dAn, = [ (G,v)dA.
c 8¢
Def. Eine (n—1)-dimensionale UMF M C R" heifit Hyperfléche.

Def. Sei M C R" eine UMF und c: (—¢,€) = R™ C* mit
im(¢) C M, dann heiBt der Vektor (c(0),¢'(0)) € Ty 0)R"
Tangentialvektor an M in ¢(0) = z.

Def. Die Menge aller Tangentialvektoren
ToM = {(z,v) € ToR"™ | (z,v) Tangentialvektor an M in x}
heiffit Tangentialraum an M in x.

Prop. Sei 5: UV (mit U,V @ R", ¢ ein Diffeomorphismus) eine
UMF-Karte von M um z und ¢ sei die induzierte Karte. Dann gilt

ToM = {z} x D(¢~)(6(@){y € R™ |yh1 = ... = yn = 0}
= {a} x span{816™ 1 (¢(2)), ..., O™ (6(2))}.
Def. N,M = (T;M)* heiBt Normalraum an M in X



Def. Sei M C R™ eine Hyperfliche. Eine stetige Abb. v : M —S"!
heift Einheitsnormalenvektorfeld (ENF) auf M, wenn

Vz e X : (z,v(z)) € No M.

Def. Sei (M, [A]) eine orientierte HF in R"™. Ein ENF
v: M — 5" ! heifit positiv orientiert, wenn

Vo eU : det(v(z), 816 H(p(x)), ., On_16~ H((x))) > 0,

wobei (¢,U) eine positiv orientierte Karte von M.

Satz. Sei M C R" eine Hyperfliche.

o Ist [A] eine Orientierung von M, so gibt es ein eindeutig
bestimmtes positiv orientiertes (bzgl. [A]) ENF auf M.

e Ist v ein ENF auf M, dann tragt M genau eine Orientierung,
sodass v positiv orientiert ist.

Def. Sei ¢p: 0CNU — V @ R" eine Karte von 9C. Dann heifit

= g4 R2X2 (01071 (9),0107 1 (v)) (82071 (v),8167 1 ()
g=9¢:V = ’ ”H(wm*l(v),aw*l(v» <az¢*1<v>,az¢*1<v>>)

1. Fundamentalform von 0C bzgl. ¢.

Def. Sei M C R" eine k-dimensionale UMF mit endlichen
UMF-Atlas und {(¢;,U;)|j =1,...,m} der davon induzierte Atlas.

m.o
Ist nun {a; |j =1,...,m} eine stetige Teilung der Eins auf (J U;
i=1

m ~
mit o (x) =0 fiir x € (U U;) \ Uj. Das Oberfléichenintegral einer
=1

stetigen Funktion f : M - R ist

ijfds:i”: I (g £) o 67" /det(gg, ) dr

J=1¢;(U;)

Satz (GauB-Ostrogradski). Sei U © R?, G = (G4, ...
ein C!-Vektorfeld und C C U kompakt. Dann gilt

[div@)dV = [G-dS,  [(div@)drs = [ (G,v)dS
C oC C oC

,Gg)T:U—)]RB

Def. Sei f: R" =R stetig, 7 : [a,b] = R™ eine C!-Kurve. Dann heift

b
Jfds:= [f(v(t))- |7 ()| dt Kurvenintegral von f lings 7.
¥ a

Satz (Stokes, klassisch). Sei Ucw R3, M C U, eine 2-dimensionale
UMF (also eine HF) mit positiv orientierten ENF v. Sei C C M
kompakt mit glattem Rand und 7 das Einheitstangentialvektorfeld
von 8;C. Dann gilt fiir ein C'-Vektorfeld F : U —R3:

J (F,7)ds = [(rot F,v)dS
C C

oM

Bem. Wir identifizieren R? 2 C mit (z, y)T — x + 1y.

Def. Sei U C C eine Ct-Abbildung f : U — C heifit holomorph,
wenn ihre (totalen) Ableitungen in jedem Punkt von U C-linear sind.

Beob. Eine C!-Abbildung f = u + iv : U — C ist genau dann
holomorph, wenn folgende Differentialgleichungen von
Cauchy-Riemann erfiillt sind:

O1u = Oov, und Oou = —01v

Def. Sei v:][a,b] —C stetig diff’bar und f:C— C stetig. Dann heifit
b
[fdz = [f(x(t))-+/(t)dt komplexes Kurvenintegral.
oY a

Satz (Cauchyscher Integralsatz). Sei V @ Cund f:U — C
holomorph. Sei ferner v : [a,b] — C eine glatte reguliire einfach
geschlossene Kurve und C' C C das Kompaktum, welches vom Bild
von vy berandet wird. Dann gilt

Jfdz=0.
¥
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