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81. Grundproblemstellung

senden empfangen

Datenquelle ——— Kanal Senke

Die Daten liegen bereits digitalisiert vor. Mit dem Problem wie
Daten wie bspw. nat. Sprache moglichst effizient codiert werden,
befasst sich die Informationstheorie. In der Codierungstheorie geht
es darum, Daten mit einer Kanalcodierung so zu iibersetzen, dass
Fehler, die bei einer Ubertragung iiber einen fehlerhaften Kanal,
korrigiert oder zumindest bemerkt werden.

codieren senden

f:
Datenquelle ———— Code ——— Kanal empfangen,

O

decodieren

Senke

Code
E—1

82. Formalisierung der Grundbegriffe

Def. Ein Alphabet ist eine Menge @ mit g > 1 Elementen,
typischerweise {0,1,...,q — 1} & Z,.

Bem. Zgq tragt die Struktur eines Ringes. Falls g eine
Primzahlpotenz ist, so gibt es einen Korper Fy mit ¢ Elementen.

Def. Sei n > 1. Eine nichtleere Menge C' C Q™ mit ¢ = |Q| heifit

Blockcode der Liange n iiber QQ oder g-nédrer Code der Linge n.
Jedes ¢ = (c1,...,¢n) € C heifit ein Codewort. Falls M = |C|, so
nennt man C einen (n, M)-Code iiber Q.

Def. Die Informationsrate von C' ist dann R(C') := logq(M)/n.
Falls |C] = M = ¢*, dann ist R(C) = k/n.

Bem. Ist Q 2 Fy, dann ist Q™ ein F;-VR. Falls C ein Unterraum
von Q" ist, so ist R(C) = dimp, (C)/n.

Def. Der Hamming-Abstand von u,v € Q" ist
d(uvv) = I{Z =1,.. '7n|ui # 'Uz}l

Lem. Der Hamming-Abstand ist eine Metrik auf Q™.

Das Decodierprinzip des nichsten Nachbarn
Notation. Es sei C C Q" ein Code. Wenn y € Q™ empfangen
wurde, so geht man davon aus, dass das gesendete Wort dasjenige
des Codes mit den wenigsten Unterschieden zu y ist, also ein Wort,
welches den Hamming-Abstand d(y, C) := min.ccd(y,c) von y zu C
realisiert. Es existiert i. A. kein eindeutiges solches Element, sondern
eine Menge

Ne(y) = {c|d(y,C) = d(y,©)}.

Def. e Man nennt einen Kanal einen g-ndren symmetrischen
Kanal, falls ein p € R mit 0 < p < (¢ — 1)/q existiert, sodass

P(8 empfangen |  gesendet) = p/q—1
fiir alle 8 # a € Q, also P(o empfangen | o gesendet) =1 — p.
e Ein Kanal heif3t gedidchtnislos, falls fiir alle y € Q™ gilt:

n
P(y empfangen | ¢ gesendet) = [] P(y; empfangen | ¢; gesendet)
i=1
Def (Maximum-Likelihood-Prinzip). Gegeben sei ein Code
C C Q" und y € Q". Gesucht ist ¢ = argmax,coP(y | ¢).

Satz. Es seien ein g-ndrer symm, gedéchtnisloser Kanal und ein

Code C' C Q™ gegeben. Sei y € Q™ und ¢ € C. Dann sind dquivalent:

o Py|¢é) =maxcecP(y|c) o &€ Ne(y)
Def. D: Q"™ — C heifit vollstindige Decodierabbildung, falls
Yy e Q" : D(y) € Ne(y).

Shannons Hauptsatz der Kanalcodierung

Def. Die Kanalkapazitét eines g-ndren symmetrischen Kanal ist
#(q,p) == 10gs(q) + p - logy(#/q-1) 4+ (1 — p) - logy(1 — p)-

Sie ist ein Maf fiir die maximale Information, die iiber den Kanal

iibertragen werden kann. Die Entropiefunktion ist

H(q,p) =1~ x(g,p).

Def. Sei C ein Code und D sei eine zugehorige (vollstindige)
Decodierabbildung. Die Restfehlerwahrscheinlichkeit zu (C, D):

Perr (C) = maxycqgn,ccc P(D(y) # c | ¢ gesendet, y empfangen)
Satz (Shannon). Sei 0 < R < k(g,p). Dann gibt es eine Folge
(Cn)nen von Codes und zugehorigen Decodierabbildungen D, mit:
o () ist ein (n, My)-Code mit Informationsrate R < R(Cr) <k(q,p)
. nlew (Perr(Cn)) =0

83. Fehlerkorrektur und zwei Schranken

Def. Der Minimalabstand eines (n, M)-Codes C iiber Q ist
d:=d(C) == min, o eo,cre dlc, ).
Man sagt dann, C ist ein g-nérer (n, M, d)-Code.
Notation. Fiir u € Q™, £ € N sei By(u) :={z € Q" |d(z,u) < £}.
Def. e Ein Code C heifit ¢(-fehlerkorrigierend, falls
By(c) N By(c') = 0 fiir alle ¢,c’ € C mit ¢ # .
e C heifit m-fehlererkennend, wenn By, (¢c) NC = {c} f.a. c€ C.

e C heifit genau (-fehlerkorrigierend/-erkennend, falls C
m-fehlerkorr./-erkennend fiir m := £ aber nicht m := £ + 1 ist.

Satz. Jeder (n, M,d)-Code C ist genau
e (d—1)-fehlererkennend und e (¢:= |(d—1)/2])-fehlerkorrigierend.

Bsp. C = {000,111} ist ein binérer (3,2, 3)-Code.

Problem. Gegeben: g, Liange n, Minimalabstand d. Gesucht:
Aq(n,d) :=max {M |3 (n, M,d)-Code}

Def. Ein (n, M, d)-Code heifit optimal, falls M = Ay (n,d).

Die Singleton-Schranke

Lem. Seien ¢,n € N, ¢>2,n > 1.

e A4(n,1) = g¢", realisiert durch C = Q".

e Ay(n,n) = q, realisiert durch C' = {(a,...,a)|a € Q} C Q"
e d<d = A4(n,d) > Aq(n,d)

e Sein > 2und d > 2. Dann gilt A¢(n,d) < Ag(n—1,d—1).

Letztere Aussage bekommt man durch Punktieren, d.h. Streichen
einer Koordinate von Q™.

Kor (Singletonschranke). Aq(n,d) < ¢~ 4+!

Def. Ein Code, der die Singletonschranke mit Gleichheit erfiillt,
heiBt ein MDS-Code (MDS = mazimum distance separable).

Bem. Sei C C Q™ ein (n, M,d)-Code, T = {1<t1 <... <t <n}
und 7 : C — QlT‘, cr (ctl,.‘.,ct‘T‘ ). Ist C ein MDS-Code, so ist
7w bijektiv fiir alle T mit |T| =n —d+ 1.

Abelsche Gruppen als Alphabete

Def. Sei (G, +,0) eine kommutative Gruppe.
Das Hamming-Gewicht von z € G™ ist

supp(z) = {i|z; # 0}.

Lem. Sei G wie oben, z,y € G". Dann ist wt(z — y) = d(z,y).

wt(z) = |supp(z)|, wobei

Satz. A4(n,2) = ¢" ! fiir alle ¢ > 2 und alle n > 2.

Beweis. Wir konstruieren einen (n,¢"~1,2)-Code. Sei R ein
kommutativer Ring mit ¢ Elementen, A1,...,A\n,—1 € R Einheiten
und A, := —1. Wir betrachten die Kontrollgleichung

K:R" = R, z+—Xz1+...+Anzn.

Dann ist C := ker(x) ein 1-fehlererkennender Code. O

Lem. Falls \g — A1,...,An — Ap—1 ebenfalls Einheiten sind, so sind
Nachbarvertauschungen als Fehler erkennbar.

Bspe. o Firg¢=2,R=72,A\1 =...=Ap—1 =1 heifit C := ker(k)
Parity-Check-Erweiterung.

10
e Beim ISBN-Code ist R=Z11, A\1=1,..., Ao =9, also k(z) = Y iz;.
i=1

Lem. Fiir z,y € Z5 gilt d(z,y) = wt(z) + wt(y) — 2 - wt(z - y).

Satz. Fiir alle n > 1 und d ungerade gilt A>(n,d) = Aa(n+1,d+1),
realisiert durch die Parity-Check-Erweiterung.

Def. Zwei (n, M)-Codes C, C’ iiber Q heiBen Hquivalent, falls gilt:

Es gibt eine Permutation v auf {1,...,n} und Permutationen
o1,...,0n auf Q, sodass
a: Q" = Q" (z1,-.,2n) = (01(2y(1)s -+ Tn(Ty(n)))

den Code C auf C’ abbildet.

Bsp. A>(5,3) = 4 realisiert durch {00000,11100,00111,11011}


http://timbaumann.info/uni-spicker

Die Kugelpackungsschranke
Lem. Sei Q ein Alphabet, u € Q™. Dann gilt

[ .
Bewl = 3 (7)0@l -1

Satz (Kugelpackungsschranke (KPS)).
Seig>2,n>21<d<n,t:= L%j.Dannist

Ag(n,d) < q"/]éo (?) (q—1).

Def. Ein g-nédrer (n, M,d)-Code C heifit perfekt, falls M gleich der
Kugelpackungsschranke ist.

Bem. Die KPS kann zur Johnsen-Schranke verbessert werden.
Zusammen mit dem letzten Beispiel liefert diese A2(6,3) = 8.

Bsp. Fiir ¢g=2, n=7, d=3 liefert die KGS genau A>(7,3) < 16.
84. Grundlagen zu linearen Codes

Bem. Zu jeder Primzahlpotenz q = p" > 2 gibt es bis auf
Isomorphie genau einen Koérper GFy = Fy; mit ¢ Elementen.

Die Charakteristik dieses Korpers ist p. Ist ¢ keine Primzahlpotenz,
so gibt es auch keinen Koérper mit ¢ Elementen.

Konstr. Sei ¢ = p™, p prim. Dann gibt es ein irreduzibles Polynom
g(x) € Zp[z] mit deg(g) = m. Dann ist Fq := Zp[z]/(g(x))-

Def. Ein Fy-linearer Code der Lénge n ist ein Fg-Teilraum Fy.

Notation. Sei C ein Fy-linearer Code. Sei k := dim(C). Dann ist
|C| = ¢*, also C ein (n,¢")-Code. Man sagt, C ist ein [n, k]-Code.
Ist d der Minimalabstand von C, so: C ist ein [n, k, d]-Code.

Def. Sei C ein Fy-linearer Code mit dim(C) > 1.
Das Minimalgewicht von C ist min{wt(c) |c € C, ¢ # 0}.

Lem. Sei C ein F4-linearer Code mit dim(C) > 1. Dann:
Minimalgewicht von C' = Minimalabstand von C'.
Bsp. Folgender Code ist ein bin. (6,8, 3)-Code bzw. (6,3, 3]-Code:

{0000007 100101, 010110, 001111,

110011, 101010, 011001, 111100 J§ —5Pan{100101,010110, 001111}

Problem. Gegeben sei Fy, die Linge n und der Minimalabstand d.

Gesucht ist A};“(n, d), die bestmogliche Anzahl Worter eines Codes
mit diesen Parametern.

Bem. Klar ist A};"(m d) < Ag(n,d).
Lem. o Agn(n, 1) =q" = Ag¢(n,1)
e d<d = A"(n,d) > Al"(n,d')
e Fiirn>2,d>2ist Ai"™(n,d) < Al"(n—1,d—1).

. A};“(n, n) =q = Aq(n,n)

Da die Parity-Check-Erw. durch eine lin. Abb. geschieht, gilt:
Satz. Ai"(n,2) =¢" 7! = 44(n,2)

Satz. Falls d ungerade, so ist AY%(n,d) = Ai®(n +1,d + 1)

Die Generatormatrix
Def. Sei C ein [n, k]-Code iiber Fg, d. h. es gibt eine injektive
Codierabbildung E : ]F’; — Fg mit im(E) = C. Dann heiflt fiir jede

Basis g!,...,¢" € C von C die Matrix
gl
G = e FZX" eine Generatormatrix von C.
&
g

Bem. Dann ist folgende Abbildung eine Codierabbildung:
E:Fi—C, umuG=3F_ug ccC

Def. Zwei [n, k]-Codes C,C’' C Fy heiflen linear dquivalent, falls

esy € Sy und Ap,..., Ay € F; gibt, sodass die monomiale Transf.

a:Fg =Ty, (@1,...,20) = (M1Zy(1), -+ AnTry(n))

den Code C in C iiberfiihrt.

Def. Ein [n, k]-Code heifit systematisch, falls die ersten k Spalten
seiner Generatormatrix die Standardbasisvektoren sind.

Gewichtsminimale Reprisentanten
Notation. Sei C'C Fy ein UVR. Fiir z,y € Fy schreiben wir

z=y (modC) < z—yeC.

Die zu z € F gehérende Kongruenzklasse modulo C ist z + C.

Def. Ein Reprisentantensystem R dieser Klassen heifit
gewichtsminimal, falls wt(r) = I‘Iélél wt(r + ¢) fiir alle r € R.
c

Satz. Sei C ein [n, k]-Code iiber Fg, R ein gewichtsmin. Représen-

tantensystem mod C. Zu y € Fy sei R(y) € R mit R(y) +C =y +C.

Dann ist D : Fj — C, y — y — R(y) eine Decodierabbildung.

Verfahren (Standard-Array-Decodierung). Speichere die
Werte der Funktion y — R(y) in einer Lookup-Tabelle.

Dann miissen wir zum Decodieren von y nur noch in dieser Tabelle
den Wert von R(y) nachschlagen und ¢ := y — R(y) berechnen.

Dualer Code: Kontrollmatrix, Syndromdecod.

Bem. Sei F ein Kérper, n € N*. Das Standard-Skalarprodukt
<777> (F X F™ — ]Fv (x7 y) = Z?:lxiyi

ist eine nicht-ausgeartete, symmetrische Bilinearform.

Def. Sei C ein [n, k]-Code iiber Fy. Dann heifft C* der zu C
gehorende duale Code.

Achtung. Es ist dim(UJ‘) =n — k, im Allgemeinen gilt aber
UNUL #0, z.B. ist 11011 € F3 senkrecht zu sich selbst.

Def. Die Generatormatrix H von Ct heifit Kontrollmatrix zu C.

Lem. VwG]F;:zEC — HzT =0

Algorithmus (Syndromdecodierung).
Sei C ein [n, k]-Code, H € Fg_kxn die Kontrollmatrix. Dann ist
. —k T
Yy Fy = Fe™", o Ha

eine surjektive lineare Abbildung mit ker(¢ ) = C.

e Sei c € C gesendet, y € Fy empfangen, etwa y = c + e. Wir als
Empfinger kennen jedoch ¢ und e nicht, nur y. Trotzdem kénnen
wir das Syndrom s := ¢y (y) = HcT + HeT = HeT e ngk
berechnen.

e Wahrscheinlich ist e ein gewichtsminimaler Représentant von y.
Sei also R ein minimales Reprasentantensystem.

Dann ist 9 = ¢ |r : R — FI~F bijektiv.

Dann definiert D(y) ==y — ¢~ !(s) eine Decodierabbildung.
Satz. Sei C ein linearer [n, k, d]-Code iiber Fq, H eine Kontroll-
matrix zu C. Dann gilt:

d =1+ max{a € N|je a Spalten von H sind linear unabhingig}

= min {m € N|es gibt m linear abhéngige Spalten in H}

Def. Sei C ein linearer Code der Lange n iiber Fy.
Die Gewichtsverteilung von C ist A = A¢ € N{OLomd it

A() = {w € C| wt(w) =i}, 0<i<n.
Bem. Esgilt Ap =1und A1 = As =...=A4_1 =0 fiir d = d(C).
Def. Ac(2) = fzoAiZk € C[Z] heiBt Gewichtszdhlpolynom,
ARPM(X,Y) =20 A X" Y € CIX, Y]

heifit homogenes Gewichtszéhlpolynom.
Bem. o Ac(Z)=AE™(1,Z) & AF™(X,Y)=X" Ac(%)
85. Hamming-Codes

Lem. Sei C ein perfekter (n, M, d)-Code. Dann ist d ungerade.

Bem. Wir betrachten nun perfekte Codes C' mit ¢t = 1, also d = 3.
Es gilt dann |C| = ¢"/14n(q—1), es ist also 1 + n(g — 1) ein Teiler
von q". Beispielsweise ist fiir ¢ > 2 und n = g + 1 die Zahl
14n(g—1)= ¢? ein Teiler von ¢". Diese Teilbarkeit ist eine
notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir die Existenz
eines perfekten (n, M, 3)-Codes iiber Q mit g = |Q)|.

Lem. Seien p,u,v € N, p > 2. Dann gilt ujv <= (p* —1)|(p* —1).
Prop. Sei C perfekt mit ¢t = 1 iiber @, wobei |Q| = q eine
Primzahlpotenz ist. Dann ist |C| eine g-Potenz.

Bem. Sei nun g > 2 eine Primzahlpotenz, C ein g-nérer perfekter
(n, M, 3)-Code. Dann ist

qk =|C|=M =3d"/14n(qg-1) <= n= (q"_’“*l)/q—l
Wie viele Losungspaare (n, k) gibt es bei festem ¢? Wir setzen
m) = 951 Die
Losungspaare hdngen damit nur noch vom Parameter m ab.

m :=n — k. Dann ist k(m) :=n —m und n(

Satz. Zu jedem m > 2 und zu jeder Primzahlpotenz q > 2 gibt es

. . q’f"._l q7n_1 "
einen linearen perfekten [ T T — ™ 3]-Code iiber Fy.

Kor. Ist ¢ > 2 eine Primzahlpotenz, so gilt

AP (L5E,8) = Ag (554,3) =" T ¥mz2meN




Der binire lineare Hamming-Code

Konstr. Ein bin. Hamming-Code Hamsy(m) (ein [n,n—m, 3|-
Code mit n := 2™ — 1) ist geg. durch die Kontrollmatrix H € Fy**",
welche jeden Vektor aus F5' \ {0} in genau einer Spalte stehen hat.

Algorithmus (Decodierung von bindren Hamming-Codes).
Angenommen, die Spalten der Kontrollmatrix H codieren die Zahlen
1,...,2™ — 1 im Binérsystem und sind geordnet. Sei y € Fy
empfangen worden. Falls Hy = 0, so wurde wsl. y gesendet. Falls das
Syndrom Hy ungleich null ist, so ist vermutlich das j-te Bit gekippt,
wobei j die Zahl ist, deren Bin&rcodierung Hy ist.

Prop. Seim >2,n=2"—1und A € N>LN dje
Gewichtsverteilung des [n,n — m, 3]-Hamming-Codes.
Dann gilt A,,_; = A; fir alle j =0,1,...,2m "1 — 1.

Satz. Die Gewichtsverteilung des biniren [7, 4]-Hamming-Codes ist
A=(1,0,0,7,7,0,0,1).

Bem. Sei C = Hamy(3), C3 := {c € C'| wt(c) = 3}. Fiir ¢ € C3 seien
P(c):={i=1,...,7|c¢; = 1} die Positionen der in ¢ gesetzten Bits.
Falls ¢ € P(c), so sagen wir, dass ¢ auf der Geraden c liege.

Dies definiert die folgende geometrische Struktur:

Die_Heilietii les-Tod
Fano-Ebene

S1(2, 3, 7)-Blockplan
Steinersystem

Projektive Ebene PG(2,F2)

Wir bemerken, dass jede Gerade drei Punkte enthilt, jeder Punkt
auf drei Geraden liegt, durch je zwei verschiedene Punkte genau eine
Gerade verlduft und jedes Paar von Geraden sich in genau einem
Punkt schneidet. Die Vierecke in der Fano-Ebene sind die
Komplemente von Geraden. Sie entsprechen den Codeworten mit
Hamming-Gewicht 4.

Satz. Die Parity-Check-Erweiterung des [7,4]-Hamming-Codes ist
ein bindrer [8,4,4]-Code. Dieser ist selbst-dual und optimal.
Sein homogenes Gewichtszihlpolynom ist X8 + 14X4v4 4 v8.

g-nidre lineare Hamming-Codes
Konstr. Wir definieren auf A := Fy" \ {0} eine Aq’relation durch

U~U = El)xE]F;< Du = Av.

Wir setzen P := PG(m — 1,Fq) .= A/~. Es gilt |P| = ¢"-1/¢—1 =n.
Sei v1, ..., vn ein Representantensystem der Aquivalenzklassen.
Dann definiert die Kontrollmatrix Hq(m) := (v1 ---v,)T € Fxn
den ¢g-nidren Hamming-Code Hamg(n).

Bem. Wir wihlen das Representantensystem wie folgt:

0 0 1
*
: u U...uU : ,
0 0 .
0 1 *
1 * *

also so, dass der erste Eintrag # 0 jedes Vektors eine 1 ist.

Algorithmus (Decodieren des g-néren Hamming-Codes).

Sei y empfangen mit hochstens einem Fehler. Berechne das Syndrom
s = Hy(m)yT. Falls s = 0, so ist D(y) :=y. Angenommen, s # 0. Sei
¢ minimal mit s; # 0. Dann ist s/s; eine Spalte von Hg(m), etwa die
{-te Spalte. Decodiere D(y) :=y — s; - eg.

Die Familie der Simplex-Codes

Def. Sei g > 2 eine Primzahlpotenz und m > 2.
Der Code Sim,(m) := Ham,(m)* heift Simplex-Code.

Bem. Simg(m) ist ein [n, m]-Code.

Satz. Simg(m) ist gewichtskonstant, d. h. jedes vom Nullwort
verschiedene Codewort hat Gewicht ¢™ 1.

m—1

Bem. Also ist Agim,(m)(2) =14 (¢™ —1)- 27

Gewichtsverteilung der biniren Hamming-Codes

Wir betrachten den bindren Hamming-Code C' = Hama(m) C Fy
mit n = 2™ — 1.

Lem. Fiir 2 < /¢ < n gilt die Rekursionsgleichung
n
(e— 1) —(n—042) Ao+ Apr + - Ay

Satz. Das Gewichtszdhlpolynom von C' ist
Ac(2) = (14 2)" + (1 2) "7 (1= )2,

n

86. Golay-Codes und ihre Erweiterungen

Ziel. Konstruktion des bindren Golay-Codes G(23) und seiner
Erweiterung G(24) und des terniren Golay-Codes G(11) und seiner
Erweiterung G(12). Diese vier Codes sind optimal, G(23) und G(11)
sogar perfekt.

Existenz perfekter Codes

Prop. Ist n > 3 ungerade, so ist der binédre n-Wiederholungscode
ein perfekter Code, der sogenannte triviale perfekte Code.

Bem. Es sei d > 5 (d.h. wir schliefien z. B. die Hamming-Codes
aus), ¢ eine Primzahlpotenz. Durch Computer-Suche kann man
zeigen: Fiir n < 1000, logq(M) < 1000 und ¢ < 1000 kénnte es nur
perfekte lineare Codes mit folgenden Parametern geben:

e ¢=2,n=23,d=7 M =2'? =4096

e g=2,n=90,d=5 M=2"8

e g=3,n=11,d=5 M =3%=729

Satz. Es gibt keinen biniren (90,278, 5)-Code.

Beweisidee. Angenommen, C wire ein solcher Code. Man zeigt,
dass es fiir jedes w € F3° mit wt(w) = 3 genau ein p(w) € C mit
supp(w) C supp(p(w)) und wt(p(w)) = 5 gibt. Somit ist die
Abbildung ¢ : X — Y mit

X = {w € FY | wt(w) = 3 und w1 = wq = 1},

Y ={ceC|wt(c)=6und ¢ =co =1}

surjektiv. Die Fasern ¢~ 1(c) haben je drei Elemente.

Wegen C.{ E— % & N folgt der Widerspruch. O

le=1(e)] —
Bem. Tietdviinen sowie Zinov’ev und Leont’ev konnten zeigen, dass
jeder g-nére t-fehlerkorrigierende perfekte Code mit Primzahlpotenz
g > 2 und t > 2 entweder ein binérer (23, 212, 7)-Code oder ein
terndrer (11,3%,5)-Code ist.

Mit einer Methode aus ihrem Beweis lédsst sich ein alternativer

Beweis des letzten Satzes fiihren:

Satz. Sei q eine Primzahlpotenz, C ein perfekter g-néirer
(n, M, 2t + 1)-Code. Dann hat das Lloyd-Polynom

J t—j

¢ . X -1\ m—1-X
LX) = 3 (=17 - (a= 0 (7 ) )
Jj=0
mindestens ¢ verschiedene Nullstellen in {1,...,n}.

Bsp. Fir n =90, ¢ =2,t =2 ist L2(X) = 2(X? — 90 4 2003).
Dessen Diskriminante ist 88, also keine Quadratzahl. Somit besitzt
L2(X) keine natiirlichen Nullstellen.

Selbstduale Codes
Def. Ein Code C heiit selbstdual, falls C = C*.

Prop. Sei C ein binirer selbst-dualer Code (insb. linear). Dann gilt:

e Jedes Codewort hat ein gerades Gewicht.
e Vce C : 4|wt(c) < C hat eine Basis B mit Vb € B : 4| wt(b)

Prop. Fiir jeden terniren selbstdualen Code C gilt VceC : 3| wt(c).

Der bindre Golay-Code und seine Erweiterung

Konstr. Sei C1 der [7,4,3]-Hamming-Code und C; dessen
Parity-Check-Erweiterung. Die Generatormatrizen dieser Codes sind

11010 0 0 1
001 1 0 1 0 0 — 1
Gi=lp 0 1 1 0 1 o] Pow Gi=| G|y
000 1 1 0 1 1

Dann ist Cy eine selbstdualer [8, 4, 4]-Code iiber Fs.
Sei G2 die Matrix GG1 mit Spalten in umgekehrter Reihenfolge,

00 0 1 0 1 1
001 01 1 0
G2=1p 1 0110 0
101 1 0 0 O

der Code C2 von G2 erzeugt, Cs die Parity-Check-Erw. von Ca.
Dann ist C3 ein selbstdualer [8,4, 4]-Code.



Satz. Sei I' C F2* definiert durch
I':={(a+ f,b+ f,a+b+ f)|a,be Cy,feC2}
Dann ist I" ein selbst-dualer binérer [24, 12, 8]-Code.

Def. T wird erweiterter bindrer Golay-Code G(24) genannt.

Satz. Es gibt einen perfekten binéren [23,12, 7]-Code, den
Golay-Code G(23). Diesen erhilt man aus G(24) durch Streichen
einer Koordinate.

Bem. Umgekehrt ist G(24) eine Parity-Check-Erw. von G(23).

Satz. e Ag(as)(2) = 1(z0 + 2*) + 759(2% + 2'°) + 2576212
o Ags(2) = 1(2%4223) +253(2+216) 4506 (28421°) + 1288 (21 14212)

Bem. G(24) hat eine Generatormatrizen der Form G1 = [E|M| und
G2 = [M|E], wobei M symmetrisch ist. Beide Matrizen sind
gleichzeitig auch Kontrollmatrizen. Die Matrix M hat dabei
besondere Eigenschaften, die man zum Decodieren ausnutzen kann.

Der ternire Golay-Code und seine Erweiterung

Satz. G(12) := Q C Fi? sei der Code mit Generatormatrix
G = [Es|M] € FS*12, wobei

1 1 1 1 1 0
0o 1 2 2 1 2
1 01 2 2 2
M 2 1 0 1 2 2
2 2 1 0 1 2
1 2 2 1 0 2

Dann ist Q ein selbstdualer [12, 6, 6]-Code iiber F3.

Satz. Es gibt einen [11, 6, 5]-Code iiber F3. Dieser ist perfekt und
heilt ternéirer Golay-Code G(11).

Konstr. Streichen der letzten Koordinate von G(12).

87. Verbindungen mit der Designtheorie

Def. Eine Inzidenzstruktur (IS) ist ein Tupel D = (V, B, I) mit
e einer (nichtleeren) Menge von Punkten (oder Knoten) V,
e ciner (nichtleeren) Menge von Blécken (oder Geraden) B und

e ciner Inzidenzrelation I CV x B.
Notation. pIB :<= (p,B) eI

Bem. Wir konnen die Inzidenzrelation durch eine Matrix
M e CIVIXIBl darstellen, welche Eintrége in {0, 1} besitzt.

Def. o(p) :={B € B|pIB}, 0(B) := {p € V| pIB} heifien Bahnen.
Def. D heifit einfach, falls o injektiv ist.

Notation. Falls D einfach ist, kann man B als Teilmenge von P (V)
auffassen. Man schreibt daher p € B :<= pIB.

Notation. v:=|V|, b:=|B]

Def. Eine endl. IS D = (V, B, 1) heift linearer Raum, falls
e |0(B)| > 2 fiir alle B€ B
o lo(x)No(y)|=1firalex#yeV.

Satz. Sei D ein lin. Raum. Dann gilt entweder b = 1 oder b > v.

Bsp. Die Inzidenzstruktur

V=Az1,...,2p—1,20}, B={Li,...,Ly—1,B}
o(Li) = {z;, zo}, o(B) ={z1,...,zv—1}
ist ein linearer Raum mit b = v. Dieser besitzt einen Block, der alle

Pkte bis auf einen enthilt und dual einen Punkt, der in allen Blécken
bis auf einen liegt. Solche Inzidenzstrukturen heilen entartet.

Lem. Fiir je zwei Punkte z, y eines nicht-entarteten Raumes gibt es
eine Gerade, die weder « noch y enthélt.

Def. Ein nicht-entarteter linearer Raum mit v = b heif3t eine
(endliche) projektive Ebene.

Satz. Sei m = (V, G, €) eine projektive Ebene. Dann gilt:
e Je zwei verschiedene Geraden schneiden sich in genau einem Pkt.
e Es gibt ein n € N mit n > 2, sodass:

— Jede Gerade enthilt n 4+ 1 Punkte.
— Jeder Punkt liegt auf genau n + 1 Geraden.
—b=v=n’+n+1

Def. n heiit Ordnung von 7.

Bsp. Die Fano-Ebene ist die projektive Ebene der Ordnung 2.

Fakten. e Es gibt keine proj. Ebene der Ordnung 10.

e Jede heute bekannte proj. Ebene hat Primzahlpotenzordnung.
e Zu jeder Primzahlpotenz q > 2 ex. eine proj. Ebene der Ord. q.
e FEs ist nicht bekannt, ob eine proj. Ebene mit n = 12 existiert.

Satz (Bruck, Ryser). Sei n > 2. Angenommen, n = 1 mod 4 oder
n =2mod 4. Sei n = p?l e ~p?l eine Primfaktorzerlegung von n.
Gibt es ein ¢ mit p; = 3 mod 4 und a; ungerade, so existiert keine
projektive Ebene der Ordnung n.

Kor. Ist n =6 mod 8, so gibt es keine proj. Ebene der Ordung n.

Satz. Sei g > 2 eine Primzahlpotenz. Dann gibt es eine projektive
Ebene der Ordnung gq.

Konstr. Punkte p
Geraden B = die zwei-dim. Teilrdume von ]Fg7

peEB < pCB.

= die ein-dim. Teilrdume von Fg,

Def. Sei D = (V,B,I) eine endl. Inzidenzstruktur. Es gebe r, k € N
mit r > 2 und k > 2 mit |o(x)| = r fiir alle x € V und |o(B)| = k fiir
alle B € B. Dann heifit D eine taktische Konfiguration.

Bem. Doppeltes Zihlen der Inzidenzen I ergibt: v-r = |I| =b-k.

Def. Sei D = (V,B, 1) eine endliche IS. Es gebe k,¢, A € N mit:
e v=|V|>k>t, e |0(B)| =k fiir alle B € B,

e Zu jeder t-elementigen Teilmenge 7' C V gibt es genau A Blocke
aus B mit T C o(B).

Dann heiit D ein ¢-(v, k, A\)-Blockplan, S, (t, k, v)-Steinersystem
oder t-Design.
Bsp. Eine proj. Ebene der Ordnung n ist ein S1(2,n+1,n2 +n+1).

Bsp. Sei V eine Menge, v > 2, t < k. Sei B:={B C V| |B| = k}.

—t
Dann ist (V, B, €) ein t-Design mit A = (Z t).

Prop. Sei D = (V,B,I) ein S)(t, k,v). Ist s € N mit s < ¢, dann
A (G20
k—s\
(=)
Kor. Ist t > 1, so ist D eine taktische Konf. mit Replikationszahl
-1
AT
r=M=
(i1

ist D auch ein s-Design und zwar mit As =

Die Anzahl der Blécke in einem Blockplan ist
AG)
T
()
Satz. Sei C ein bin. perfekter (n, M, d)-Code wobei d = 2t + 1. Setze
V = {17"'7n}7

b= =

B := {supp(c) | c € C mit wt(c) = d}.
Dann ist (V, B, €) ein S1(7,d,n) wobei 7=t + 1.

Bspe. e Ein [2"" —1,2™ — 1 — m, 3]-Hamming-Code iiber F» liefert
ein S1(2,3,2™ — 1)-Steinersystem.
e G(23) ist ein perfekter, bindrer [23,12,7]-Code = 3 51(4,7,23).



e Angenommen, es gibt einen bin. (90, 278, 5)-Code (also perfekt).
Dann 3 ein S1(3,5,90), etwa D. Dann ist D ein Sy, (2, 5,90) mit

A 1)
2 O
Bem. Sei C ein binirer perfekter (n, M, d)-Code, C dessen

Parity-Check-Erweiterung (ein (n + 1, M, d + 1)-Code). Dann gibt es
ein S(t+2,d+ 1,n + 1). Konstruktion:

_ 88

B = {supp(e)|ce C,wt(e) =d+1}, V={1,...,n+1}
Insbesondere G(23) ~ G(24) — 3 51(5,8,24)
Satz. Es gibt ein S1(5,6,12)
Konstr. Sei G(12) der ternire [12, 6, 6]-Code.

vV ={1,...,12}, B = {supp(c)|c€ G(12), wt(c) = 6}
Satz. Es gibt ein S1(4,5,11)
Def. Sei n > 2. Ein S1(2,n,n?) heifit affine Ebene der Ord. n.
Satz. 351(2,n,n%) < 3I51(2,n+1,n2 +n+1)

Konstr. e Sei zunéchst (V, G, €) eine projektive Ebene der Ord. n.
Wihle eine Gerade L € G. Dann ist

a=(V"g,e)=V\LG\{L},e)

eine affine Ebene der Ordnung n.
e Sei umgekehrt (W, H, €) eine aff. Ebene der Ord. n. Dann def.

L ist parallelzu K <= L || K < (L=K)V(LNK =0)
eine Aquivalenzrelation auf 7. Dann ist
(V,G,€) mit V= WIL(H/|)), G = {KT{[K]}|K € H}TI{#/|}
eine projektive Ebene der Ordnung n.
Def. D sei ein Sy (t, k,v), wobei t > 2. Sei z € V. Dann heifit
D' = (V',B,€), wobei V' :=V\{z}, B :={B\{z}|Be€B,ze B}
das nach = abgeleitete Design. Es ist D’ ein Sy(t — 1,k — 1,v — 1).
Bem. Wie in Analysis gilt: Ableiten ist leicht, ,, Integrieren“ schwer.

Bsp. S1(5,6,12)"" = S1(4,5,11)" = S1(3,4,10)" = 51(2,3,9) =
Sl(l7 278)

Lem (Fisher). Fiir jeden 2-(v, k, A\)-Blockplan mit v >k gilt b > v.
Falls v = b > k, so ist die Inzidenzmatrix invertierbar.

Def. Ein 2-(v, k, A)-Blockplan mit v = b > k heiit symmetrisch
mit Ordnung n =k — A.

Achtung. ,symmetrisch® bezieht sich nicht auf die Inzidenzmatrix!

Bsp. Endliche projektive Ebenen sind symmetrisch (mit A = 1).

Satz (Ryser). Sei D = (V,B,I) ein symm. 2-(v, k, A\)-Blockplan.
Dann gilt » = k£ und je zwei verschiedene Blocke haben genau A
gemeinsame Punkte.

Bem. Somit ist der duale Blockplan zu D, der durch Vertauschen
der Rollen von Blécken und Punkten entsteht, ebenfalls ein

2-(v = b, k = r, \)-Blockplan. Darauf bezieht sich das ,,symmetrisch®.
Satz. Sei D ein symm. 2-(v, k, A\)-Blockplan der Ordung n.

e Ist n gerade, so ist n eine Quadratzahl.

e Ist v ungerade, so gibt es ein ganzzahliges Tripel
z = (21, 22, 23) # (0,0,0) mit

22 =n-z3+ (-1)""YV2N. 23

Bem. Der Satz von Bruck und Ryser ist ein Korollar hiervon.

Bem. Sei D = (V,B,I) ein symm. 2-(v, k, A\)-Blockplan. Das zu D
komplementire Design ist D¢ :== (V, B, I¢), pI°B :<= —(pIB).
Dann ist D¢ ein 2-(v,v — k, A°)-Blockplan mit A =v — 2n — .

Satz. Sei D ein symmetrischer 2-(v, k, A)-Blockplan der Ordnung n
mit 1l <k <wv—1. Danngilt 4n—1<v < n?+mn+1. Das Polynom
X2 4+ (2n —v)X + (n — 1)n = 0 besitzt die Nullstellen A und X°.

Bem. Projektive Ebenen besitzen also die maximale Anzahl an
Punkten unter allen symmetrischen Blockpldnen der Ordnung n.
Blockplédne, deren Punktanzahl die untere Schranke erfiillt, besitzen
auch eine eigene Bezeichnung:

Def. 2-(4n—1,2n—1,n—1)-Designs heilen Hadamard-Designs.

88. Reed-Muller-Codes

Die Plotkin-Schranke
Satz (Plotkin-Schranke). Sei ¢ > 2, d > q%ql -n. Dann gilt

Aq(n,d) < ﬁ.

q
Lem. Sein >2,1<d < n.Dann: Az(n,d) <2-Az(n—1,d)
Satz. Fiir [ > 1 gilt Ay(4l,21) < 8L.

Satz. Fiir m > 1 gilt AY»(2™,2m71) = Ap(2™,2m 1) = am+1
d.h. es existiert ein [2™,m + 1,2™ " 1]-Code.

Konstr. Man definiert rekursiv Generatormatrizen durch

Pt ) =)

Gyt = (

Die Algebra der Booleschen Funktionen

Def. Sei m > 1. Eine Boolesche Funktion in m Variablen ist eine
Abbildung von F5* nach Fa.

F3* _
) =

Notation. B,, =F Algebra der Booleschen Fktn in m Var.

Def. T': Fay[z1,... ),

f@) = (f:v— f(v1,..

Satz. T ist ein surjektiver Algebra-Homomorphismus mit

733m} — Bm,

, Zm] = Fa[Z].

ker' = (22 + z1,...,22, + zm) C Faolz1,...

Kor. By, = Folf]/(x? +z1,...,22, +xm)

F2[Z]red = span{Monome z® mit o < (1,...,1)}

Notation. zy = [ x; fir I C {1,...,m}
iel
Die bindren Reed-Muller-Codes
Def. Der (binidre) Reed-Muller-Code zu (r,m) ist
R(r,m) =T(X(r,m)) mit X(r,m) :=span{zr|I C {1,...,m},|[I| <r}

Bspe. ¢ R(0,m)={0---0,1---1} = (2™)-Wiederholungscode
e R(—1,m):={0---0} e R(m,m):=DBm

R(-1,m) €  R(0,m) R(1,m)
1 1 1
m R(m — 2,m)

N
N

U

Satz. R(1,m) hat Minimalgewicht 2™~!. Gewichtsverteilung:
Ao =1, Agm =1, Agm_1 = 2™ — 2 A; = 0 fiir alle anderen .

—

Bem. R(1,m) = I'(span{1}) @ Sima(m)

Satz. R(r,m)™ = R(m —r —r,m) fiir alle r

Kor. Ist m ungerade, so ist R(mTfl,m) selbstdual.

Bsp. R(1,3) = m(B) ist ein selbst-dualer [23,3 4 1,22]-Code.

—

Lem. Hams(m) =R(m — 2,m)

Satz. Sei 0 < r < m > 1. Der bindre Reed-Muller-Code R(r, m) hat
das Minimalgewicht 2™~ "
”

Kor. R(r,m) ist ein [2, > (m),2m7r]—Code
i=0 17



Hadamard-Matrizen und Hadamard-Designs

Satz. Fiir A € R™*" mit |A;;] <1 gilt |det(A)] < Vn™.
Gleichheit liegt genau dann vor, wenn |A;;| = 1 fiir alle ¢, j und
wenn AAT = nE,.

Def. Eine Matrix H € R™*™ mit H;; € {£1} heifit
Hadamard-Matrix der Ordnung n, falls HHT = nE,.

Bsp. Hz = (1 1)) ist eine Hadamard-Matrix.

Satz. Ist H€R"*™ eine Hadamard-Matrix, so gilt n€ {1, 2} U 4N.

Satz. Seil > 1 und H eine Hadamard-Matrix der Ordnung 41.
e Es gibt einen symmetrischen S;_1(2, 2l — 1,4l — 1)-Blockplan.

e Es gibt einen binédren (41, 81, 21)-Code.
Dieser ist optimal, also A2(4l,2l) = 8.

Konstr. e Wir kénnen davon ausgehen, dass die erste Zeile und
Spalte von H nur Einsen enthalten (durch Multiplizieren mit —1).
Durch Streichen der ersten Zeile und Spalte erhalten wir aus H
eine Matrix M € R=D># =1 1y M ersetzen wir —1 durch 0
und bekommen so die Inzidenzmatrix des gesuchten Blockplans.
(Diese Konstruktion ldsst sich umkehren.)

e Der Code besteht aus den Zeilen von H und —H (wobei wir
{0,1} +» {—1,1} anwenden).

Lem (Produktkonstruktion). Das Kronecker-Produkt H ® L von
Hadamard-Matrizen H und L der Ordnung n bzw. m ist selbst eine
Hadamard-Matrix der Ordnung n - m.

Satz (Paley). Sei p > 2 prim, ¢ = p*. Sei € € N sodass 4[2¢ - (¢ + 1).
Dann existiert eine Hadamard-Matrix der Ord. n = 2¢- (¢ + 1).

Konstr. Der quadratische Charakter von Fy ist die Abbildung

0 falls z = 0,
z 41 falls 3y € Fy\ {0} : = = o2,
—1 sonst.

Y :Fq = C,

e Falls ¢ = 3 mod 4: Dann definiert

Mo {1}1(90 —y) fallsz#y
R | falls z =y

eine Matrix M € {£1}F¢*Fa_ Durch Hinzufiigen einer 1-Spalte
und 1-Zeile erhalten wir eine Hadamard-Matrix H € RITI*a+1
Durch die Produkt- konstruktion mit Ho erhilt man die
gesuchten Matrizen.

e Falls ¢ =1 mod 1: Dann ist 2(q 4+ 1) durch 4 teilbar. Setze
/ /
Fy, :=Fq U{oo}. Wir definieren M € {—1,0, 1}¥¢*Fq durch

1 falls oo € {z,y} # {co},
Mgy =<X0 falls x = y = o0,
Y(x —y) sonst.
Weiter sei A=H2=(%j1): B:(—11:i)-

SchlieBlich bestehe H = (Hry)z,yE]F[] aus den (2 x 2)-Blsécken

B falls Myy =0,
Hypy=4¢ A falls Mgy =1,
—A falls Mzy = —1.

Dann ist H eine Hadamard-Matrix der Gréfe 2(g + 1). Durch
Produktbildung mit Ha erhilt man Hadamard-Matrizen der
gesuchten Ordung.

Prop. Sei H € {1, —1}F2 *F2" definiert durch Hyy = (—1)®?) fiir
alle u,v € F5'. Dann ist H eine Hadamard-Matrix der Ordnung 2™.

Def. Sei F € RFZ" = Abbildungen F5* — R. Die
Hadamard-Transformierte von F ist

FiFP SR, ues 3 (- F@).

vEFy

Die inverse Hadamard-Transformation ist gegeben durch

G eR™ — G* RS mit G*(u) = 54 - X (-1 G(w).
vEFR

Notation. Fiir 8 € By, also eine boolsche Funktion in m
Variablen, sei Bg definiert durch Bg(u) = (—1)P(w),

R(1,m)=span{l,z1,...,Zm}
= span{1} @ span{z1,...,zm} = O(1,m) U [1 + O(1,m)]
O(1,m):=
Sei ¢ € R(1,m) gesendet, B € By, empfangen. Gesucht: v € R(1,m)
mit d(v, 8) minimal.
Satz. Sei 8 € Bm, v € O(1,m); schreibe v = Ax1 + ... + Am&m.
o d(B,y) =3(2™ = Bg(\) e d(B,1+7)= 32"+ Bs(N)
Zur Decodierung von R(1,m): Dies ist ein [2™,1 4+ m, 2™~ !]-Code,

—1

also t = 2m27_1 < 2™~2 Angenommen, ¢ € R(1,m) ist gesendet,

es sind hochstens ¢ Fehler aufgetreten, 8 empfangen. Dann gilt
d(¢, ) <t und

e Falls ¢ € O(1,m): ¢ = in: a;T;, Bﬁ(a) =2"—-2.d(8,¢) > 0.
i=1

m
o Falls g € 1+ 0(1,m): ¢ =14 > oyz;.
i=1

Beachte: min{d(8,v),d(8,1+ )} = % -(2m — |§5(A)\) fiir

v € O(1,m). Gesucht ist ein v mit %(2m —|Bs(N)|) minimal <=
|BB()‘)| maximal.

(Beachte: Bg = H - Bg mit H = H> ® ... ® Ha (m-mal) mit
schneller Hadamard-Transformation berechenbar.)

Bﬁ liegt vor, das heifit BB (A) ist bekannt fiir alle A € F5*.

Suche nun ein A € F3* mit |Bﬁ (M| ist minimal.

A~ m
e Annahme, Bg()\) > 0. Decodiere 8 zu Y A;jz; € o(1,m).

=1

e Annahme, Bﬁ(}\) < 0. Decodiere B zu 1+ > \iz; € 1+ o(1,m).
i=1



89. Die Gewichtsvert. von dualen Codes

Def. Betrachte einen Code C C Fg. Fir j=0,...,n sei
Ac(j) = g {(@,y) € C x Cld(z,y) = j}I.

Ao € Q{O""’"} heifit Distanzverteilung von C.

Prop. Ist speziell C ein Fy-linearer Code, dann gilt: Agc = Ac =
Gewichtsverteilung von C.

Def. Ein additiver Character von [y ist eine
Gruppen-Homomorphismus von (Fg, +,0) nach (C*, -, 1).

Notation. F, := Menge aller additiven Charactere

Bem. Fq ist eine Gruppe mit

X (@) = x(@) - (@), x0(z) = 1.
Es gilt (Fq, -, x0) = (Fq, +,0).
Fiir ¢ = p prim ist
5 (Bp = Zp, +,0) = (C*,-,1), 2+ exp(222L)

ein additiver Charakter.
Fiir ¢ = pk7 k > 2 verwenden wir die Spurabbildung

k=1
trace : Fg = Fp, z+— Y a?’ . (Dies ist eine nicht-triviale
7=0
Linearform.) Dann ist
x :Fqg = C*, x> ~otrace(z)

eine nicht-triavialer Charakter, der sogenannte Hauptcharakter.

)

2w trace(zy)i

p

Bem. Zu jedem y € Fy ist xy : Fg = C*, x — exp(

ein weiterer Charakter und es gilt

Fq = {xy |y € F}.
Sei V ein C-Vektorraum. Wir betrachten Abbildungen von Fy nach

V. Sei XFq, X # X0 Zu f: Fy — V definieren wir eine
transformierte Abbildung durch

fA:]F;1 =V, urr e;h;" x((u,v)) - f(v).

Satz. Sei U ein Fg-Teilraum von Fg und f : Fgy — V eine
Abbildung. Dann gilt

> fw=U T fw).
uelU

weUL

Satz (Mac-Williams-Transformation). Sei C C F* ein linearer
Code. Betrachte den dualen Code C* zu C. Dann gilt:

ARP(X,Y) = &y - AE™(X + (¢ - DY, X - Y),

Aci(Z) = & (14 (- D2)" - Ac (ﬁ) .

Beweisidee. Verwende den letzten Satz mit V = C[X, Y] und
f(’U) — anwt(v)ywt('u).

Bsp. Sei m > 1. Fiir den Simplex-Code gilt

1 m—1

Ahom (X, Y) = X" 4 (qm _ 1)Xn,qu ya

Simg (m)
Somit gilt fiir den Hamming-Code Hamg,(m) = Simg(m)=:

A}I]{(;an(m)(Xv Y) = qu ([X +(@—1Y]" +

+(@" =1 X+ (= DY x -y,

Bsp. Wir betrachten den [24,8,12]-Code C = G(24) = C. Es gilt
ABOM (X y) = X2 4 AgX10YB 4 A1, X 12V 12 4 Ag XSY16 4 y24,
TODO: weiter?

810. MDS-Codes

Def. Eine Matrix A € ngq heif}t lateinisches Quadrat der
Ordnung g, falls in jeder Zeile und Spalte jede Zahl aus Z4 genau
einmal vorkommt.

Def. Zwei lateinische Quadrate A, B € ng«; heiflen orthogonal
(A L B), falls folgende Abbildung bijektiv ist:

{1,...,q}> = 22, (i,4) = (Aij, Bij)

Satz. Es gibt genau dann ein Paar orthogonaler Quadrate der
Ordnung ¢, wenn ¢ € {2,6}.

Satz. Sei n =4, d = 3. Dann gilt

o A3(4,3) =2 < 4=24"3F1

o Ag(4,3) =34 <36 =61"3T1

o Ag(4,3)=¢° =¢q" T fiirg>3,q#6

Beweisidee. Man zeigt: Existenz eines MDS-Codes <= es gibt ein
Paar orthogonaler lateinischer Quadrate der Ordnung q.

Satz. Es gibt keinen (perfekten) 6-dren (7,6°,3)-Code.

Def. Seien 91, ...,9; lateinische Quadrate der Ordnung q iiber Zg.
Diese heiflen paarweise orthogonal, falls v; L v; fiir alle i # j.
Man sagt, ¥1, ..., ist eine Liste von MOLS (mutually orthogonal
latin squares) der Ordnung q.

Bem. Sei N(q) := die maximale Anzahl von MOLS der Ordnung gq.
e Esgilt N(¢g) <q-—1.
e Eine Produkt-Konstruktion liefert: N(g) > min{N(r), N(s)}, falls
m
q =rs mit ggT(r,s) =1. ¢ = [] p;* Primfaktorzerlegung. Dann:
i=1
N(g) > min{N@®) i = 1,..., m}.
e Sei g > 2 eine Primzahlpotenz. Dann ist N(q) = q — 1.
e N(q9) =q—1 <= 3 projektive Ebene der Ordnung ¢

Notation. [n] :={1,...,n}

Fiir I C [n] sei Uy = span{e; |i € I} C Fy

Def. Sei C ein lin. Code. Dann sei ¢ (1) :== §(I) := dim(C N U;).
Prop. e §(I) =0 falls |I| < d

e IIC [n]: |I|=dAdé(I)=1

e VIC[n]: |I|=dAé(I)=1 = 6(I)=1

Def. o Fiiri € [n] sei A (i) := A; == |{w € C| wt(w) = i}|
o Fiir I C [n] sei ac(I) = a(I) = |[{w € C| supp(w) = I}|
Bem. A; = > a(I)
IC[n),|I|=i
Satz. Sei C ein [n, k, d]-Code iiber F;. Dann ist

a(h) = 32 (~1)1171K1 L o),
KCI

Bem. Es gibt auch eine invertierte Formel:

ICnUrl =D = 3 a(K).
KCI
Satz. Sei C ein [n, k, d]-MDS-Code iiber Fq. Dann gilt
e §(I) = max(0, |I| — (d —1)) fiir alle I C [n]

O G-l ¢ —d+1 N
R (= . — >
o A <j) l; <l) (-1) (q 1) firj>d
Sei C ein [n, k, d]-Code iiber F,. Dann ist C ein [n, b+, d*]-Code
mit k* = n — k. Frage: Was ist d*? Falls C ein MDS-Code ist, so ist
k=n—d+1l,alsokt=n—k=d—1

Satz. Ist C ein linearer MDS-Code, so ist auch C ein linearer
MDS-Code.

Lem. (Zg—1,+,0) = (]F;< ,+, 1). Der Isomorphismus ist gegeben

durch 1+ 3, wobei 8 € ]F;< mit ord 8 = g — 1. Solche B heiflen
primitive Elemente.

Bem. Die Anzahl primitiver Elemente in IF;< ist ¢(q¢ — 1), wobei ¢
die Eulersche ¢-Funktion ist.

Def. Wahle n,f € Nmit 1 < ¢ <n <gq. Sei 8 € Fy ein primitives
Element. Setze Py := {f(x) € Fq[z]| deg(f) < ¢}. Betrachte
e=ep: P Fy,  f(x) = (F(B), £(B),.... F(B™).

Dann heifit C' := im € ein Reed-Solomon-Code.

Satz. Der konstruierte Reed-Solomon-Code ist ein linearer
[n,€,n — ¢ + 1]-MDS-Code.
Bsp. Sei ¢ =8, n = 7. Wir wollen einen 2-Fehler-korrigierenden
MDS-Code C iiber Fg konstruieren. Somit ¢ = 2, also d =2t + 1 = 5.
Dann: k=n—-d+1=7—-54+1=3. Dann ist

1 1 1 1 1 1 1

1 g g B> ot g B0

1 op* gt g g g B
eine Generatormatrix von C'.
Bsp. Sei ¢ =11, F11 & Z11. Gesucht ist ein [10, 6, 5]-MDS-Code C
iiber F11. Wir wissen, dass C* dann ein [10, 4, 7]-Code ist. Diesen
kénnen wir als Reed-Solomon-Code konstruieren.

TODO: Rest des Beispiels, insbesondere Decodierung



811. Zyklische Codes

Def. Ein linearer Code C' C IFZ heifit zyklischer Code, falls

(co,c1,y..-yen—1) € C = (cn—1,c0,...,cn—2) € C.

Bem. Als Koordinaten verwenden wir {0,...,n — 1} = Z,.
Der Shift-Operator ist S: Fy — Fg, e — gitl (modn)
Ein zyklischer Code ist ein S-invarianter Teilraum von Fg‘

Notation. Wir identifizieren Worter v € ]F:IZ mit Polynomen
v(®) € Fyfi]n = {J € Fgla] | deg(f) < n} vermoge

]Fg — Fqlzl<n, v—=v(z) =vo+vic+...+ vp—12" L.
Fakt. F,[z] ist ein euklidischer Hauptidealbereich.
Bem. Fiir ¢ € Fy gilt fiir ¢(z) und ¢(z) = (Sc)(z) € Fg[z]:

z-c(x) =¢(x) (mod z"™ —1).

Somit gilt: C' C Fy[z]<n ist genau dann ein zyklischer Code, wenn
x - c(xz) mod (z" — 1) € C fiir alle ¢(x) € C.

Notation. R = Ry = Fqlz]/(z" — 1)
Satz. Es gibt kanonische bijektive Korrespondenzen

{ zyklische Codes der Linge n iiber Fy }

{ Ideale J C Rqn }

{ Ideale I C Fg[z] mit (z" —1) €1}

{ monische Polynome g(z) € Fq[z] mit g(z)|(z" — 1) }

IR 1R

IR

Das zu einem Code C' C Fq4[z]<n zugehérige monische Polynom ist

das (eindeutige!) monische Polynom g(z) € C mit minimalem Grad.

Es gilt C = {£(2)g(x) | £(z) € Fyla] mit deg(f) < n — deg(g)} und
dim(C') = n — deg(g).

Def. g(z) heift das Generatorpolynom zu C.
h(z) == (" =1)/g(x) heift Kontrollpolynom zu C.

Lem. c¢(z) € C <= h(z)c(zr) =0 (mod z™ — 1)
Notation. k:=n — deg(g)

Bem. Die Generatormatrix von C' ist

g0 o © Gn—k 0 0
0 go g1 In—k - 0 exn
G= cFg ™
o - 0 9o 91 In—k
Prop. Sei h(z) =ho+hiz+...+ hiz®. Dann ist die
Kontrollmatrix von C
hr hg_1 ce ho 0 e 0
0 hy hp_1 -+ ho -+ 0 .
— n—KXn
H= e Fp—hxn,

Def. Seci f(z) = faz? + ...+ fo € Fglz] mit fo # 0 (also £(0) # 0).
Das zu f(z) reziproke Polynom ist

(@) = f(2) -2t = forl + a4 fooaz+ fa

Satz. Sei C ein zyklischer Code der Lénge n iiber Fy mit
Generatorpolynom g(z) und Kontrollpolynom h(x).

Dann ist C1 ebenfalls zyklisch mit Generatorpolynom h*(z) und
Kontrollpolynom g*(z), wobei

h*(x) — 1 hrEZ(m)7

= L. g (a).

g (@) =
Bsp. Sei g =2, n =7. Wir wihlen
2T —1=(@-1) @B +22+1) - @B +z+1)

h(z)=z44z2+c+1=

g(@):=

Die Generator- und Kontrollmatrix zu Cy sind
1101000
G- (8(1)%(1’(1)(1)8) = (89611
K
0001101 00101
d

Cy ist ein [7,4, 3]-Code un

==O
[ =l=}

):

dquivalent zu Hamo(3).
Bsp. Sei ¢ =3, n = 11. Wir wihlen

2l —1=@z-1) - @ +2* -2 +22-1) P -2 +22—2-1).

h(z)=x6424—x3 -2 —z+1= g(z):=

Betrachte die Parity-Check-Erw. C,; von C,. Die Generatormatrix ist
-1-11 -10 1 0 0 0001
0 -1-11-10 1 0 0001
G=]00-1-11-10 1 0001
- 0 0 0 -1-11-10 1001
00 0 0-1-11-10101
000 0 0-1-11-1011

C'g ist selbstdual, da G - & = 0. Das Minimalgew. von C’g ist somit
durch drei teilbar. Je drei Spalten von G sind lin. unabhéngig. Daher
ist das Minimalgewicht > 6. Wegen der Kugelpackungsschranke gilt
Gleichheit. Somit ist Cy ein [12,6,6]-Code und Cjy ein [11, 6, 5]-Code
iiber F3. Letzterer ist perfekt. Also Cy = G(11) und Cy = G(12).

Bsp. Sei ¢ = 2, n = 23. Die Zerlegung von 2> — 1 € Fy [x] in
irreduzible Faktoren ist

2P 1= (-1 - @+ +2"+28+ 22+ +1)
-(1‘11+$10+1‘6+15+£E4+$2+1)
g(z)=

Es stellt sich heraus, dass Cy = G(23).

CRC-Codes (cyclic redundancy check)

Verfahren (CRC-Codierung). Sei g(z) € Fy[z]<n das
Generatorpolynom des zyklischen [n, k]-Codes Cy C Fy mit

deg(g) = n — k. Der Nachrichtenraum sei Flgin 2] <k-
e Codierungsabbildung: E :F4lz]<r — Cgy, m(z) — c(xz) mit

c(z) =m(z) - z" % — [m(z) - z"* (mod g())].

e Decodierung und Fehlererkennung:
Angenommen, y(z) =yo + y1z + ... + Yn_12" "t e Fqlz]<n
wurde empfangen. Gilt g(z)|y(z), also y(z) € C, so wurde
wahrscheinlich auch y(z) gesendet. Die zugehérige Nachricht ist
m(l’) =Yn—k t Yn—k+1Z+ ...+ yn*lxnil-

Def. Sei 2 < b < n. Eine Teilmenge I C Z,, heif3t ein zyklisches
Intervall der Linge b, falls ein ¢ € Z,, existiert mit

I=0l+b—1] modn ={f+jmodn|0<j<b-—1}.

Einv € F;‘ ist ein Fehlerbiindel der Linge b, falls b minimal ist
mit: Es existiert ein zyklisches Intervall I der Lange b mit vy # 0,

V04b—1 (mod n) # 0 und supp(v) cl.
Bsp. v=(0,2,0,0,0,0,1,1,0) ist ein Fehlerbiindel der Liénge b = 5.

Prop. Sei g(z) wie oben und n > 3. Dann erkennt Cy Einzelfehler
und Fehlerbiindel der Léange b, falls b < n — k < n, d. h. ist v ein
solches Fehlerbiindel, so gilt v & Cy.

Bem. Diese Eigenschaft ist niitzlich bei Transportmedien, bei denen
sich Fehler lokal hidufen z. B. bei CDs durch Kratzer.

Bspe. Folgende CRC-Codes mit ¢ = 2 sind standardisiert:

Name | g(z) | min {¢| g(z)|(z* — 1)}
CRC-12 | 2P+ 27 +2%5+2+2+1 | n=511=29—-1
CRC-16 | 2%+ 2% + 2241 n=32767=2%—1
CRC-16" | 218 +2'2 + 25 +1 n=232767 =21 — 1



Nullstellen von zyklischen Codes

Ziel. Ein zyklischer Code C' C IE‘;L ist gegeben durch sein Generator-
polynom g(z) € Fglz] mit g(z)|(z"™ — 1). Dieses g(x) kénnen wir als
Produkt einer Auswahl von irred. Faktoren von =" — 1 schreiben.
Wir kénnen also die zyklischen Codes C' C ]Fg studieren, indem wir
die irreduziblen Faktoren von z™ — 1 herausfinden.

Bem. Sein = p® - £, wobei £ nicht durch p teilbar ist.
g —1=(z'—1)"".
Die irreduziblen Faktoren von (2™ — 1) sind also die gleichen wie von
(@ — 1), jeweils mit p*-facher Vielfachheit.
Voraussetzung. Wir kénnen daher im Folgenden annehmen,
dass n nicht durch p teilbar ist.
Bem. Wegen ggT(z" — 1,nz""!) =1 treten die irreduziblen
Faktoren von (z™ — 1) in einfacher Vielfachheit auf.

Def. Die Ordnung von ¢ modulo n ist

m = ordp(q) =min{f >1|¢* =1 (mod n)}.

Bem. Betrachte die Erweiterung F;m O Fy. Die Einheitengruppe
(IF;,,L, -, 1) ist zyklisch, also isomorph zu (%/¢™ -1, +,0).
Fiir d|n gibt es wegen d|(¢™ — 1) genau eine Untergruppe Zg C F;m,
mit d Elementen, ndmlich
d
Zig={ac€ ]F;m la® =1} ={a € ]F;m | ord(e)|d}.

Def. Die Elemente o € Z; heiflen d-te Einheitswurzeln.

Bem. Da jedes o € Z,, eine Wurzel von (2™ — 1) ist, gilt

2" —1=[](z—«a)
a€Zy
Es ist Fgm sogar der kleinste Erweiterungskorper von Fg, in dem
(2™ — 1) in Linearfaktoren zerfiillt. Man nennt ihn deshalb
Zerfillungskorper von (z™ — 1) iiber F,. Wir miissen jetzt also noch

die Teilmengen J C Z,, mit [] (z — a) € Fq[z] bestimmen.
acJ

Def. Eine primitive d-te Einheitwurzel ist ein Erzeuger von Zg,

also ein Element von I'y := {a € ]F;m | ord(e) = d}.

Bem. Sei ( eine primitive n-te Einheitswurzel. Fiir jeden Teiler d
von n ist dann C"/d eine primitive d-te Einheitswurzel. Es gilt

Zn = |J Ty und |[Tal = ¢(n) == |{1 < £ < n| ggT(n, ) = 1}|.
d|n

Def. Gelte d|n. Das d-te Kreisteilungspolynom ist
1T (z—«).

acly

Dy(z) =

Lem. Es gilt sogar ®4(z) € Fq[z].

Kor. z" — 1= [] ®4(x)
d|n

Bem. Es bleibt zu untersuchen, wie ®4(x) tiber Fq zerfillt.

Def. Sei ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel.
Die zu (" gehérende Kreisteilungsklasse ist

Ty, =T = {¢ie" [£> 1} C 1y,

Bem. Fiir versch. Wahlen ¢ und ¢’, bzw. 4 und 4’ sind Filcg und
)

’
FElCi/ entweder gleich oder disjunkt. Die Kreisteilungsklassen sind

daher wohldefiniert. Es gilt |T'g ;| = ordg(q). Es zerfillt Ty in
#(d)/ord4(q) Kreisteilungsklassen. Sei nun ¢ fest gewéhlt.

Lem. ugd)(w) = [](z — @) ist ein irreduzibles Polynom in Fg[xz]
a€cly ;

Kor. Sei K4 ein Reprisentantensystem von Kreisteilungsklassen,

also I'y = | |[T'q,;. Dann ist ®4(z) = Hugd) (z).

€Ky €Ky
Fazit. Sei n = ¢p° mit ggT(p,£) = 1. Die Zerlegung von z" — 1 in
irreduzible Faktoren iiber F, ist dann

M0 2@

djt €Ky

" -1 =

Bsp. Sei ¢ =2 und n = 2" — 1 mit m > 2. Dann ist ord,(2) = m.
Sei ¢ € Fam eine primitive n-te Einheitswurzel und g(z) das
Minimalpolynom von ¢. Betrachte den zyklischen Code Cy. Man
kann zeigen, dass das Minimalgewicht > 3 ist. Wegen der
Kugelpackungsschranke gilt Gleichheit. Der Code Cy besitzt die
gleichen Parameter wie der Hamming-Code Hamga(m).

§12. BCH-Codes

Situation. Sei Fy der endliche Korper mit ¢ Elementen. Gelte
ggT(q,n) =1 und m = ord,(g). Dann ist Fgm der Zerfallungskorper
von ™ — 1. Sei ¢ € Fgm eine primitive n-te Einheitswurzel und

Zn ={¢%,...,¢" "1} die Menge aller n-ten Einheitswurzeln.

Konstr. Sei N' C Z, eine Teilmenge. Wir setzen
NWN)={i=0,...,n—=1|¢* € N} C Zp,
gn (z) = kgV{ni(z)|i € N},

wobei y; () das Minimalpolynom von ¢? sei. Zuletzt sei
C(N) := C(gn) der von gy erzeugte zyklische Code.

Bem. C(N) ist der kleinste Code, der die Elemente von N als
Nullstellen besitzt. Fiir ein Wort ¢(z) € Fq[z]< n gilt dann:

c(z) € C(N) <= ¢(¢") =0 firallei€ N.

Def (Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem).
Seibe {0,...,n—1} und § € Nmit 2 < § < n. Setze

L=[bb+d—2]:={imodn|b<i<b+§—2}

Dann heiit C(L) ein BCH-Code mit designiertem Abstand §.
Fiir b =1 heifit C'(L) ein BCH-Code im engeren Sinne.

Falls n = ¢™ — 1, so ist { ein primitives Element in Fgm und C(L)
heif3t ein primitiver BCH-Code.

Satz (BCH-Schranke). Fiir den Minimalabstand d und die
Dimension k von C(L) gilt: d>4§, k>n—m-(6—1).

Satz. Seig=2,6=2e+1und L =11, — 1] mod n-
Dann gilt dim(C(L)) >n—m-e.

Bsp. Die Nullstellenmenge des terniren Golay-Code G(11) ist
{¢,¢3,¢%,¢°). Dies ist ein BCH-Code mit b= 3 und & = 4.

Die Parity-Check-Erweiterung von G(11) hat damit Minimalgewicht
mindestens 4, also 6 wegen Selbstdualitiit.

Fiir den Minimalabstand d von C(L) gilt daher d > 5.

Aus der Kugelpackungsschranke folgt Gleichheit.

Die Methode von Lint und Wilson

Def. Sei N' C Fym nichtleer. Das bzgl. N unabhiingige
Mengensystem U(N) ist rekursiv definiert durch

a) 0 e UWN) b) AcUW), v €Fym = vyAcUW)
c) ACUW), ACN,BeFm \N = AU{B} e UWN)

Prop (Lint, Wilson). Sei f(z) € Fq[z], f # 0, und NV die
Nullstellenmenge von f innerhalb FZm,. Dann gilt

wt(f) > max{|A|| A € UWN)}.

Bem. Die BCH-Schranke ist ein Korollar hiervon.



Bsp. Der binire Golay-Code G(23) ist der von
g@) =o' + 20 4+ 28 4 2% 42t 422 41
erzeugte Code. Die zugehorige Nullstellenmenge ist
{¢'lieT1} mit Ty :={1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}.

Sei ¢(z) € G(23) und N dessen Nullstellenmenge. Es sei ¢(z) kein
Vielfaches von ®23(x) und damit 'y CAN N Z, C T U{1l}. Man
schliet nun, dass folg. Teilmengen von Fag4g in U(N) liegen:

c b c b c b
0= {2 {¢ 2 {CL Y = {67 = {6 ¢ = (¢3¢ ¢
(¢3¢0, ¢12 (1) LN {¢12¢13, (16 (18} 5 (¢ (12 (13 (16 (18
b c b
= {1 C% 0 ¢ B {¢R ¢ 0 R Y = (1,60 ¢3¢ (5 )

Aus der Prop folgt, dass c(x) Gewicht > 6 hat.

e Falls ¢(1) = wt(c) = 0, so ist {1,¢1,¢3,¢%,¢%,¢1%} € M und somit
{1,¢Y,¢3,¢5,¢4,¢5,¢18) € UW). Mit der Prop folgt, dass c(z)
Gewicht > 7 hat.

e Falls ¢(1) = wt(c) = 1 mod 2, so hat c¢(x) ungerades Gewicht, also
Gewicht > 7.

Somit hat G(23) das Minimalgewicht > 7.

Aus der Kugelpackungsschranke folgt Gleichheit.

Konstr (von MDS-Codes). Angenommen, n|g — 1. Dann ist
m = ordn(q) =1 und 2™ — 1 zerfillt iiber Fy in Linearfaktoren.
Sei (¢ eine prim. n-te Einheitswurzel, b > 1 und 2 < § < n. Dann ist

9(@) = (=) (z— ). (z—¢PTI2)

das kleinste mon. Polynom aus Fg[z] mit N = {¢b,...,¢
Nullstellen. Fiir BCH-Code C = C(N) = Cy gilt

b+§—2} als

wt(g) < deg(g) +1 =6 < d(C) < wt(g),
also d(C) = é. Es handelt sich darum um einen MDS-Code, da
dim(C)=n—deg(g) =n—(6—1)=n—d+1.

Def. Im Falle n = ¢ — 1 spricht man hier auch von einem
Reed-Solomon-Code.

Einiges zu biniren BCH-Codes
Sei ¢ =2 und C ein bindrer BCH-Code im engeren Sinne. Gelte
n =2" — 1. Sei ¢ € Fam eine primitive n-te Einheitswurzel.

Satz. C hat ungerades Minimalgewicht.
Zusammen mit der Kugelpackungsschranke folgt:
Prop. Hat C den designierten Abstand § = 2¢ + 1 und gilt
2me < Zfié (n)’ so hat C' das Minimalgewicht 4.
i

Satz. Gelte m > 4. Der designierte Abstand von C sei § = 5. Dann:
e d=d(C)=5 e k=dim(C)=2"—-1-2m
Bem. Der Code C mit § =5 wird von g(z) = p1(z)ps(z) erzeugt.
Def. Sei C ein ¢g-ndrer Code der Lange n. Dann heifit
p(C) = max{r>0|VYc,c € C: Br(c) N By(c')=0} Packungsradius
o(C) = min{s > 0|Fy =

c
Bem. p(C) =0(C) <= C ist ein perfekter Code
Def. Codes mit p 4+ 1 = ¢ heiflen quasi-perfekt.

Bsp. Man kann zeigen: Binére, primitive BCH-Codes im engeren
Sinne mit § = 5 sind quasi-perfekt.

Prop. Sei C ein primitiver BCH-Code im engeren Sinne der Linge
n =q™ — 1 und designiertem Abstand § iiber Fq. Falls §|n, so ist §
das Minimalgewicht von C.

Satz. Sei¢g=2,6=2c+1, L={imodn|1<i<§—1} und
C = C(L) der zugehorige BCH-Code. Dann gilt dim(C) > n—m - e.

U Bs(e)} > p(C) Uberdeckungsradius
eC

Decodierung von BCH-Codes

Satz. Sei m > 4 und C der binire, primitive BCH-Code im engeren

Sinne mit Minimalabstand d = 5, d.h. C hat ¢, ¢2,¢3,¢* als Null-

stellen fiir ein prim. Element ¢ € Fom. Angenommen, c(z) wurde

gesendet und u(z) = c¢(x) + e(x) empfangen, wobei fiir das Fehlerpo-

lynom wt(e(z)) < 2 gilt. Setze s1 := u(¢) und s3 := u(¢3). Dann gilt:

e Falls s1 =0, so ist e(z) = 0.

e Falls s3 = s3 # 0, so ist e(x) = z¢, wobei s1 = ¢*.

e Falls 51 # 0 und s5 # s3, so gilt e(z) = % + 27, wobei ¢ u. ¢7
die Nullstellen von L(z) =1 — s1z + (z—‘;’ — 57)22 € Fam [2] sind.

Situation. Sei C' ein BHC-Code im engeren Sinne mit designiertem
Abstand §. Wir nehmen an, dass c¢(z) € C gesendet und

u(z) = c¢(z) + e(x) € Fylz]<n empfangen wurde. Dabei habe das
Fehlerpolynom e(x) das Gewicht w := wt(e(z)) < 7 := L‘sg—lj

Die Fehlerstellen seien 1 < (1) < ... < p(w) < n, also

w .
e(z) = > ew(i)x‘p(l) mit e, ) € Fy.
i=1

Ziel. Bestimmung @ der Anzahl w von Fehlern, @ der Fehlerpo-

sitionen (i) und (3) der nétigen Korrekturen e ;) gegeben u(x).

Notation. e X, := C‘P(i), Yi = e, fir 1 <i <w,
o X;=Y; =0firw<j<T,
o sp=u(®) firl<k<s—1 (Syndrom)
Bem. Die X;’s codieren (2), die ¥;’s (3). Fiir 1 < j < & — 1 gilt
. . w . . w . T .
s =ul¢) = el¢)) = 2 ep¢* = 3 Vix] = 3 Vix]

Satz. Fir £ € Nmit w < ¢ < 7 sei

s1 sa - sg
s2  s3 Se+1
My =
5.6 Sl;rl 5245'—1
Dann gilt: e M, ist invertierbar
® My41,..., M; sind nicht invertierbar (falls w < 7)
Kor. w=max{¢ < 7| det(M,) # 0} (Lsg von (1))
Def. Das Lokatorpolynom ist
L(z)=(1—-X12)-...- (1 — Xyz) € Fgm|[z].
Bem. Die Nullstellen von L(z) sind ¢~ .. ¢=#() Es gilt
w . .
L(z)= 3> (-1)"-p;i-2" wobei p;:= 3 X;, Xr=1]]X;
i=0 IC[w], |I|=i JE€I

Satz. Die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems

(=1)"pw

Sw+1
Sw+2 (=) py_1
My - =— : ist P =
S$2uw—1 po
S2w

—P1



Folgerung. Die elementarsymm. Fktn pg,...,pw in X1,..., Xuw
kann man aus si, ..., S2, berechnen. Gleiches gilt somit fiir L(z).
Die Exponenten in der Darstellung der Nullstellen von L(z) als
¢-Potenz geben dann die Fehlerstellen an. (Lsg von (2))

Satz. Die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems

X1 X2 - X s1 Yy

x? x2 x2 s2 Y:

1 2 w 2
. z = ist z =

X.iﬂ Xg“ X.g Sw Yw

Folgerung. Da sich, wie schon gesehen, die Werte X; aus den
Syndromen si berechnen lassen, liefert dies eine Methode, die
Werte Y; aus den Syndromen zu berechnen. (Lsg von (3))

Ein weiteres Decodierverfahren

Ziel. Entwicklung eines effizienteren Decodierverfahrens fiir die
gleiche Situation wie im letzten Abschnitt.

Def. Das Fehlerauswertungspolynom ist

F(z)::ilﬁXi~ [T (1—Xg-2)€Fgmlz].

i= (=100

Satz. Sei L'(z) die formale Ableitung des Lokatorpolynoms. Dann:

fir alle k =1,...,w.

Def. Das Syndrompolynom ist
s—1 .
S(z) = > 5j2771 € Fgm|z].
j=1

Prop. F(z) = 5(z)- L(z) (mod 2°~1)
Bem. In anderen Worten: Es gibt ein Polynom v(z) € Fgm [z] mit
v(z) - 227+ L(z) - 8(z) = F(2).

Der erweiterte euklidische Algorithmus berechnet eine
Bézout-Darstellung des ggT, d.h. Polynome a(z),b(z) € Fgm [2] mit

a(z) - 2° 71 +b(2) - S(2) = ggT(z" "1, S(2)).
Algorithmus. Wir initialisieren dazu
r—1(2)) ._ (251 : a_1(2)b_1(2)\ ._ (10
( o)) = (5y) sowie ( ao(2) bo(2) ) =)
Solange 7y (z) # 0 ist, fiihren wir eine Division von ri_1(z) durch
ri(z) mit Rest durch und erhalten gy41(z), 7k41(2) € Fgm [2] mit

re—1(2) = qr+1(2) - Tk(2) + ri41(2) und deg(ri+1(z)) < deg(ri(z)).

Wir setzen apy1(2) = ag—1(2) — qr4+1(2) - a(2),
brt1(2) = br_1(2) — qp+1(2) - bi(2).
Man priift leicht nach, dass bei dieser Update-Regel die Invariante
ar(2) - 71+ b(2) - S(2) = r(2)
erhalten bleibt. Sei m maximal unter rp,(z) # 0. Dann ist
am(2) - 2271 4+ bm(2) - S(2) = rm(2) = geT(° 71, S(2))
die gesuchte Bézout-Darstellung des ggT.

Satz. Sei ¢ minimal unter deg(r/(z)) < (6—1)/2. Dann gilt:
« L) = b0 b(z) e F(z) = b(0) "} rel2)

Folgerung. Man kann aus den Syndromen das Lokatorpolynom
L(z) mit hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus berechnen.
Dieses enthilt alle Informationen iiber (1) und (2). Mit dem letzten
Satz aus dem letzen Abschnitt kann man (3) bestimmen.

Satz (Newton-Identitédten). Sei K ein Kérper und z1,...,2¢
sowie z Variablen. Fiir k € N sei o, := 2§ 4+ ... 4+ 2¥ (insb. oo = ¢).
Wir betrachten

o0

S(z) = 3 opz”
k=0

L(z) = f[ (1—=z;2) € Klzq,...
Jj=1

€ K[z, ..., z][z] CK(z1,...,z¢)[z],

,ze)[2] CK(zq,...,x¢)[z].

Dann ist L(z) - S(z) ein Polynom mit Grad < ¢ — 1. Genauer gilt
t—1
L(z)-8(z) = 2 (=1)"-pr-(t—7)-2",
r=0

wobei po, ..., pt die elementarsymm. Fktn in z1,...,z¢ sind.
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