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Dies ist eine iibersetzte Zusammenfassung der ersten Kapitel des
Buches ,,Recurrence in Ergodic Theory and Combinatorial Number
Theory“ von Harry Furstenberg.

1. (GleichmiBige) Rekurrenz

Def. Ein dynamisches System ist ein Paar (X, G) bestehend aus
einem kompakten metrischen Raum X und einer Gruppe oder einem
Monoid G mit Wirkung ¢ : G — Aut/End(X), g — Ty, Ty(x) := g.x.

Def. Ein Untersystem eines dynamischen Systems (X, G) ist eine
Teilmenge Z € X mit Ty(Z) € Z fiir alle g € G.

Bem. Falls G=7 oder M =N, dann bezeichnen wir mit 7" := T} den
Erzeuger der Aktion und nennen (X, T) ein zyklisches System.

Def. Sei X ein topologischer Raum, 7' : X — X stetig.
Ein Punkt z € X heifit rekurrent, falls fiir alle Umgebungen V < X
von z ein n > 1 existiert mit T"(z) € V.

Bem. Sei X sogar ein metrischer Raum, x € X rekurrent. Dann gibt

es eine s.m.s. Folge (ny)geny mit d(T"* (z),z) — O fiir k — 0.

Def. Sei X ein topologischer Raum, T': X — X stetig. Dann heif3t
Qz) = {Trz[n>1} = X

abgeschlossener Vorwirtsorbit von xz € X.

Lem. e z € X ist rekurrent <= z € Q(z)

e zeQy) = T(x)eQy) — Q)= Q)

e Die Relation zRy : <= z € Q(y) ist transitiv.

Thm (Birkhoff). Sei X ein kompakter topologischer Raum und
T : X — X stetig. Dann gibt es einen rekurrenten Punkt z € X.

Def. Sei K eine kompakte Gruppe, a € K und T'(z) := axz. Dann
heilt (K, T) ein Kronecker-System.

Thm. In einem Kronecker-System sind alle x € K rekurrent.

Def. Ein Homomorphismus zwischen zwei dyn. Systemen (X, G)
und (X', G) (zweimal die gleiche Gruppe oder Monoid G) ist eine
G-dquivariante stetige Abbildung ¢ : X — X’.

Def. Ein dyn. System (Y, G) ist Faktor eines dyn. System (X, G),
wenn es einen surjektiven Homomorphismus (X, G) — (Y, G) gibt.
Man nennt (X, @) dann eine Erweiterung von (Y, G).

Bem. Sei ¢ : X — Y surjektiv. Dann kann man Y mit der Menge
der Fasern von ¢ identifizieren.

Thm. Sei ¢: (X,T) — (Y,T) ein Morphismus von zyklischen
Systemen. Wenn x € X rekurrent ist, dann auch ¢(x).
Allgemeiner: z € Q(y) = ¢(z) € Q(p(y))

Def. Sei (Y,T:Y — Y) ein zyklisches System, K eine kompakte
Gruppe und 9 : Y — K stetig. Setze

X=YxK, T:X-X, (y,k) — (Ty,¥(y)k).

Das System (X, T) wird Gruppenerweiterung von (Y,T) mit K
oder Schiefprodukt von (Y,7T) mit K genannt.

Bem. Die Gr. K wirkt auf (X,T) = (Y x K, T) durch Rechtstransl.:
Rk (y7 kl) = (y7 k/k)

Die Hom6omorphismen Rj kommutieren mit 7', sind also
Automorphismen des dynamischen Systems (X, T).

R: K — Aut(X), k— Ry,

Thm. Sei (X=Y xK,T) eine Gruppenerw. von (Y,T) und yo € Y
rekurrent. Dann sind die Punkte {(yo, k) | k € K} rekurrent.

Bem. Durch Erweiterung mit der zykl. Gr. Z,, kann man zeigen:
Prop. Ist x € X in (X, T) rekurrent, dann auch in (X, T™).

Bsp. Sei T := R/Z und « € R. Dann ist das System
(T2,(0,8) = (0 + 0,6 + 20 + ))

eine Gruppenerweiterung des Kronecker-Systems (7,60 — 6 + ).
Somit sind alle Punkte des Torus T2 rekurrent.
Aus der Rekurrenz des Punktes (0, 0) erhélt man:

Prop. Fiir jedes oo € R und € > 0 gibt es eine ganzzahlige Lsg der
diophantischen Ungleichung |an? — m| < .

Bem. Durch Verallgemeinerung auf den d-dim Torus zeigt man:

Prop. Sei p(X) € R[X] mit p(0) = 0. Dann gibt es fiir alle € > 0
eine Lsg der diophantischen Ungleichung |[p(n) —m| <€, n > 0.

Def. Sei M ein topol. Raum und K < Iso(M) kompakt.

Sei (Y, T) ein zykl. System und ¢ : Y — K stetig. Setze
X=YxM, T:X->X, (y,u)— (Ty,¥yu).

Das System (X, T') heifit isometrische Erweiterung von (Y, T).

Prop. Sei (X,T) eine isom. Erweiterung von (Y, T).

Dann ist X = UX,, wobei X, abgeschlossene T-invariante

Teilmengen von X sind, sodass das System (Xa,T|x, ) Faktor einer
Gruppenerweiterung von (Y,7T) ist.

Prop. Sei (X,T) eine isom. Erweiterung von (Y, T) und yo € Y
rekurrent. Dann sind die Pkte {(y,m)|m € M} rekurrent.

Def. Sei G eine abz. Gruppe/Monoid und A ein kompakter metr.
Raum. Sei  := A® ~ 1_[ A der kompakte metrisierbare Raum der
Funktionen von G nach A. Die regulire Wirkung von G auf € ist
Ty(w)(g') = w(g'g)-

Ein Bebutov-System ist ein Untersystem von (2, G).

G — Aut/End(Q), g — Ty,

Bem. Sei {g1,92,...} = G eine Abziéhlung von G.
Dann ist eine Metrik auf 2 definiert durch

d(w,w’) ==Y 27" d(w(gn),w’ (gn))-
Def. Fiir wg € 2 ist der Abschluss des Orbits von wp,
Xuwg = {Tg(wo)|g € G},

G-invariant. Das dynamische System (X, ,G) wird das von wg
erzeugte Bebutov-System genannt.

Def. Ein symbolischer Fluss ist ein Bebutov-System mit
endlichem A und G € {N, Z}. Die Elemente von 2 sind dann
unendliche/doppelt-unendliche Folgen von Elementen von A.
Man bezeichnet A dann als Alphabet.

Def. Ein Wort iiber A ist eine endl. Sequenz von Elementen aus A.
Die Linge |w| eines Wortes ist die Lénge der Sequenz.

Prop. Fiir eine Sequenz w € AN sind #quivalent:

e w ist rekurrent.

e Jedes Wort in w kommt ein 2. Mal an einer anderen Pos. in w vor.
e Jedes Wort aus w kommt an unendlich oft in w vor.

Bem. Ein rekurrentes Wort w € AN hat die allgemeine Form
w = [(aw®a)w® (aw®a)]w® [(aw® a)w® (awDa)]...

2)

mit a € A und Wértern w(l), w ,.... Damit kann man zeigen:

Def. Eine Partition einer Menge ist eine Darstellung dieser Menge
als Vereinigung disjunkter Teilmengen.

Lem (Hilbert). Sei N= B u...u By eine Partition von N und
| € N=o beliebig. Schreibe

P(xly---7$l) = {.Iil + .tz ‘OQ’{:SZ, 1<i1 <...i $l}
Dann gibt es m; < mg < ... < my, sodass unendlich viele
Translationen von P(my1,...,m;) in demselben B; enthalten sind.
Bem. Sei (X, T) ein zykl. System und f : X — A stetig. Dann ist

(X, T) > (AN T), @~ (f(z),f(Ta), f(T?2),...)

ein Homomorphismus zyklischer Systeme.
Thm. Seien A1, A2 komp. Rdume und ¢ : A1 — Az eine Abbildung.
Fiir w € A} definiere w’ € A} durch ' (n) = f(w(n)).
Falls w rekurrent ist und zusétzlich f in allen Punkten w(n) stetig

. . /
ist, dann ist auch w’ rekurrent.

Prop. Sei K eine komp. Gruppe und & € K" rekurrent. Dann ist
ne KN definiert durch n(n) := £(n)é(n — 1) --- £(1) rekurrent.

Def. Eine Teilmenge S einer abelschen topologischen Gruppe /
eines Monoids G heifit syndetisch, wenn eine kompakte Menge
K c G existiert, sodass Vge G : 3ke K : gke S.

Bem. Eine Teilmenge {s1 < s2 < ...} =5 c N ist genau dann
syndetisch, wenn die Grofle s; — s;—1 der ,,Liicken“ zw. Elementen
aus S beschriankt ist. Solche Mengen heiflen auch relativ dicht.

Def. Sei (X, G) ein dyn. System. Ein Punkt « € X heifit
gleichméfig rekurrent, falls fiir alle Umgebungen V < X von z
die Menge {g € G| g.z € V} syndetisch ist.
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Def. Ein dyn. System (X, G) heifit minimal, wenn es keine echte
abgeschl. Teilmenge von X gibt, die inv. unter der G-Wirkung ist.

Lem. Sei (X, G) ein dyn System. Es sind dquivalent:
e (X,G) ist minimal e Vz e X : der Orbit Gz ist dicht in X
o V(J #V c X offen : Fendlich viele Elemente g1,...,g9n € G :

gfqu.,.ug;1V:X.

Thm. Sei (X, @) ein minimales dynamisches System.
Dann sind alle z € X gleichméfig rekurrent.

Bem. Aus Zorns Lemma folgt: Jedes dyn. System besitzt ein
minimales Untersystem. Es folgt:

Thm. Jedes dyn. System hat einen gleichm. rekurrenten Pkt.

Thm. Sei (X,G) ein dyn. System, x € X. Dann sind &dquivalent:
e z ist glm. rekurrent. e Das Untersystem Gz ist minimal.

Thm. In einem Kronecker-System ist jeder Pkt glm. rekurrent.

Thm. Sei (X,T) eine Gruppenerw. oder isometrische Erweiterung
von (Y, T) mit Projektion 7 : (X,T) — (Y,T) und yo € Y glm.
rekurrent. Dann sind die Pkte 71 (yo) glm. rekurrent.

Bem. Es folgt durch Betr. eines dyn. Systems auf dem k-dim Torus:

Thm. Seien p1(X),...,pr(X) € R[X] Polynome.
Fir alle € > 0 ist die Teilmenge der nat. Zahlen, die

: _.2mipy(0) : _o2mipg (0)
|627r1p1(n) e |<€ ’|627rzpk(n) e k |<€

PR

gleichzeitig erfiillen, syndetisch.

Prop. Sei A ein endl. Alphabet. Ein Punkt w € AN oder w € AZ ist
genau dann glm. rekurrent, wenn fiir jedes Wort in w die Menge der
Positionen, an denen dieses Wort auftaucht, syndetisch ist.

Bem. Eine rekurrente Sequenz w in der allgemeinen Form
w = [(aw®a)w® (aw®a)]w® [(aw®a)w® (awPa)]...

ist glm. rekurrent, wenn die Linge der w(™ beschrénkt ist.
Es existieren also nichtperiodische, glm. rekurrente Sequenzen.

Def. Ein Vokabular ist eine Teilmenge V aller Worter tiber einem
Alphabet A, fiir die gilt:
e Jedes Teilwort eines Wortes aus V' ist ebenfalls in V.

e Jedes Wort in V ist Teilwort eines ldngeren Wortes aus V.

Def. Sei V ein Vokabular. Sei dann S(V) c AN die abgeschl., trans-
lations-inv. Menge aller Sequenzen, die nur Worter aus V' enthalten.

Lem. Sei V ein Vokabular, das folgende Bedingung erfiillt: Fiir alle
l € N gibt es ein L € N, sodass fiir alle Worter w € V' der Lénge

|w| =1 gilt: w ist in jedem Wort v € V' der Lénge |v| = L enthalten.
Dann sind alle Sequenzen in S(V') glm. rekurrent.

Bem. Sei A = {a1,...,ar} und wi,...,w, Worter iiber A, die
jeweils alle Buchstaben aus A enthalten. Sei V; := A die Menge der
Worter der Liange 1 iiber A und induktiv V,, die Menge der Woérter,
die aus einem Wort w € V,,—1 durch simultane Substitution

ap — wi,...,ar = Wr

hervorgehen und deren Teilworter. Das Vokabular V' :i= U,enVa
heiBt dann substitution minimal set. Alle Sequenzen in S(V)
sind gleichmé&Big rekurrent.

Bem. Seien di,d2,... € N mit dy, | dp+1 fiir alle n. Schreibe nun Z
als disjunkte Vereinigung

0
Z = |_| (dkZ + ay) mit a1,as2,...€ Z.
k=1
Sei A kompakt und (\;);en eine Folge in A. Setze w(n) = Ay, falls
n € dyZ + ax. Wenn nun [—N, N| c uﬁczl(dkz + ay), dann gilt fiir
alle n e [-N,N],q € Z: w(n) = w(n + q-d;). Somit tritt jedes Wort
in w periodisch auf und w ist glm. rekurrent.

Def. Eine Teilmenge R — N oder R c Z heifit dick, wenn sie
Intervalle [an, an + n] beliebiger Linge enthélt.

Bem. Eine Menge ist genau dann syndetisch, wenn ihr Schnitt mit
jeder dicken Menge nichtleer ist. Eine Menge ist genau dann dick,
wenn ihr Schnitt mit jeder syndetischen Menge nichtleer ist.

Def. Eine Teilmenge A < N oder A < Z heif3t stiickw. syndetisch,
wenn sie Schnitt einer dicken und einer syndetischen Menge ist.

Thm. Sei B € N oder B C Z stiickw. syndetisch, B = By U ... U Bq
eine Partition. Dann ist auch eine Menge B; stiickweise syndetisch.

Bem. Seien 71, ...,7n die kanonischen Erzeuger von Hy(T") =~ Z™.

Lem. Habe T : T% — T¢ die Form
T(01,...,0q) = (01 +a,02 + f1(01),...,0q + fa—1(01,...,04-1))

mit « irrational, f; : T —T stetig mit (fi)s(1:)#0 fiir i=1,...,d—1.
Dann ist (T4, T) ein minimales dynamisches System.

Thm. Sei p(X) € R[X] mit mind. einem irrationalen Koeffizienten.
Dann gibt es Ve > 0 eine Lsg der Ungleichung |p(n) — m| < e.

Def. Sei X ein kompakter metrischer Raum und 7' : X — X stetig.
Eine Teilmenge A < X heifit wandernd, wenn die Urbilder Tfl(A),
ey T7™(A), ... disjunkt von A (und damit auch voneinander) sind.

Def. Ein dyn. System (X, T') heifit nicht wandernd, wenn keine
offene, nichtleere Menge A — X wandernd ist.

Def. Eine Teilmenge Ac X heifit nirgends dicht, falls int(A) = .

Def. Eine Teilmenge Ac X heifit mager, wenn sie Vereinigung
abzéhlbar vieler nirgends dichter Mengen ist.

Thm. Sei (X,T) nicht wandernd. Dann ist die Menge der nicht
rekurrenten Punkte in X mager.

2. Van der Waerdens Theorem

Lem. Sei X ein komp. metr. Raum, T': X — X stetig und Ac X.
Angenommen, Ve >0 :Vze A :JyeY :In=1:d(T y,z) <e
DannVe>0:3z€eA:3In>1:dT"zz2) <e.

Def. Sei X ein komp. Raum, T : X — X stetig.

Eine abgeschlossene Teilmenge A € X heiit homogen bzgl. T,
wenn es eine Untergruppe G <Aut(X) gibt mit VSe G : ST=TS
und S(A)=A, sodass das dyn. System (A, G) minimal ist.

Bsp. Sei (X,T) = (Y xK,T) eine Gruppenerweiterung von (Y, T).
Dann sind die Fasern {(yo, k) | k € K} fiir alle yo € Y homogen.

Def. Eine abgeschl. Teilmenge A < X eines komp. metr. Raumes
heiit rekurrent fiir eine Transformation 7" : X — X, falls fiir alle
€>0 und z€ A ein ye A und n>1 existiert, sodass d(T"y, z) <e.

Lem. Sei A c X homogen bzgl. T : X — X. Angenommen,
Ve>0: Jz,ye A, n=1: d(T"y,x) <e. Dann ist A rekurrent.

Bsp. Sei (X,T)=(Y xK,T) eine Gruppenerw. von (Y,T) und
yo € Y rekurrent. Dann ist die Faser {yo} x K rekurrent.

Lem. Sei A ¢ X homogen und rekurrent bzgl. T': X — X.
Dann enthiilt A einen rekurrenten Punkt von (X, T).

Thm (Multiple Birkhoff Recurrence, MBR).

Sei X ein komp. metr. Raum und 71,...,7; : X — X komm. stetige
Abbildungen. Dann gibt es einen Punkt € X und eine Folge (ng)ken
mit ng — o0 und Tin’“x — x simultan fiir alle i = 1,...,1 bei k — o0.

Def. Eine arithmetische Progression der Lénge NV € N ist eine
Teilmenge A € N der Form A = {a + ib|i =0,..., N} mit aeN, b>1.

Thm (Griinwald). Sei N™ = B; u ... U By eine Partition von N™.
Dann hat eine Menge B; die Eigenschaft, dass fiir alle endl. Teil-
mengen F' < N ein a € N™ und ein b € N existiert mit bF + a < Bj.

Bem. Dieses Thm ist eine Verallgemeinerung auf >1 Dim. von:

Thm (van der Waerden). Sei N = B; u ... u By eine Partition.
Dann enthélt ein B; arithmetische Progressionen beliebiger Lénge.



3.1. Dynamische Systeme auf Maflirdumen

Bem. Sei im Folgenden (X, B, 1) ein Mafiraum mit einem topol.
Raum X, einer o-Algebra B auf X und einem endlichen normierten
MaB p: B — [0,1] mit pu(X) = 1.

Notation. LP(X,B,u) = {Aq’klassen p-integrierbarer Fktn X —R}
heiit Lebesgue-Raum (1 < p < ). Fiir p = o0 setze

L®(X,B, u) = {Aq’klassen wes. beschriinkter Fktn X —R}.

Es werden dabei Fktn identifiziert, die fast-iiberall {ibereinstimmen.

Bem. LP(X,B, ) ist ein Banachraum fiir 1 < p < o0.

Notation. E(f) = {fdu fir fe L' (X, B, u).
X

Def. Eine messbare Abbildung T : X — X heiit maf3erhaltend,
wenn VB e B : u(B) = u(T~'B). Das Tupel (X, B, u, T') heiflt
maflerhaltendes System (m.e.S.).

Lem. T ist maBerhaltend < V fe LY(X,B,u) : E(f)=E(foT)
Def. Ein maBerh. System (X, B, u, T') heifit ergodisch, wenn

VBeB : T 'B=B — u(B) e {0,u(X)}.

Man sagt auch, T sei eine ergodische Transformation.

Thm (Birkhoffscher Ergodensatz).
Sei (X,B,1,T) ein m.e.S. und f € LY(X, B, ). Dann gilt

fn(z) =

fiir fast-alle z € X, wobei f T-invariant ist, d. h.j =foT.
Falls fe LP(X,B,p) mit 1 < p < o0, dann f,, — f in LP(X, B, ).

L (f(@) + F(T2) + ... + [(T"2)) 222 ()

Bem. Es folgt E(f) = E(f). Wenn T ergodisch ist, dann ist f
fast-iiberall konstant E(f), also fn(z) — E(f) fiir fast-alle x € X.

Thm (Poincaré). Sei (X,B,u,T) ein m.e.S. und A € B mit
1(A) > 0. Dann gibt es ein n > 1 mit (A nT""A) > 0.

Beweis. Sei f = 14 die Indikatorfunktion von A.
Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gilt

§f(Imz)f(T™x)dp(z) =0 fiir n # m.

Es folgt durch 2x Ubergang zum Grenzwert E(?2) =0, also

0= E(F) = B(f) = u(A) > 0 4

Thm. Sei (X,B,u,T) ein m.e.S., wobei X ein separabler
metrischer Raum ist, dessen offenen Mengen messbar sind.
Dann sind fast-alle Punkte in X rekurrent.

Etwas Maf3itheorie & Funktionalanalysis

Def. Sei k € {R,C}. Ein topologischer k-Vektorraum V ist ein
k-VR mit einer Topologie bzgl. der die Addition + : V x V — V und
die Skalarmultiplikation - : k x V' — V stetig sind.

Def. Sei k € {R,C} und V ein k-VR. Eine Teilmenge A c V heifit

e absorbierend, wenn VveV : 3r>0:Vaek: |ao|<r = aveA.

e ausgewogen, wenn Vv e A : Vaek : o] <1 = ave A

e absolutkonvex, wenn A ausgewogen und konvex ist.

Lem. Eine Teilmenge AcV ist genau dann absolutkonvex, wenn
Vo,weA :VA\puek: [ AM+|pu <1 = w+puwe A

Def. Ein topol. k-VR V heifit lokalkonvex, wenn jede Umgebung
von 0€V eine offene, absorbierende, absolutkonv. Teilmenge besitzt.

Bsp. Normierte Rdume sind lokalkonvex.

Def. Sei V ein k-VR, K < V konvex.
Ein Punkt z € K heiflit Extremalpunkt, wenn

VA peBi(0)ck, y,ze€V : Atpu=1AdAytpuz=2 = x=y==2.
Lem. Sei V ein topol. VR, A c V. Ist A konvex, dann auch A.

Satz (Krein-Milman). Sei V ein lokalkonvexer Raum, K < V
kompakt und konvex. Dann ist K gleich dem Abschluss der von den
Extremalpunkten von K aufgespannten konvexen Hiille.

Def. Sei X ein topologischer Raum, B eine o-Algebra auf X.
Ein Maf} p auf (X, B) heifit

e von innen regulir, wenn fir alle A € B gilt:

w(A) = sup{u(F)| F € X kompakt und messbar, FF < A}.

e von auflen regulir, wenn fiir alle A € B gilt:

u(A) = inf{u(F) | F < X offen und messbar, F 2 A}.
e reguldr, wenn es von innen und auflen regulédr ist.

Def. Ein topol. Raum X heifit oc-kompakt, wenn X Vereinigung
hochstens abzihlbar vieler kompakter Teilmengen ist.

Thm (Riesz). Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, dessen
offene Teilmengen o-kompakt sind, B die Borel-o-Algebra von X,

Co(X) := {stetige Funktionen X — R mit kompaktem Tréger },
L := {lineare Funktionale L : Co(X) — R},
L' ={LelL |VfeCo(X): f=0 = L(f) >0}
M’ = {regulire Mafle u : B — [0, 00] auf (X, B) mit
w(K) < oo fiir alle kompakten K < X }

Dann ist folgende Abbildung eine Bijektion:

R-M L, u— (LM:CO(X)HR, f Sfd,u)
e

Thm. Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, dessen offene
Teilmengen o-kompakt sind. Sei p ein Mafl auf der Borel-o-Algebra
von X mit p(K)<oo fir alle kompakten K < X. Dann ist u regulér.

Def. Seien p und v Mafle auf dem messbaren Raum (£2,2).
Dann heiit v heifit absolut stetig beziiglich p (notiert v « p), falls

w(A) =0 = v(A) =0 fiir alle Ae 2.

Def. Ein Ma8 p auf einem messb. Raum (€2, 2() heifit o-endlich,
wenn es eine Folge (Ay) in 2 mit pu(An) < 00 und Q = UpenAn gibt.

Thm (Radon-Nikodym). Seien g und v Mafle auf dem messbaren
Raum (2,2), u o-endlich und v absolut stetig bzgl. 1 (v « ). Dann
gibt es eine fast-iiberall eindeutige messb. Funktion f : Q — R>( mit

v(A) = {fdu fiir alle A €.
Q

Ist v endlich, so ist f e LY(Q, A, p).

Def. Sei X ein topol. Raum, B die Borel-o-Algebra. Ein Mafl p auf
(X, B) heiit Borelmaf, wenn fiir alle « € X eine offene Umgebung
U von z existiert mit p(U) < co.

Bem. Falls X lokalkompakt ist, dann ist p genau dann ein
Borelma8}, wenn pu(K) < oo fiir alle Kompakta K € X.

Def. Ein Haar-Maf3 auf einer topol. Gr. G ist ein reguldres Borel-
maf auf (G, B), das linksinv. ist, d.h. Vge G, BeB: u(B)=u(gB).

Thm. Sei G eine lokalkompakte topol. Gruppe. Dann gibt es bis
auf multiplikative Konstante genau ein nichttriviales Haar-Maf.

3.2 Invariante Mafle auf komp. Rdumen

Bem. Sei im Folgenden X ein kompakter metrischer Raum und B
die Borel-o-Algebra auf X und T : X — X stetig.

Def. Sei (2,2, 1) ein MaBraum und (Q’,2’) ein messbarer Raum
und f: Q — Q' eine messbare Abbildung, dann ist

W= fe(p) =pof H A > [0,0], A pu(fHA)
ein Maf} auf (', 2’), genannt das Bildmaf von f.

Def. Setze M = {Mafle p auf (X,B) mit u(X)=1}. Sei S ¢ M
die Menge der Mafle p, die unter T' invariant sind, d. h. Typ = p.

Kor. Die Abb. R aus dem Satz von Riesz liefert eine Bij.
MES (Ler |Lx—1) =1}

Bem. Man kann M also als Teilmenge von £ auffassen. Wenn £ die
Schwach-*-Topologie trigt, dann trigt M die Teilmengentopol. mit

pn 2= pin M = V feCo(X) : §fdun =2 (fdpu.

Mit dieser Topologie ist M < £’ kompakt und konvex.



Bem. Die Menge S ist nicht leer: Sei v € M beliebig. Setze
pn = g (v + Tev + Tov + ...+ Tgv) .
Der Grenzwert von (tn)nen in M ist dann in S.

Bem. S c L ist kompakt und konvex. Aus dem Satz von Krein-
Milman folgt: S ist der Abschluss der konvexen Hiille seiner Extre-
malpkte (die insb. existieren). Diese sind wie folgt charakterisiert:

Prop. Ein Ma8l p € S ist genau dann ein Extremalpunkt von S,
wenn (X, B, u, T) ein ergodisches System ist.

Bem. Folglich heilen Extremalpunkte von S ergodische Mafle.

Def. Das dynamische System (X, T') heifit eindeutig ergodisch,
wenn es genau ein invariantes Mafl pu € S gibt.

Bem. Aus der Prop. folgt, dass dieses eind. Mafl dann ergodisch ist.

Thm. Sei (X,T) ein eind. ergodisches System, peS das T-inv. Maf.

n—0o0

Dann gilt fiir alle f € C(X): fn — {fdp glm. in X.

Def. Sei X ein separabler metrischer Raum, B die Borel-o-Algebra.
Der Triger eines Mafles auf (X, B) ist das Komplement aller offenen
Mengen mit Maf3 Null.

Bem. Der Tréager eines T-invarianten Mafles ist T-invariant.

Prop. Sei T eindeutig ergodisch auf X ist und X’ < X der Triger
des inv. Mafes. Dann ist (X', 7T) minimal.

Def. zg€e X heifit generischer Pkt des m.e.S. (X, B, u,T), wenn
VfeC(X) : fulzo) “=5 [ fdu.
X

Prop. Sei p ein ergodisches Mafl auf (X, T'). Dann sind p-fast-alle
Punkte von X generische Punkte von p.

Prop. Das System (X, T) ist eindeutig ergodisch, wenn jeder Punkt
z € X generisch fiir ein inv. Mafl pu, € S ist.

Def. Sei p ein invariantes Mafl von (X,T). Ein Punkt zg € X heifit
quasi-generischer Punkt von pu, falls Folgen (ag)keny und (bg)ken

natiirlicher Zahlen existieren mit ay < by, by — ag L2%, % und

by
1 n k—
IECX) s gy > f(TMme) =5 § fdp
- n=aj X

Prop. Sei (X,T) ein zykl. System, zg€ X und X’ := {T"zo |n > 0}.
Wenn p € M(X’) ein ergodisches Mafl bzgl. T ist, dann ist zg
quasi-generisch fiir p.

3.3. Gruppenerweiterungen, eindeutige
Ergodizitit und Gleichverteilung

Def. Sei (Y,T) ein dyn. System, v ein T-inv. Maf auf (Y, B), G eine
kompakte Gruppe und ¢ : Y — G stetig. Sei ug ein Haar-Maf3 auf G.

Dann ist das Produktmafl v x ug ein inv. Mafl auf der Gruppener-
weiterung (Y xG,T), es ist also (Y xG, By xg,vXug,T) ein m.e. S..

Prop. Sei (Y,T) eind. ergodisch und (Y xG, By xg,vXug,T)
ergodisch. Dann ist auch (Y x G, T) eindeutig ergodisch.

Prop. Sei a € R irrational und (b;;)1<j<i<d ganze Zahlen mit
bjr1j #0fird>j =1 und T:T% - T definiert durch

T(917 ...,Gd) = (91 + a, 02 + b2101,...,0q4 + bg101 + ... + bdydflgdfl).
Dann ist (T'%,T) eind. ergodisch bzgl. dem Haar-MaB auf 7.

Def. Sei (zn)nen eine Folge reeller Zahlen, p : R — Stz 22

und p das Haar-MaB auf S'. Die Folge heit gleichverteilt
modulo 1, falls fiir alle offenen U < S* gilt:
Un{p(xi)|i=1,....n} now w(U)
In| n(St)

Lem. Die Folge (x,) ist genau dann gleichverteilt, wenn

3=

Z fp(zy)) =2 ﬁ § fdp V stetige f : ST — R.
i=1 St

Def. Die Folge (zr) heiit wohlverteilt modulo 1, wenn
[Un{p(z;)|i=1+M,...,n+ M} noew pU)
in] u(sh)

gleichméfBig fiir alle M € N gilt.

Thm (Weyl). Sei p(X) € R[X] ein Polynom mit mind. einem
irrationalen Koeffizienten, der nicht der konstante Term ist.
Dann ist die Folge (p(n))nen wohlverteilt modulo 1.

3.4. Unitédre Op’en und Poincaré-Folgen

Def. Ein C-VR mit Skalarprodukt (-, —) heifit Prihilbertraum.
Er heilt Hilbertraum, wenn er vollstindig bzgl. der ind. Norm ist.

Def. Ein linearer beschrinkter Operator auf einem
Hilbertraum H ist eine lineare Abbildung T': H — H mit

sup ||Tz|| < o
llzll<1

Notation. B(H) := {lineare, beschrinkte Operatoren auf H }
Thm. Fiir jeden Operator T'e B(H) gibt es genau ein T* € B(H) mit
Vo,ye H : (Tz,y) = {z, T*y).

Def. Der Operator T* heifit adjungierter Operator von T

Def. Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T' € B(H) heifit
e normal, wenn T*T =TT%*, e unitir, wenn T*T=TT* =Idg.

Def. Sei (X,2) ein messbarer Raum, H ein reeller oder komplexer
Hilbertraum. Sei P(H) c B(H) die Menge der orth. Projektionen.
Ein Spektralmaf fiir (X, 2, H) ist eine Abbildung E : A — P(H)
mit B(X) = Idg und folgender Eigenschaft: Fiir alle z,y € H ist

Ezy:A->K, Q- EQ)z,y).
ein komplexes bzw. signiertes Maf auf (X, ).

Bem. Sei E ein Spektralmaf$ auf (X,2, H). Dann gilt VQ1,Q2 € 2A:
. B(@) =0

e F(Q u)+ E(Q1 nQ2) =E(Q) + E(Q2)
o F(N)E(Q2) = E(Q1nQ2) = E(Q2)E(Q)
Bem. Fiir alle x € H ist Ey 5 ein positives Maf:

E; () =<EQ)z,z) =(EQ)E(Q)z,z) = (E(Q)z, E(Q)z) € Rx0.

(Modularitét)
(Multiplikativitét)

Prop. Sei E ein Spektralmaf} auf (X,2, H) und z € H.
Dann ist Q — E(Q)z ein o-additives H-wertiges Maf auf (X, ).

Def. Sei E ein Spektralmafl auf (X, 2, H). Es gibt fiir jede 2(-messb.
Fkt f : X — K eine max. offene Menge V c K mit E(f~1(V)) = 0.
Die Funktion f heiit wesentlich beschrinkt, wenn

I fll = esssup]|f| := sup{|z||z € K\V} < o0.

Dann ist B:={beschrinkte, A-messb. Fkt X K} mit Norm ||—||
eine Banachalgebra und N := {f € B|||f||,, = 0} ein Ideal in B.
Dann ist auch L®(E) := B/N mit Norm |||, eine Banachalgebra.

sup

Thm. Sei E ein Spektralmafl auf (X, 2, H). Dann gibt es genau
einen injektiven, isom. Homomorphismus ¥ : L*(E) — B(H) von
Algebren mit V f € L®(E) : U(f) = (¥(f))* und

Vo,ye Hfe L®(E) : (¥z,yy = § fdEgy.
X

Notation. {fdE = ¥(f)
X

Def. Sei X ein Banachraum, B(X) die Menge der beschrinkten
Operatoren auf X. Das Spektrum eines Operators T' € B(X) ist

o(T) = {AeK|T — X-Idx ist nicht invertierbar}.

Thm (Spektralsatz). Sei H ein Hilbertraum, T' € B(H) ein
normaler Operator und B die Borel-o-Algebra auf o (7).
Dann gibt es genau ein Spektralmafl E auf (o(T'), B, H) mit

T= § AMEXN) = § idgq) dE.
o(T) o(T)

Auflerdem gilt fiir alle S € B(H) mit ToS = SoT:
VQeB: EQ)oS=50E(Q).
Das Spektralmafl £ wird auch Spektralzerlegung von 7' genannt.

Thm. Sei X ein komplexer Hilbertraum, T'€ B(X) normal. Es gilt:



e T ist unitir < o(T) S {z € C||z| = 1}.
e T ist selbstadjungiert < o(T) € R c C.

Thm. Sei E die Spektralzerlegung eines normalen Operators

T e B(H), Ao € Kund Ep := E({\o}). Dann gilt:

e {EVen von T zu Ao } = ker(T — Ao Idyg) = {zr € H| Eo(z) = z}
e N\gist EWvon T < Ey #0.

e Jeder isolierte Punkt von o(7) ist ein EW von T

Lem. Sei H ein Hilbertraum, T € B(H) ein unitirer Operator,
p(X) € Q[X] ein Polynom mit Vn € Z : p(n) € Z. Setze

Hy:={x e H|Tz = >™%}

Heat = @ H,.
q€Qn[0,1)

fiir 6 € [0, 1),

Sei Prat : H — Hyat die orth. Projektion. Wenn Pratx = 0, dann
y N
v 2 TP =50
n=0

Prop. Sei p(X) € Q[X] mit Vn € Z : p(n) € Z und p(0) = 0. Sei
T € B(H) ein unitirer Operator auf einem Hilbertraum H und

@ € H mit (TP 25 = 0 fiir alle n > 1. Dann ist = orthogonal zu
allen Eigenvektoren deren zugeh. Eigenwert eine Einheitswurzel ist.

Def. Eine Teilmenge W < Z heifit Poincaré-Folge, wenn fiir alle
maflerhaltenden Systeme (X, B, u,T) und A € B mit p(A) > 0 gilt:

Ine W\{0} : p(T™"An A)>0.
Bsp. Dicke Mengen sind Poincaré-Folgen.

Thm. Sei p(X) € Q[X] mit Vne Z : p(n) € Z und p(0) = 0.
Dann ist {p(n)|n = 1} eine Poincaré-Folge.

Bem. Ist W cZ eine Poincaré-Folge, dann ist (W n mZ)\{0} #
fiir m > 1. Denn: Ist (X, B, u, T) ein m.e.S., dann auch (X, B, u, T™).

3.5. Invariante Mafle auf symb. Fliissen

Bem. Sei im Folgenden A ein endliches Alphabet und T : A% 5 AZ
der Verschiebeoperator.

Def. Sei S © N bzw. S c Z. Die obere Banach-Dichte von S ist

* R 1.
BD*(S) = hTan_)sOlép = rTIrllg%c|S N [m,m + n]|.
Def. Man sagt, ein Symbol a € A trete in £€ AZ mit positiver oberer
Banach-Dichte auf, wenn BD*(¢71(a)) > 0.

Lem. Sei & € AZ und X := {T"€|n € Z} dessen abgeschl. Orbit. Sei
a € A ein Symbol und A(a) = {w € X |w(0) = a}. Dann tritt a
genau dann mit positiver Banach-Dichte in £ auf, wenn ein T-inv.
MaB p auf X mit p(A(a)) > 0 existiert.

Notation. Sgig := {x —y|x,y € S} fir S c Z.

Thm. Sei W cZ eine Poincaré-Folge und habe S cZ positive obere
Banach-Dichte. Dann gilt W n Sq;¢\{0} # .

Kor. Sgig ist syndetisch.

Bem. Man kann zeigen: Wenn S1i, ..., Sk C Z alle positive obere
Banach-Dichte besitzen, dann ist Sy gig N ... N Sk qif syndetisch.

Thm (Sarkézy). Habe S < Z positive obere Banach-Dichte, sei
p[X] € Q[X] mit Yn e Z : p(n) € Z und 0 € p(Z). Dann existiert eine
Lsg der Gleichung z — y = p(z) in Variablen z,y € S, z # y, 2z € Z.

4.3. Von Neumannscher Ergodensatz und
generische Mafle

Def. Sei H ein Hilbertraum. Eine Folge (7% )nen von Operatoren in
B(H) konvergiert gegen T € B(H)

e in der schwachen Operatortopologie (WOT), wenn
vxv ye H : <T’ﬂ'ray> u) <Tx7 y>

e in der starken Operatortopologie (SOT), wenn

VezeH : Thr 225 Tx.

Thm. Sei H ein Hilbertraum, T'e B(H) unitér, Hp :={axeH|Tz=x}.
Sei Pr : H — H die orth. Projektion auf Hp. Dann konvergiert

L ([d+T+T?+...+T") =2, ppr

e} in der starken Operatortopol.

Bem. Sei T eine maflerh. Transformation auf einem Mafraum
(X, B, p). Dann induziert T einen unitdren Operator T" auf dem
Hilbertraum L2(X, B, u) durch T(f) := f o T. Aus dem Theorem
folgt, dass fiir jede Funktion f € L?(X, B, 1) die Folge der
ergodischen Mittel f,, in L? gegen Prf konvergiert.

Def. Sei v ein Ma8 auf (X, B) und 2 eine Algebra von beschrinkten
B-messbaren Funktionen X — C, die abgeschlossen unter komplexer
Konjugation ist. Das Maf} v heifit generisches Maf3 von
(X,B,p1,T) bzgl. A, wenn fiir alle f € 2 gilt:

andum Sfdu.
X X

Bem. Aus dem Ergodensatz folgt: u ist selbst ein generisches Maf}
von (X, B, u, T) bzgl. 2 := { beschriinkte B-messb. Fktn X — C}.
Bem. Sei X ein komp. metr. Raum und T : X — X stetig. Sei xg
ein generischer Punkt eines Mafles p auf X. Dann ist das Punktmafl
0z, ein generisches Maf von (X, B, u, T') bzgl. A := C(X).

Bem. Angenommen, es gibt eine Teilmenge B < 2 von T-inv. Fktn,
die dicht in L2(X, B, u)p == {f € L*(X,B, ) | f = foT?} liegt. Es gilt

VieB: §|fPdu= lim A (7" |f>dv = {|f]*dv.
)S( N N+1§( )S(

Man kann also eine dichte Teilmenge von L? (X, B, p)r isometrisch
mit einer Teilmenge in L2 (X, B, v) identifizieren und so L2(X, B, i)
als Teilmenge von L%(X, B, v) auffassen.

Thm. Sei v ein generisches Mafl von (X, B, u, T') bzgl. 2. Enthalte
2 eine Teilmenge von T-invarianten Funktionen, die dicht in
L?(X, B, p)7 liegt. Dann gilt

N
Z Ty N0, poy

n=0

Vfied: in L3(X, B,v).

N +1

4.4. Satz von Roth

Thm (Szemerédi). Habe S c Z positive obere Banachdichte.
Dann enthélt S arithmetische Progressionen beliebiger Lénge.

Prop (Multiple Poincaré-Recurrenz, MPR). Sei (X, B, u) ein
W-Raum und T7i,...,7T; : X — X kommutierende maflerherhaltende
Abbildungen. Dann gibt es fiir alle A € B mit u(A) > 0 ein n > 1 mit

pPANT "~ nT") > 0.
Lem. Angenommen, MPR gilt fiir alle erg. m.e.S. (X, B, u,T) im
Spezialfall Ty =T, Ty = T2, ..., T} = T' mit [ € N fest.

Habe S < Z positive obere Banachdichte.
Dann enthélt S arithmetische Progressionen der Lénge [.

Thm. Sei (X, B, u,T) ein ergodisches m.e.S., f: X — Rxg¢
beschrénkt und messbar mit {fdp > 0. Dann gilt

N
Jim ZO §f@)F(T" ) f(T*"z) dp(=) > 0.
n=
Kor. MPR gilt fiir alle ergodischen m.e.S. (X, B, u,T) im
Spezialfall Ty = T, Ty = T2.

Kor (Satz von Roth). Habe S < Z positive obere Banachdichte.
Dann enthélt S arithmetische der Lange 2.
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