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Dies ist eine übersetzte Zusammenfassung der ersten Kapitel des
Buches

”
Recurrence in Ergodic Theory and Combinatorial Number

Theory“ von Harry Furstenberg.

1. (Gleichmäßige) Rekurrenz

Def. Ein dynamisches System ist ein Paar pX,Gq bestehend aus
einem kompakten metrischen Raum X und einer Gruppe oder einem
Monoid G mit Wirkung ϕ : GÑ Aut{EndpXq, g ÞÑ Tg , Tgpxq :“ g.x.

Def. Ein Untersystem eines dynamischen Systems pX,Gq ist eine
Teilmenge Z Ď X mit TgpZq Ď Z für alle g P G.

Bem. Falls G“Z oder M“N, dann bezeichnen wir mit T :“ T1 den
Erzeuger der Aktion und nennen pX,T q ein zyklisches System.

Def. Sei X ein topologischer Raum, T : X Ñ X stetig.
Ein Punkt x P X heißt rekurrent, falls für alle Umgebungen V Ă X
von x ein n ě 1 existiert mit Tnpxq P V .

Bem. Sei X sogar ein metrischer Raum, x P X rekurrent. Dann gibt
es eine s.m.s. Folge pnkqkPN mit dpTnk pxq, xq Ñ 0 für k Ñ8.

Def. Sei X ein topologischer Raum, T : X Ñ X stetig. Dann heißt

Qpxq :“ tTnx |n ě 1u Ď X

abgeschlossener Vorwärtsorbit von x P X.

Lem. • x P X ist rekurrent ðñ x P Qpxq

• x P Qpyq ùñ T pxq P Qpyq ðñ Qpxq Ď Qpyq

• Die Relation xRy :ðñ x P Qpyq ist transitiv.

Thm (Birkhoff). Sei X ein kompakter topologischer Raum und
T : X Ñ X stetig. Dann gibt es einen rekurrenten Punkt x P X.

Def. Sei K eine kompakte Gruppe, a P K und T pxq :“ ax. Dann
heißt pK,T q ein Kronecker-System.

Thm. In einem Kronecker-System sind alle x P K rekurrent.

Def. Ein Homomorphismus zwischen zwei dyn. Systemen pX,Gq
und pX 1, Gq (zweimal die gleiche Gruppe oder Monoid G) ist eine
G-äquivariante stetige Abbildung φ : X Ñ X 1.

Def. Ein dyn. System pY,Gq ist Faktor eines dyn. System pX,Gq,
wenn es einen surjektiven Homomorphismus pX,Gq Ñ pY,Gq gibt.
Man nennt pX,Gq dann eine Erweiterung von pY,Gq.

Bem. Sei φ : X Ñ Y surjektiv. Dann kann man Y mit der Menge
der Fasern von φ identifizieren.

Thm. Sei φ : pX,T q Ñ pY, T q ein Morphismus von zyklischen
Systemen. Wenn x P X rekurrent ist, dann auch φpxq.
Allgemeiner: x P Qpyq ùñ φpxq P Qpφpyqq

Def. Sei pY, T : Y Ñ Y q ein zyklisches System, K eine kompakte
Gruppe und ψ : Y Ñ K stetig. Setze

X :“ Y ˆK, T : X Ñ X, py, kq ÞÑ pTy, ψpyqkq.

Das System pX,T q wird Gruppenerweiterung von pY, T q mit K
oder Schiefprodukt von pY, T q mit K genannt.

Bem. Die Gr. K wirkt auf pX,T q “ pY ˆK,T q durch Rechtstransl.:

R : K Ñ AutpXq, k ÞÑ Rk, Rkpy, k
1q :“ py, k1kq.

Die Homöomorphismen Rk kommutieren mit T , sind also
Automorphismen des dynamischen Systems pX,T q.

Thm. Sei pX“Y ˆK,T q eine Gruppenerw. von pY, T q und y0 P Y
rekurrent. Dann sind die Punkte tpy0, kq | k P Ku rekurrent.

Bem. Durch Erweiterung mit der zykl. Gr. Zm kann man zeigen:

Prop. Ist x P X in pX,T q rekurrent, dann auch in pX,Tmq.

Bsp. Sei T :“ R{Z und α P R. Dann ist das System

pT 2, pθ, φq ÞÑ pθ ` α, φ` 2θ ` αqq

eine Gruppenerweiterung des Kronecker-Systems pT, θ ÞÑ θ ` αq.
Somit sind alle Punkte des Torus T 2 rekurrent.
Aus der Rekurrenz des Punktes p0, 0q erhält man:

Prop. Für jedes α P R und ε ą 0 gibt es eine ganzzahlige Lsg der
diophantischen Ungleichung |αn2 ´m| ă ε.

Bem. Durch Verallgemeinerung auf den d-dim Torus zeigt man:

Prop. Sei ppXq P RrXs mit pp0q “ 0. Dann gibt es für alle ε ą 0
eine Lsg der diophantischen Ungleichung |ppnq ´m| ă ε, n ą 0.

Def. Sei M ein topol. Raum und K Ď IsopMq kompakt.
Sei pY, T q ein zykl. System und ψ : Y Ñ K stetig. Setze

X :“ Y ˆM, T : X Ñ X, py, uq ÞÑ pTy, ψpyquq.

Das System pX,T q heißt isometrische Erweiterung von pY, T q.

Prop. Sei pX,T q eine isom. Erweiterung von pY, T q.
Dann ist X “ YXα, wobei Xα abgeschlossene T -invariante
Teilmengen von X sind, sodass das System pXα, T |Xα q Faktor einer
Gruppenerweiterung von pY, T q ist.

Prop. Sei pX,T q eine isom. Erweiterung von pY, T q und y0 P Y
rekurrent. Dann sind die Pkte tpy,mq |m PMu rekurrent.

Def. Sei G eine abz. Gruppe/Monoid und Λ ein kompakter metr.

Raum. Sei Ω :“ ΛG –
ź

Λ der kompakte metrisierbare Raum der

Funktionen von G nach Λ. Die reguläre Wirkung von G auf Ω ist

G ÞÑ Aut{EndpΩq, g ÞÑ Tg , Tgpωqpg
1q :“ ωpg1gq.

Ein Bebutov-System ist ein Untersystem von pΩ, Gq.

Bem. Sei tg1, g2, . . .u “ G eine Abzählung von G.
Dann ist eine Metrik auf Ω definiert durch

dpω, ω1q :“
ÿ

2´ndpωpgnq, ω
1pgnqq.

Def. Für ω0 P Ω ist der Abschluss des Orbits von ω0,

Xω0 :“ tTgpω0q | g P Gu,

G-invariant. Das dynamische System pXω0 , Gq wird das von ω0

erzeugte Bebutov-System genannt.

Def. Ein symbolischer Fluss ist ein Bebutov-System mit
endlichem Λ und G P tN,Zu. Die Elemente von Ω sind dann
unendliche/doppelt-unendliche Folgen von Elementen von Λ.
Man bezeichnet Λ dann als Alphabet.

Def. Ein Wort über Λ ist eine endl. Sequenz von Elementen aus Λ.
Die Länge |w| eines Wortes ist die Länge der Sequenz.

Prop. Für eine Sequenz ω P ΛN sind äquivalent:

• ω ist rekurrent.

• Jedes Wort in ω kommt ein 2. Mal an einer anderen Pos. in ω vor.

• Jedes Wort aus ω kommt an unendlich oft in ω vor.

Bem. Ein rekurrentes Wort ω P ΛN hat die allgemeine Form

ω “ rpawp1qaqwp2qpawp1qaqswp3qrpawp1qaqwp2qpawp1qaqs . . .

mit a P Λ und Wörtern wp1q, wp2q, . . .. Damit kann man zeigen:

Def. Eine Partition einer Menge ist eine Darstellung dieser Menge
als Vereinigung disjunkter Teilmengen.

Lem (Hilbert). Sei N “ B1 Y . . .YBq eine Partition von N und
l P Ną0 beliebig. Schreibe

P px1, . . . , xlq :“ txi1 ` . . .` xik | 0 ď k ď l, 1 ď i1 ă . . . ik ď lu.

Dann gibt es m1 ď m2 ď . . . ď ml, sodass unendlich viele
Translationen von P pm1, . . . ,mlq in demselben Bj enthalten sind.

Bem. Sei pX,T q ein zykl. System und f : X Ñ Λ stetig. Dann ist

pX,T q Ñ pΛN, T q, x ÞÑ pfpxq, fpTxq, fpT 2xq, . . .q

ein Homomorphismus zyklischer Systeme.

Thm. Seien Λ1, Λ2 komp. Räume und φ : Λ1 Ñ Λ2 eine Abbildung.
Für ω P ΛN

1 definiere ω1 P ΛN
2 durch ω1pnq :“ fpωpnqq.

Falls ω rekurrent ist und zusätzlich f in allen Punkten ωpnq stetig
ist, dann ist auch ω1 rekurrent.

Prop. Sei K eine komp. Gruppe und ξ P KN rekurrent. Dann ist
ηPKN definiert durch ηpnq :“ ξpnqξpn´ 1q ¨ ¨ ¨ ξp1q rekurrent.

Def. Eine Teilmenge S einer abelschen topologischen Gruppe /
eines Monoids G heißt syndetisch, wenn eine kompakte Menge
K Ă G existiert, sodass @ g P G : D k P K : gk P S.

Bem. Eine Teilmenge ts1 ă s2 ă . . .u “ S Ă N ist genau dann
syndetisch, wenn die Größe si ´ si´1 der

”
Lücken“ zw. Elementen

aus S beschränkt ist. Solche Mengen heißen auch relativ dicht.

Def. Sei pX,Gq ein dyn. System. Ein Punkt x P X heißt
gleichmäßig rekurrent, falls für alle Umgebungen V Ă X von x
die Menge tg P G | g.x P V u syndetisch ist.
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Def. Ein dyn. System pX,Gq heißt minimal, wenn es keine echte
abgeschl. Teilmenge von X gibt, die inv. unter der G-Wirkung ist.

Lem. Sei pX,Gq ein dyn System. Es sind äquivalent:
• pX,Gq ist minimal • @x P X : der Orbit Gx ist dicht in X
• @H ‰ V Ă X offen : D endlich viele Elemente g1, . . . , gn P G :

g´1
1 V Y . . .Y g´1

n V “ X.

Thm. Sei pX,Gq ein minimales dynamisches System.
Dann sind alle x P X gleichmäßig rekurrent.

Bem. Aus Zorns Lemma folgt: Jedes dyn. System besitzt ein
minimales Untersystem. Es folgt:

Thm. Jedes dyn. System hat einen gleichm. rekurrenten Pkt.

Thm. Sei pX,Gq ein dyn. System, x P X. Dann sind äquivalent:
• x ist glm. rekurrent. • Das Untersystem Gx ist minimal.

Thm. In einem Kronecker-System ist jeder Pkt glm. rekurrent.

Thm. Sei pX,T q eine Gruppenerw. oder isometrische Erweiterung
von pY, T q mit Projektion π : pX,T q Ñ pY, T q und y0 P Y glm.
rekurrent. Dann sind die Pkte π´1py0q glm. rekurrent.

Bem. Es folgt durch Betr. eines dyn. Systems auf dem k-dim Torus:

Thm. Seien p1pXq, . . . , pkpXq P RrXs Polynome.
Für alle ε ą 0 ist die Teilmenge der nat. Zahlen, die

|e2πip1pnq´e
2πip1p0q

| ă ε, . . . , |e2πipkpnq´e
2πipkp0q

| ă ε

gleichzeitig erfüllen, syndetisch.

Prop. Sei Λ ein endl. Alphabet. Ein Punkt ω P ΛN oder ω P ΛZ ist
genau dann glm. rekurrent, wenn für jedes Wort in ω die Menge der
Positionen, an denen dieses Wort auftaucht, syndetisch ist.

Bem. Eine rekurrente Sequenz ω in der allgemeinen Form

ω “ rpawp1qaqwp2qpawp1qaqswp3qrpawp1qaqwp2qpawp1qaqs . . .

ist glm. rekurrent, wenn die Länge der wpnq beschränkt ist.
Es existieren also nichtperiodische, glm. rekurrente Sequenzen.

Def. Ein Vokabular ist eine Teilmenge V aller Wörter über einem
Alphabet Λ, für die gilt:

• Jedes Teilwort eines Wortes aus V ist ebenfalls in V .

• Jedes Wort in V ist Teilwort eines längeren Wortes aus V .

Def. Sei V ein Vokabular. Sei dann SpV q Ă ΛN die abgeschl., trans-
lations-inv. Menge aller Sequenzen, die nur Wörter aus V enthalten.

Lem. Sei V ein Vokabular, das folgende Bedingung erfüllt: Für alle
l P N gibt es ein L P N, sodass für alle Wörter w P V der Länge
|w| “ l gilt: w ist in jedem Wort v P V der Länge |v| “ L enthalten.
Dann sind alle Sequenzen in SpV q glm. rekurrent.

Bem. Sei Λ “ ta1, . . . , aru und w1, . . . , wr Wörter über Λ, die
jeweils alle Buchstaben aus Λ enthalten. Sei V1 :“ Λ die Menge der
Wörter der Länge 1 über Λ und induktiv Vn die Menge der Wörter,
die aus einem Wort w P Vn´1 durch simultane Substitution

a1 Ñ w1, . . . , ar Ñ wr

hervorgehen und deren Teilwörter. Das Vokabular V :“ YnPNVn
heißt dann substitution minimal set. Alle Sequenzen in SpV q
sind gleichmäßig rekurrent.

Bem. Seien d1, d2, . . . P N mit dn � dn`1 für alle n. Schreibe nun Z
als disjunkte Vereinigung

Z “
8
ğ

k“1

pdkZ` akq mit a1, a2, . . . P Z.

Sei Λ kompakt und pλiqiPN eine Folge in Λ. Setze ωpnq :“ λk, falls

n P dkZ` ak. Wenn nun r´N,Ns Ă \lk“1pdkZ` akq, dann gilt für
alle n P r´N,Ns, q P Z: ωpnq “ ωpn` q ¨ dlq. Somit tritt jedes Wort
in ω periodisch auf und ω ist glm. rekurrent.

Def. Eine Teilmenge R Ă N oder R Ă Z heißt dick, wenn sie
Intervalle ran, an ` ns beliebiger Länge enthält.

Bem. Eine Menge ist genau dann syndetisch, wenn ihr Schnitt mit
jeder dicken Menge nichtleer ist. Eine Menge ist genau dann dick,
wenn ihr Schnitt mit jeder syndetischen Menge nichtleer ist.

Def. Eine Teilmenge A Ă N oder A Ă Z heißt stückw. syndetisch,
wenn sie Schnitt einer dicken und einer syndetischen Menge ist.

Thm. Sei B Ď N oder B Ď Z stückw. syndetisch, B “ B1 Y ...YBq
eine Partition. Dann ist auch eine Menge Bi stückweise syndetisch.

Bem. Seien τ1, . . . , τn die kanonischen Erzeuger von H1pT
nq – Zn.

Lem. Habe T : T d Ñ T d die Form

T pθ1, . . . , θdq :“ pθ1 ` α, θ2 ` f1pθ1q, . . . , θd ` fd´1pθ1, . . . , θd´1qq

mit α irrational, fi : T iÑT stetig mit pfiq˚pτiq‰0 für i“1, ..., d´1.

Dann ist pT d, T q ein minimales dynamisches System.

Thm. Sei ppXq P RrXs mit mind. einem irrationalen Koeffizienten.
Dann gibt es @ ε ą 0 eine Lsg der Ungleichung |ppnq ´m| ă ε.

Def. Sei X ein kompakter metrischer Raum und T : X Ñ X stetig.
Eine Teilmenge A Ă X heißt wandernd, wenn die Urbilder T´1pAq,
..., T´npAq, ... disjunkt von A (und damit auch voneinander) sind.

Def. Ein dyn. System pX,T q heißt nicht wandernd, wenn keine
offene, nichtleere Menge A Ă X wandernd ist.

Def. Eine Teilmenge AĂX heißt nirgends dicht, falls intpAq “ H.

Def. Eine Teilmenge AĂX heißt mager, wenn sie Vereinigung
abzählbar vieler nirgends dichter Mengen ist.

Thm. Sei pX,T q nicht wandernd. Dann ist die Menge der nicht
rekurrenten Punkte in X mager.

2. Van der Waerdens Theorem

Lem. Sei X ein komp. metr. Raum, T :XÑX stetig und AĂX.
Angenommen, @ ε ą 0 : @x P A : D y P Y : Dn ě 1 : dpTny, xq ă ε.
Dann @ ε ą 0 : D z P A : Dn ě 1 : dpTnz, zq ă ε.

Def. Sei X ein komp. Raum, T : X Ñ X stetig.
Eine abgeschlossene Teilmenge A Ď X heißt homogen bzgl. T ,
wenn es eine Untergruppe GăAutpXq gibt mit @S P G : ST “TS
und SpAq“A, sodass das dyn. System pA,Gq minimal ist.

Bsp. Sei pX,T q “ pY ˆK,T q eine Gruppenerweiterung von pY, T q.
Dann sind die Fasern tpy0, kq | k P Ku für alle y0 P Y homogen.

Def. Eine abgeschl. Teilmenge A Ă X eines komp. metr. Raumes
heißt rekurrent für eine Transformation T : X Ñ X, falls für alle
εą0 und xPA ein yPA und ně1 existiert, sodass dpTny, xqăε.

Lem. Sei A Ă X homogen bzgl. T : X Ñ X. Angenommen,
@ εą0 : Dx, yPA, ně1 : dpTny, xqăε. Dann ist A rekurrent.

Bsp. Sei pX,T q“pY ˆK,T q eine Gruppenerw. von pY, T q und
y0 P Y rekurrent. Dann ist die Faser ty0u ˆK rekurrent.

Lem. Sei A Ă X homogen und rekurrent bzgl. T : X Ñ X.
Dann enthält A einen rekurrenten Punkt von pX,T q.

Thm (Multiple Birkhoff Recurrence, MBR).
Sei X ein komp. metr. Raum und T1, . . . , Tl : X Ñ X komm. stetige
Abbildungen. Dann gibt es einen Punkt xPX und eine Folge pnkqkPN
mit nk Ñ8 und T

nk
i xÑ x simultan für alle i “ 1, . . . , l bei k Ñ8.

Def. Eine arithmetische Progression der Länge N P N ist eine
Teilmenge A Ă N der Form A “ ta` ib | i “ 0, ..., Nu mit aPN, bě1.

Thm (Grünwald). Sei Nm “ B1 Y . . .YBq eine Partition von Nm.
Dann hat eine Menge Bj die Eigenschaft, dass für alle endl. Teil-
mengen F Ă Nm ein a P Nm und ein b P N existiert mit bF ` a Ă Bj .

Bem. Dieses Thm ist eine Verallgemeinerung auf ą1 Dim. von:

Thm (van der Waerden). Sei N “ B1 Y . . .YBq eine Partition.
Dann enthält ein Bj arithmetische Progressionen beliebiger Länge.



3.1. Dynamische Systeme auf Maßräumen

Bem. Sei im Folgenden pX,B, µq ein Maßraum mit einem topol.
Raum X, einer σ-Algebra B auf X und einem endlichen normierten
Maß µ : B Ñ r0, 1s mit µpXq “ 1.

Notation. LppX,B, µq :“ tÄq’klassen p-integrierbarer Fktn XÑRu
heißt Lebesgue-Raum (1 ď p ă 8). Für p “ 8 setze
L8pX,B, µq :“ tÄq’klassen wes. beschränkter Fktn XÑRu.
Es werden dabei Fktn identifiziert, die fast-überall übereinstimmen.

Bem. LppX,B, µq ist ein Banachraum für 1 ď p ď 8.

Notation. Epfq :“
ş

X

f dµ für f P L1pX,B, µq.

Def. Eine messbare Abbildung T : X Ñ X heißt maßerhaltend,
wenn @B P B : µpBq “ µpT´1Bq. Das Tupel pX,B, µ, T q heißt
maßerhaltendes System (m. e. S.).

Lem. T ist maßerhaltend ðñ @ f PL1pX,B, µq : Epfq“Epf ˝T q

Def. Ein maßerh. System pX,B, µ, T q heißt ergodisch, wenn

@B P B : T´1B “ B ùñ µpBq P t0, µpXqu.

Man sagt auch, T sei eine ergodische Transformation.

Thm (Birkhoffscher Ergodensatz).
Sei pX,B, µ, T q ein m. e. S. und f P L1pX,B, µq. Dann gilt

fnpxq :“ 1
n`1

¨ pfpxq ` fpTxq ` . . .` fpTnxqq
nÑ8
ÝÝÝÝÑ fpxq

für fast-alle x P X, wobei f T -invariant ist, d. h. f “ f ˝ T .
Falls f PLppX,B, µq mit 1 ď p ă 8, dann fn Ñ f in LppX,B, µq.

Bem. Es folgt Epfq “ Epfq. Wenn T ergodisch ist, dann ist f
fast-überall konstant Epfq, also fnpxq Ñ Epfq für fast-alle x P X.

Thm (Poincaré). Sei pX,B, µ, T q ein m. e. S. und A P B mit
µpAq ą 0. Dann gibt es ein n ě 1 mit µpAX T´nAq ą 0.

Beweis. Sei f “ 1A die Indikatorfunktion von A.
Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gilt

ş

fpTnxqfpTmxq dµpxq “ 0 für n ‰ m.

Es folgt durch 2ˆ Übergang zum Grenzwert Epf
2
q “ 0, also

0 “ Epfq “ Epfq “ µpAq ą 0  

Thm. Sei pX,B, µ, T q ein m. e. S., wobei X ein separabler
metrischer Raum ist, dessen offenen Mengen messbar sind.
Dann sind fast-alle Punkte in X rekurrent.

Etwas Maßtheorie & Funktionalanalysis

Def. Sei k P tR,Cu. Ein topologischer k-Vektorraum V ist ein
k-VR mit einer Topologie bzgl. der die Addition ` : V ˆ V Ñ V und
die Skalarmultiplikation ¨ : k ˆ V Ñ V stetig sind.

Def. Sei k P tR,Cu und V ein k-VR. Eine Teilmenge A Ă V heißt

• absorbierend, wenn @ vPV : D rą0 : @αPk : |α|ăr ùñ αvPA.

• ausgewogen, wenn @ v P A : @α P k : |α| ď 1 ùñ αv P A.

• absolutkonvex, wenn A ausgewogen und konvex ist.

Lem. Eine Teilmenge AĂV ist genau dann absolutkonvex, wenn

@ v, w P A : @λ, µ P k : |λ|` |µ| ď 1 ùñ λv ` µw P A.

Def. Ein topol. k-VR V heißt lokalkonvex, wenn jede Umgebung
von 0PV eine offene, absorbierende, absolutkonv. Teilmenge besitzt.

Bsp. Normierte Räume sind lokalkonvex.

Def. Sei V ein k-VR, K Ă V konvex.
Ein Punkt x P K heißt Extremalpunkt, wenn

@λ, µ P B1p0qĂk, y, z P V : λ`µ“1^ λy`µz“x ùñ x“y“z.

Lem. Sei V ein topol. VR, A Ă V . Ist A konvex, dann auch A.

Satz (Krein-Milman). Sei V ein lokalkonvexer Raum, K Ă V
kompakt und konvex. Dann ist K gleich dem Abschluss der von den
Extremalpunkten von K aufgespannten konvexen Hülle.

Def. Sei X ein topologischer Raum, B eine σ-Algebra auf X.
Ein Maß µ auf pX,Bq heißt

• von innen regulär, wenn für alle A P B gilt:

µpAq “ suptµpF q |F Ď X kompakt und messbar, F Ď Au.

• von außen regulär, wenn für alle A P B gilt:

µpAq “ inftµpF q |F Ď X offen und messbar, F Ě Au.

• regulär, wenn es von innen und außen regulär ist.

Def. Ein topol. Raum X heißt σ-kompakt, wenn X Vereinigung
höchstens abzählbar vieler kompakter Teilmengen ist.

Thm (Riesz). Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, dessen
offene Teilmengen σ-kompakt sind, B die Borel-σ-Algebra von X,

C0pXq :“ t stetige Funktionen X Ñ R mit kompaktem Träger u,

L :“ t lineare Funktionale L : C0pXq Ñ R u,

L1 :“ tL P L | @ f P C0pXq : f ě 0 ùñ Lpfq ě 0 u

M1 :“ t reguläre Maße µ : B Ñ r0,8s auf pX,Bq mit

µpKq ă 8 für alle kompakten K Ă X u

Dann ist folgende Abbildung eine Bijektion:

R :M1 Ñ L1, µ ÞÑ

˜

Lµ : C0pXq Ñ R, f ÞÑ
ş

X

f dµ

¸

Thm. Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, dessen offene
Teilmengen σ-kompakt sind. Sei µ ein Maß auf der Borel-σ-Algebra
von X mit µpKqă8 für alle kompakten KĂX. Dann ist µ regulär.

Def. Seien µ und ν Maße auf dem messbaren Raum pΩ,Aq.
Dann heißt ν heißt absolut stetig bezüglich µ (notiert ν ! µ), falls

µpAq “ 0 ùñ νpAq “ 0 für alle A P A.

Def. Ein Maß µ auf einem messb. Raum pΩ,Aq heißt σ-endlich,
wenn es eine Folge pAnq in A mit µpAnq ă 8 und Ω “ YnPNAn gibt.

Thm (Radon-Nikodým). Seien µ und ν Maße auf dem messbaren
Raum pΩ,Aq, µ σ-endlich und ν absolut stetig bzgl. µ (ν ! µ). Dann
gibt es eine fast-überall eindeutige messb. Funktion f : Ω Ñ Rě0 mit

νpAq “
ş

Ω

f dµ für alle A P A.

Ist ν endlich, so ist f P L1pΩ,A, µq.

Def. Sei X ein topol. Raum, B die Borel-σ-Algebra. Ein Maß µ auf
pX,Bq heißt Borelmaß, wenn für alle x P X eine offene Umgebung
U von x existiert mit µpUq ă 8.

Bem. Falls X lokalkompakt ist, dann ist µ genau dann ein
Borelmaß, wenn µpKq ă 8 für alle Kompakta K Ď X.

Def. Ein Haar-Maß auf einer topol. Gr. G ist ein reguläres Borel-
maß auf pG,Bq, das linksinv. ist, d.h. @ gPG, BPB : µpBq“µpgBq.

Thm. Sei G eine lokalkompakte topol. Gruppe. Dann gibt es bis
auf multiplikative Konstante genau ein nichttriviales Haar-Maß.

3.2 Invariante Maße auf komp. Räumen

Bem. Sei im Folgenden X ein kompakter metrischer Raum und B
die Borel-σ-Algebra auf X und T : X Ñ X stetig.

Def. Sei pΩ,A, µq ein Maßraum und pΩ1,A1q ein messbarer Raum
und f : Ω Ñ Ω1 eine messbare Abbildung, dann ist

µ1 “ f˚pµq “ µ ˝ f´1 : A1 Ñ r0,8s , A1 ÞÑ µpf´1pA1qq

ein Maß auf pΩ1,A1q, genannt das Bildmaß von f .

Def. Setze M :“ tMaße µ auf pX,Bq mit µpXq “ 1 u. Sei S ĂM
die Menge der Maße µ, die unter T invariant sind, d. h. T˚µ “ µ.

Kor. Die Abb. R aus dem Satz von Riesz liefert eine Bij.

M 1:1
ÐÝÑ tL P L1 |Lpx ÞÑ 1q “ 1u

Bem. Man kann M also als Teilmenge von L auffassen. Wenn L1 die
Schwach-*-Topologie trägt, dann trägt M die Teilmengentopol. mit

µn
nÑ8
ÝÝÝÝÑ µ in M :ðñ @ f P C0pXq :

ş

f dµn
nÑ8
ÝÝÝÝÑ

ş

f dµ.

Mit dieser Topologie ist M Ă L1 kompakt und konvex.



Bem. Die Menge S ist nicht leer: Sei ν PM beliebig. Setze

µn :“ 1
n`1

`

ν ` T˚ν ` T
2
˚ν ` . . .` T

n
˚ ν

˘

.

Der Grenzwert von pµnqnPN in M ist dann in S.

Bem. S Ă L ist kompakt und konvex. Aus dem Satz von Krein-
Milman folgt: S ist der Abschluss der konvexen Hülle seiner Extre-
malpkte (die insb. existieren). Diese sind wie folgt charakterisiert:

Prop. Ein Maß µ P S ist genau dann ein Extremalpunkt von S,
wenn pX,B, µ, T q ein ergodisches System ist.

Bem. Folglich heißen Extremalpunkte von S ergodische Maße.

Def. Das dynamische System pX,T q heißt eindeutig ergodisch,
wenn es genau ein invariantes Maß µ P S gibt.

Bem. Aus der Prop. folgt, dass dieses eind. Maß dann ergodisch ist.

Thm. Sei pX,T q ein eind. ergodisches System, µPS das T -inv. Maß.

Dann gilt für alle f P CpXq: fn nÑ8
ÝÝÝÝÑ

ş

f dµ glm. in X.

Def. Sei X ein separabler metrischer Raum, B die Borel-σ-Algebra.
Der Träger eines Maßes auf pX,Bq ist das Komplement aller offenen
Mengen mit Maß Null.

Bem. Der Träger eines T -invarianten Maßes ist T -invariant.

Prop. Sei T eindeutig ergodisch auf X ist und X 1 Ă X der Träger
des inv. Maßes. Dann ist pX 1, T q minimal.

Def. x0 PX heißt generischer Pkt des m. e. S. pX,B, µ, T q, wenn

@ f P CpXq : fnpx0q
nÑ8
ÝÝÝÝÑ

ş

X

f dµ.

Prop. Sei µ ein ergodisches Maß auf pX,T q. Dann sind µ-fast-alle
Punkte von X generische Punkte von µ.

Prop. Das System pX,T q ist eindeutig ergodisch, wenn jeder Punkt
x P X generisch für ein inv. Maß µx P S ist.

Def. Sei µ ein invariantes Maß von pX,T q. Ein Punkt x0 P X heißt
quasi-generischer Punkt von µ, falls Folgen pakqkPN und pbkqkPN

natürlicher Zahlen existieren mit ak ď bk, bk ´ ak
kÑ8
ÝÝÝÝÑ 8 und

@ f P CpXq :
1

bk ´ ak ` 1

bk
ÿ

n“ak

fpTnx0q
kÑ8
ÝÝÝÝÑ

ş

X

f dµ.

Prop. Sei pX,T q ein zykl. System, x0 PX und X 1 :“ tTnx0 |n ě 0u.
Wenn µ PMpX 1q ein ergodisches Maß bzgl. TX1 ist, dann ist x0

quasi-generisch für µ.

3.3. Gruppenerweiterungen, eindeutige
Ergodizität und Gleichverteilung

Def. Sei pY, T q ein dyn. System, ν ein T -inv. Maß auf pY,Bq, G eine
kompakte Gruppe und φ : Y ÑG stetig. Sei µG ein Haar-Maß auf G.
Dann ist das Produktmaß νˆµG ein inv. Maß auf der Gruppener-
weiterung pY ˆG,T q, es ist also pY ˆG,BYˆG, νˆµG, T q ein m. e. S..

Prop. Sei pY, T q eind. ergodisch und pY ˆG,BYˆG, νˆµG, T q
ergodisch. Dann ist auch pY ˆG,T q eindeutig ergodisch.

Prop. Sei α P R irrational und pbijq1ďjăiďd ganze Zahlen mit

bj`1j ‰ 0 für d ą j ě 1 und T : T d Ñ T d definiert durch

T pθ1, ..., θdq :“ pθ1 ` α, θ2 ` b21θ1, ..., θd ` bd1θ1 ` ...` bd,d´1θd´1q.

Dann ist pT d, T q eind. ergodisch bzgl. dem Haar-Maß auf T d.

Def. Sei pxnqnPN eine Folge reeller Zahlen, p : RÑ S1, z ÞÑ e2iπz

und µ das Haar-Maß auf S1. Die Folge heißt gleichverteilt
modulo 1, falls für alle offenen U Ă S1 gilt:

|U X tppxiq | i “ 1, ..., nu|
|n|

nÑ8
ÝÝÝÝÑ

µpUq

µpS1q
.

Lem. Die Folge pxnq ist genau dann gleichverteilt, wenn

1
n

n
ÿ

i“1

fpppxiqq
nÑ8
ÝÝÝÝÑ 1

µpS1q

ş

S1

f dµ @ stetige f : S1 Ñ R.

Def. Die Folge pxnq heißt wohlverteilt modulo 1, wenn

|U X tppxiq | i “ 1`M, ..., n`Mu|
|n|

nÑ8
ÝÝÝÝÑ

µpUq

µpS1q
.

gleichmäßig für alle M P N gilt.

Thm (Weyl). Sei ppXq P RrXs ein Polynom mit mind. einem
irrationalen Koeffizienten, der nicht der konstante Term ist.
Dann ist die Folge pppnqqnPN wohlverteilt modulo 1.

3.4. Unitäre Op’en und Poincaré-Folgen

Def. Ein C-VR mit Skalarprodukt x–, –y heißt Prähilbertraum.
Er heißt Hilbertraum, wenn er vollständig bzgl. der ind. Norm ist.

Def. Ein linearer beschränkter Operator auf einem
Hilbertraum H ist eine lineare Abbildung T : H Ñ H mit

sup
‖x‖ď1

‖Tx‖ ă 8

Notation. BpHq :“ t lineare, beschränkte Operatoren auf H u

Thm. Für jeden Operator T PBpHq gibt es genau ein T˚ PBpHq mit

@x, y P H : xTx, yy “ xx, T˚yy.

Def. Der Operator T˚ heißt adjungierter Operator von T .

Def. Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T P BpHq heißt
• normal, wenn T˚T “TT˚, • unitär, wenn T˚T “TT˚“ IdH .

Def. Sei pX,Aq ein messbarer Raum, H ein reeller oder komplexer
Hilbertraum. Sei P pHq Ă BpHq die Menge der orth. Projektionen.
Ein Spektralmaß für pX,A, Hq ist eine Abbildung E : AÑ P pHq
mit EpXq “ IdH und folgender Eigenschaft: Für alle x, y P H ist

Ex,y : AÑ K, Ω ÞÑ xEpΩqx, yy.

ein komplexes bzw. signiertes Maß auf pX,Aq.

Bem. Sei E ein Spektralmaß auf pX,A, Hq. Dann gilt @Ω1,Ω2 P A:

• EpHq “ 0

• EpΩ1 Y Ω2q ` EpΩ1 X Ω2q “ EpΩ1q ` EpΩ2q (Modularität)

• EpΩ1qEpΩ2q “ EpΩ1XΩ2q “ EpΩ2qEpΩ1q (Multiplikativität)

Bem. Für alle x P H ist Ex,x ein positives Maß:

Ex,xpΩq “ xEpΩqx, xy “ xEpΩqEpΩqx, xy “ xEpΩqx,EpΩqxy P Rě0.

Prop. Sei E ein Spektralmaß auf pX,A, Hq und x P H.
Dann ist Ω ÞÑ EpΩqx ein σ-additives H-wertiges Maß auf pX,Aq.

Def. Sei E ein Spektralmaß auf pX,A, Hq. Es gibt für jede A-messb.
Fkt f : X Ñ K eine max. offene Menge V Ă K mit Epf´1pV qq “ 0.
Die Funktion f heißt wesentlich beschränkt, wenn

‖f‖8 :“ ess sup|f | :“ supt|x| |x P KzV u ă 8.

Dann ist B :“t beschränkte, A-messb. Fkt XÑK u mit Norm ‖–‖sup

eine Banachalgebra und N :“ tf P B | ‖f‖8 “ 0u ein Ideal in B.
Dann ist auch L8pEq :“ B{N mit Norm ‖–‖8 eine Banachalgebra.

Thm. Sei E ein Spektralmaß auf pX,A, Hq. Dann gibt es genau
einen injektiven, isom. Homomorphismus Ψ : L8pEq Ñ BpHq von
Algebren mit @ f P L8pEq : Ψpfq “ pΨpfqq˚ und

@x, y P H f P L8pEq : xΨx, yy “
ş

X

f dEx,y .

Notation.
ş

X

f dE :“ Ψpfq

Def. Sei X ein Banachraum, BpXq die Menge der beschränkten
Operatoren auf X. Das Spektrum eines Operators T P BpXq ist

σpT q :“ tλ P K |T ´ λ ¨ IdX ist nicht invertierbaru.

Thm (Spektralsatz). Sei H ein Hilbertraum, T P BpHq ein
normaler Operator und B die Borel-σ-Algebra auf σpT q.
Dann gibt es genau ein Spektralmaß E auf pσpT q,B, Hq mit

T “
ş

σpT q

λdEpλq “
ş

σpT q

idσpT q dE.

Außerdem gilt für alle S P BpHq mit T ˝ S “ S ˝ T :

@Ω P B : EpΩq ˝ S “ S ˝ EpΩq.

Das Spektralmaß E wird auch Spektralzerlegung von T genannt.

Thm. Sei X ein komplexer Hilbertraum, T PBpXq normal. Es gilt:



• T ist unitär ðñ σpT q Ď tx P C | ‖x‖ “ 1u.

• T ist selbstadjungiert ðñ σpT q Ď R Ă C.

Thm. Sei E die Spektralzerlegung eines normalen Operators
T P BpHq, λ0 P K und E0 :“ Eptλ0uq. Dann gilt:

• tEVen von T zu λ0 u “ kerpT ´ λ0 IdHq “ tx P H |E0pxq “ xu

• λ0 ist EW von T ðñ E0 ‰ 0.

• Jeder isolierte Punkt von σpT q ist ein EW von T .

Lem. Sei H ein Hilbertraum, T P BpHq ein unitärer Operator,
ppXq P QrXs ein Polynom mit @n P Z : ppnq P Z. Setze

Hθ :“ tx P H |Tx “ e2πiθu für θ P r0, 1q,

Hrat :“
à

qPQXr0,1q
Hq .

Sei Prat : H Ñ Hrat die orth. Projektion. Wenn Pratx “ 0, dann

1
N`1

N
ÿ

n“0

T ppnqx
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Prop. Sei ppXq P QrXs mit @n P Z : ppnq P Z und pp0q “ 0. Sei
T P BpHq ein unitärer Operator auf einem Hilbertraum H und

x P H mit xT ppnq, xy “ 0 für alle n ě 1. Dann ist x orthogonal zu
allen Eigenvektoren deren zugeh. Eigenwert eine Einheitswurzel ist.

Def. Eine Teilmenge W Ă Z heißt Poincaré-Folge, wenn für alle
maßerhaltenden Systeme pX,B, µ, T q und A P B mit µpAq ą 0 gilt:

Dn PW zt0u : µpT´nAXAq ą 0.

Bsp. Dicke Mengen sind Poincaré-Folgen.

Thm. Sei ppXq P QrXs mit @n P Z : ppnq P Z und pp0q “ 0.
Dann ist tppnq |n ě 1u eine Poincaré-Folge.

Bem. Ist W ĂZ eine Poincaré-Folge, dann ist pW XmZqzt0u ‰ H
für m ě 1. Denn: Ist pX,B, µ, T q ein m.e.S., dann auch pX,B, µ, Tmq.

3.5. Invariante Maße auf symb. Flüssen

Bem. Sei im Folgenden Λ ein endliches Alphabet und T : ΛZ Ñ ΛZ

der Verschiebeoperator.

Def. Sei S Ă N bzw. S Ă Z. Die obere Banach-Dichte von S ist

BD˚pSq :“ lim sup
nÑ8

1
n`1

¨max
mPZ
|S X rm,m` ns|.

Def. Man sagt, ein Symbol a P Λ trete in ξPΛZ mit positiver oberer
Banach-Dichte auf, wenn BD˚pξ´1paqq ą 0.

Lem. Sei ξ P ΛZ und X :“ tTnξ |n P Zu dessen abgeschl. Orbit. Sei
a P Λ ein Symbol und Apaq :“ tω P X |ωp0q “ au. Dann tritt a
genau dann mit positiver Banach-Dichte in ξ auf, wenn ein T -inv.
Maß µ auf X mit µpApaqq ą 0 existiert.

Notation. Sdiff :“ tx´ y |x, y P Su für S Ă Z.

Thm. Sei W ĂZ eine Poincaré-Folge und habe SĂZ positive obere
Banach-Dichte. Dann gilt W X Sdiffzt0u ‰ H.

Kor. Sdiff ist syndetisch.

Bem. Man kann zeigen: Wenn S1, . . . , Sk Ă Z alle positive obere
Banach-Dichte besitzen, dann ist S1,diff X . . .X Sk,diff syndetisch.

Thm (Sárközy). Habe S Ă Z positive obere Banach-Dichte, sei
prXs P QrXs mit @n P Z : ppnq P Z und 0 P ppZq. Dann existiert eine
Lsg der Gleichung x´ y “ ppzq in Variablen x, y P S, x ‰ y, z P Z.

4.3. Von Neumannscher Ergodensatz und
generische Maße

Def. Sei H ein Hilbertraum. Eine Folge pTnqnPN von Operatoren in
BpHq konvergiert gegen T P BpHq
• in der schwachen Operatortopologie (WOT), wenn

@x, y P H : xTnx, yy
nÑ8
ÝÝÝÝÑ xTx, yy.

• in der starken Operatortopologie (SOT), wenn

@x P H : Tnx
nÑ8
ÝÝÝÝÑ Tx.

Thm. Sei H ein Hilbertraum, T PBpHq unitär, HT :“txPH|Tx“xu.
Sei PT : H Ñ H die orth. Projektion auf HT . Dann konvergiert

1
n`1

pId`T`T 2`. . .`Tnq
nÑ8
ÝÝÝÝÑ PT in der starken Operatortopol.

Bem. Sei T eine maßerh. Transformation auf einem Maßraum
pX,B, µq. Dann induziert T einen unitären Operator T auf dem
Hilbertraum L2pX,B, µq durch T pfq :“ f ˝ T . Aus dem Theorem
folgt, dass für jede Funktion f P L2pX,B, µq die Folge der
ergodischen Mittel fn in L2 gegen PT f konvergiert.

Def. Sei ν ein Maß auf pX,Bq und A eine Algebra von beschränkten
B-messbaren Funktionen X Ñ C, die abgeschlossen unter komplexer
Konjugation ist. Das Maß ν heißt generisches Maß von
pX,B, µ, T q bzgl. A, wenn für alle f P A gilt:

ş

X

fn dν
nÑ8
ÝÝÝÝÑ

ş

X

f dµ.

Bem. Aus dem Ergodensatz folgt: µ ist selbst ein generisches Maß
von pX,B, µ, T q bzgl. A :“ t beschränkte B-messb. Fktn X Ñ C u.

Bem. Sei X ein komp. metr. Raum und T : X Ñ X stetig. Sei x0

ein generischer Punkt eines Maßes µ auf X. Dann ist das Punktmaß
δx0 ein generisches Maß von pX,B, µ, T q bzgl. A :“ CpXq.
Bem. Angenommen, es gibt eine Teilmenge B Ă A von T -inv. Fktn,
die dicht in L2pX,B, µqT :“ tf P L2pX,B, µq | f“f ˝T u liegt. Es gilt

@ f P B :
ş

X

|f |2 dµ “ lim
NÑ8

1
N`1

ş

X

Tn|f |2 dν “
ş

X

|f |2 dν.

Man kann also eine dichte Teilmenge von L2pX,B, µqT isometrisch
mit einer Teilmenge in L2pX,B, νq identifizieren und so L2pX,B, µq
als Teilmenge von L2pX,B, νq auffassen.

Thm. Sei ν ein generisches Maß von pX,B, µ, T q bzgl. A. Enthalte
A eine Teilmenge von T -invarianten Funktionen, die dicht in
L2pX,B, µqT liegt. Dann gilt

@ f P A :
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

Tnf
NÑ8
ÝÝÝÝÑ PT f in L2pX,B, νq.

4.4. Satz von Roth

Thm (Szemerédi). Habe S Ă Z positive obere Banachdichte.
Dann enthält S arithmetische Progressionen beliebiger Länge.

Prop (Multiple Poincaré-Recurrenz, MPR). Sei pX,B, µq ein
W-Raum und T1, . . . , Tl : X Ñ X kommutierende maßerherhaltende
Abbildungen. Dann gibt es für alle A P B mit µpAq ą 0 ein n ě 1 mit

µpAX T´n1 X . . .X T´nl q ą 0.

Lem. Angenommen, MPR gilt für alle erg. m. e. S. pX,B, µ, T q im

Spezialfall T1 “ T , T2 “ T 2, . . . , Tl “ T l mit l P N fest.
Habe S Ă Z positive obere Banachdichte.
Dann enthält S arithmetische Progressionen der Länge l.

Thm. Sei pX,B, µ, T q ein ergodisches m. e. S., f : X Ñ Rě0

beschränkt und messbar mit
ş

f dµ ą 0. Dann gilt

lim
NÑ8

1
N`1

N
ÿ

n“0

ş

fpxqfpTnxqfpT 2nxqdµpxq ą 0.

Kor. MPR gilt für alle ergodischen m. e. S. pX,B, µ, T q im
Spezialfall T1 “ T , T2 “ T 2.

Kor (Satz von Roth). Habe S Ă Z positive obere Banachdichte.
Dann enthält S arithmetische der Länge 2.
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