Zusammenfassung Funktionalanalysis
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1. Allgemeine Strukturen
Notation. Sei im Folgenden K € {R, C}.

Def. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Halbnorm ist eine Abb.

-l : X = R,z — ||z||, sodass fiir alle z,y € X und « € K gilt:

e |[z]]| >0 (Positivitit) o |az| =|al||z|] (Homogenitit)
e llo+yll < llell + iyl (A-Ungleichung)

Eine Norm ist eine Halbnorm, fiir die zusétzlich gilt:

lz| =0 <= z=0.

Def. Sei X ein K-Vektorraum.
e Eine Abbildung f: X X X — K heifit Sesquilinearform, wenn
fir alle z, x1,x2,y,y1,y2 € X und a € K gilt:
flomy + z2,y) = af(z1,y) + f(z2,9)
flz,ayr +y2) =af(z,y1) + f(z,y2) (Antilinearitit im 2. Arg)

(Linearitét im 1. Arg)

e Eine Hermitesche Form f ist eine Sesquilinearform, fiir die gilt:
Vo,y€ X : f(z,y) = f(y,2)

Fiir alle € X gilt dann f(z,z) = f(z,z), also ist f(z,z) reell.

e Eine Sesquilinearform f heifit positiv semidefinit, falls
f(z,z) > 0 fir alle x € X gilt. Falls zusétzlich f(z,z) = 0 genau
dann gilt, wenn x = 0, dann heifit f positiv definit.

(Symmetrie)

e Ein Skalarprodukt ist eine positiv definite Hermitesche Form

) X xX =K, (z,y)— (z|y).

Satz. Fiir eine positiv semidefinite Hermitesche Form (—|-) ist

durch z — +/(z|z) eine Halbnorm definiert. Ist die Form auch
positiv definit, also ein Skalarprodukt, handelt es sich dabei um eine
Norm, die sogenannte induzierte Norm.

Satz. Fiir ein Skalarprodukt (—|-) auf einem K-VR X und die
davon induzierte Norm gilt fiir alle z,y € X:

o |[(z|y)] <zl - llyll (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
o |lz+y|? + ||z —yl|? = 2(]|z||* + |ly||?) (Parallelogrammidentitét)
Gleichheit gilt bei CS genau dann, wenn x und y gleichgerichtet sind.

Def. Ein K-VR mit einer Norm heifit normierter Raum, mit
einem Skalarprodukt Préhilbertraum.

Satz. Die Norm und das Skalarprodukt sind stetig.

Def. Sei X ein Prihilbertraum. Zwei Vektoren z,y € X heiflen
zueinander orthogonal, notiert L y, wenn (z|y) = 0.

Satz. Fiir zwei orthogonale Vektoren z,y € X gilt

lz = ylI* = llz +ylI* = lllI* + lly]1*. (Pythagoras)

Lem. Seien Y und Z Unterrdume eines VR X, dann ist auch
Y+Z:={y+z|y€Y,z € Z} ein Unterraum von X.

Def. Fiir Unterrdume Y und Z eines VR X mit Y N Z = {0} heifit
Y®Z:=Y + Z direkte Summe von Y und Z.

Def. Zwei Unterrdume Y und Z von X heiflen orthogonal, notiert
Y1 Z fallsVyeY,ze€eZ : y 1 z.

Def. Fiir einen K-VR X und einen Unterraum Y C X heif3t

Y1 :={z € X|span{z} L Y} orthog. Komplement von Y.

Def. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) mit einer Mange X
und einer Metrik d : X xX — R, d.h. fiir z,y,z € X gilt:

e d(z,y) >0 und d(z,y)=0 < z=y (Positivitat)
o d(z,y) = d(y,z) (Symm.) e d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) (A-Ungl)

Def. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Fréchet-Metrik ist eine
Funktion p : V — R>¢, sodass fiir alle z,y € V gilt:

o p(z)=p(—z) & p(x) =0 <= =0 o p(z+y) < p(z)+p(y)

|Ed]

T[] ©ine Fréchet-Metrik.

Bsp. Auf dem R" ist z +—

Def. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A, B C X, so heift

dist(A1, A2) == inf{d(z,y) |z € A1,y € A2} Abstand zw. A und B.

Bem. Fir A C X ist die Abbildung = +— dist(x, A) Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante < 1.

Def. Sei (X, d) metrischer Raum, A C X, € > 0, dann heifit
Bu(A) = {y € X| dist({y}, 4) < e}
Fiir z € X ist Be(z) := Bc({z}) die e-Kugel um z.

e-Umgebung von A.

Def. Der Durchmesser von A C X ist definiert durch
diam(A) = sup ({d(z, ) |,y € A} U{0}).
Def. ACX mit diam(A) < oo heifit beschrinkt.

Def. Sei (X,d) ein normierter Raum und A C X, dann heifit

o int A:=A°:={x € X|3e>0:Be(r) C A} das Innere von A,

o closA:=A:={z€X|Ve>0:B(x)NA # 0} Abschluss von A,
e bdry A:=9A = A\ A° Rand von A,

e A°:=[A:= X\ A Komplement von A.

Def. Eine Menge A C X heif}t offen, falls A = A°, und
abgeschlossen, falls A = A.

Def. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7), wobei X eine
Menge und 7 C P(X) ein System von Teilmengen von X, den
sogenannten offenen Mengen, ist, sodass gilt:

Uver e VUL, UzeT:
vet

e e, Xer e VT CT: UiNUy €T

Def. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Menge A C X heifit
abgeschlossen, wenn das Komplement offen ist, also A° € 7.

Def. Ein Hausdorff-Raum ist ein topologischer Raum (X, 7), der
folgendes Trennungsaxiom erfiillt:

Veiy,z0 € X : AU, Us €T i 21 €Ut Az € Us AULNU2 =0

Def. Ist (X, 7) ein topol. Raum und A C X, dann ist auch (A, 74)
ein topol. Raum mit der Relativtopologie 74 := {UNA|U € 7}.

Def. Sei (X, 7) ein topol. Raum und A C X, dann heift
e A ={zeX|3U 7 :2€U und U C A} das Innere von A,
e A={zeX|VUETmitx €U : UNA # 0} Abschluss von A.

Def. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist

(X,7) mit 7:={ACX|intA= A}

ein topol. Raum, wobei 7 die von d induzierte Topologie heifit.

Bem. Die direkte Definitionen des Abschlusses, des Inneren, usw.
fiir metrische Rdume stimmen mit den Definitionen dieser Begriffe
tiber die induzierte Topologie iiberein.

Def. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X
heilt dicht in X, falls A = X.

Def. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit separabel, falls X eine
abzihlbare dichte Teilmenge enthilt. Eine Teilmenge A C X heifit
separabel, falls (A, 74) separabel ist.

Def. Sei X eine Menge und 71, 72 Topologien auf X. Dann sagen wir

71 ist grober als 79 : <= T3 ist feiner als 71 :<—= 711 C T2.

Def. Seien d; und d2 Metriken auf einer Menge X und 71 und 7o
die induzierten Topologien. Dann heifit d; stirker als da, falls 71
stérker ist als 72. Ist 71 = 72, so heiflen di und da dquivalent.

Satz. Seien ||-||; und ||-||, zwei Normen auf dem K-VR X. Dann:
o |||y ist stérker als |||, <= IC >0 :Vzxe X : |z|; < |z,

o ||-||; und ||-||, sind dquivalent <=
3¢, C>0: Ve e X : cz|; < lzll, < COllzlly

Def. Die p-Norm auf dem K" ist definiert fiir p € [1, o] als

1
R P
loll, = (S foil” ) fur 1 <p <00 el = ma ol

Bem. Alle p-Normen auf dem K" sind zueinander dquivalent.

Def. Sei p € [1,00]. Dann heift die eindeutig bestimmte Zahl
p’ € [1, 00] mit % + ﬁ = 1 dualer Exponent von p.

Def. Seien (X, 7x) und (Y, 7y ) Hausdorff-Rdume, S C X, sowie
zo € S. Eine Funktion f: S — Y heif}t stetig in g, falls gilt:
VVery : flzo) eV = FU €rx mitazgeU : f(UNS)CV

Ist X = 5, so heifit f: X — Y stetige Abbildung, falls f stetig in
allen Punkten zg € X ist. Das ist genau dann der Fall, wenn das
Urbild offener Mengen offen ist, d. h. VV € 1y : ffl(V) € Tx.

Bem. In metrischen Rdumen ist diese Definition dquivalent zur
iiblichen Folgendefinition.
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Def. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (zy)xen eine Folge in X.
Die Folge heifit Cauchy-Folge, falls

d(zg, 1) Flzeo ),

Ein Punkt z € X heifit Haufungspunkt der Folge, falls es eine
Teilfolge (zx,;)ien gibt mit z, — 129 .

Def. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstéindig, falls jede
Cauchy-Folge in X einen Haufungspunkt (den Grenzwert) hat.

Def. e Ein normierter K-Vektorraum heifit Banachraum, wenn er
vollstindig beziiglich der induzierten Metrik ist.

e Ein Banachraum X heifit Banach-Algebra, falls er eine Algebra
ist mit [lz -yl x < llzllx - lyllx-

e Ein Hilbertraum ist ein Prihilbertraum, der vollstindig bzgl.
der vom Skalarprodukt induzierten Norm ist.

Lem. Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und ¥ C X
abgeschlossen, so ist auch (Y, d|y) ein vollstdndiger metr. Raum.

Bem. Ein normierter Raum X ist genau dann ein Préhilbertraum,
falls die Parallelogrammidentitét

Yo,y € X ¢ Jlz+yl® + o - yll? = 2 (ll2ll? + lyll?)

gilt. Folglich ist ein Banachraum genau dann ein Hilbertraum, falls
die Parallelogrammidentitit gilt.

Def. Sei KN := {(@1)nen Folge in K}. Die Fréchet-Metrik

S g—i _lzil
plz) = > 2 1‘H;Ci\ <1
i=1
macht K~ zu einem metrischen Raum, dem Folgenraum.

Satz. Sei (z*)gen eine Folge in KN mit z* = (zF);en und
T = (x;)ieN € KN, so gilt

p(xkfx)}H—o%O — VieN: zF ’“—”"—‘sz
Satz. Der Folgenraum K" ist vollstandig.

Def. Fiir p € [1,00] und z = (2;);en € K heiBt die Norm
1

> P
ol o= (z |xi|f') € 0.00], fir 1 <p< oo

l[€]l g0 = suplz;| € [0, o]
€N

fP-Norm auf dem Raum P (K) = {x € KV | |]l;p < c0}.
Satz. Der Raum (£P(K), ||-||,p) ist ein Banachraum.

Bem. Im Fall p=2 ist £2(K) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(@|y)p2 = Z:O%E fiir = (2:)ien, ¥ = (Wi)ien € £2(K).

Satz (Vervollstindigung). Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Betrachte die Menge X N aller Folgen in X und definiere
X == {z € X" |z ist Cauchy-Folge in X}/ ~
mit der Aquivalenzrelation z ~ y in X 1= d(zj,y;) By}
Diese Menge wird mit der Metrik
g(:r, y) = limd(z;,y;)
1—> 00

zu einem vollsténdigen metrischen Raum. Die injektive Abbildung
J: X — X, welche z € X auf die konstante Folge (z);cn abbildet,

ist isometrisch, d.h. Vz,y € X : d(J(z), J(y)) = d(z,y). Wir kénnen
also X als einen dichten Unterraum von X auffassen.

Def. Man nennt X Vervollstidndigung von X.

Funktionenriume

Notation. Sei im Folgenden Y ein Banachraum.

Def. Sei S eine Menge. Dann ist
B(S,)Y)={f:5 = Y| f(S) ist beschrinkt in Y}

der Raum der beschrinkten Funktionen von B nach Y. Diese
Menge ist ein K-Vektorraum und wird mit der Supremumsnorm
£l sy = sup||f(#)|| zu einem Banachraum.

zeS

Def. Sei S C R" kompakt, dann ist
C%S,Y):=C(S,Y) :={f: S — Y| ist stetig }

der Raum der stetigen Funktionen von S nach Y. Er ist ein
abgeschlossener Unterraum von B(S,Y) mit der Supremumsnorm,
also ein Banachraum.

Bem. Fiir Y =K ist C°(S;K) = C(S) eine kommutative
Banach-Algebra mit dem Produkt (f - g)(z) == f(z) - g(x).

Def. Sei S C R" und (Kp)pnen eine Folge kompakter Teilmengen
des R™. Dann heifit (K, ) eine Ausschépfung von S, falls:
e Fiir alle x € S gibt es ein 6 > 0 und 7 € N, sodass Bs(z) NS C Kj.
.S:UKn o(Z);éKiCKi+1CSfiiralleiEN

neN

Bem. Zu S @ R™ und S @ R™ existiert eine Ausschdpfung.

Def. Sei (K;)ien eine Ausschoépfung von S C R™. Dann ist
COS;Y) ={f:S5 — Y| ist stetig auf S}

der Raum der stetigen Funktionen von S nach Y. Er ist ein
vollstéandiger metrischer Raum mit der Fréchet-Norm

of) =3 27"
ien

1+Hf||C’O(K,i) ’

Bem. e Die von dieser Metrik erzeugte Topologie ist unabhéngig
von der Wahl der Ausschépfung.

e Ist S C R™ kompakt, so stimmt die Topologie mit der von
Il s,y tiberein.

e ist S C R™ offen, so gibt es auf CO(S) keine Norm, die dieselbe
Topologie wie die Fréchet-Metrik p erzeugt.

Def. Sei S C R". Fiir f: S — Y heifit

supp f = {x € S| f(z) #0} C S Triger von f.

Def. Sei S C R" und Y ein Banachraum. Dann ist
CY(S;Y) == {f €C%S;Y)| supp f ist kompakt in R™}

die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger.

Def. Sei Q C R™ offen und beschrinkt und m € N. Dann ist

C™(Q,Y) = {f:Q — Y| f ist m-mal stetig differenzierbar in Q
8k €{1,...,n}
ist Os; - -+ Os,, f auf Q stetig fortsetzbar }

und fiir £k < m und s1,..

der Raum der differenzierbaren Funktionen von 2 nach Y und
mit folgender Norm ein Banachraum:

Hf“cm(ﬁ) :‘SETuasf”cO(ﬁ)

Bem. In obiger Norm wird die Summe iiber alle k-fache partielle
Ableitungen mit k < m gebildet.

Def. Sei SCR"™ und f: S — Y. Fiir a € (0, 1] heifit
Holo(f,S) == sup 7”f|(|y):f(f)“ € [0, o0]
wyes vzl

Holder-Konstante von f auf S zum Exponenten a.
Im Fall a=1 heifit Lip(f, S) := Hol1(f, s) Lipschitz-Konstante.

Def. Ist Q offen und beschrinkt und m € N, so ist
C™¥Q,Y) ={feC™(Q,Y)|Vs mit |s|=m : Hola(0°f,Q) < oo}
ein sogenannter Holder-Raum. Er ist ein Banachraum mit Norm

e = 3 10° Fllcoggy + 3 Hola(9° £, D).
[s|<m [s|=m

Def. Funktionen aus C%%(Q,Y) heiflen Holder-stetig (zum
Exponenten ), Funktionen aus C®1(Q,Y) Lipschitz-stetig.

Def. Der Vektorraum der unendlich oft diff’baren Fktn und
dessen Unterraum der Fktn mit kompakten Trager sind

C®(Q,Y) = N C™(Q,Y) CSR(Q,Y) == N C (L, Y).
meN meN

bzw.



Def. Sei (2,2, ) ein Mafiraum und Y ein Banachraum. Eine
Funktion f:Q — Y heiflit elementare Funktion, wenn f die Form

n
f=>1gb; mitneN, Ey,...,En €A by,....,bp €Y
i=1

und p(FE;) < oo fiir i = 1,...,n besitzt. Fiir eine solche Fkt. heift

n
Jfdp =3 p(E;)b; Bochner-Integral.
Q i=1

Eine messbare Funktion f: Q — Y heifit Bochner-integrierbar,
wenn es eine Folge (fn)nen elementarer Funktionen gibt, sodass
n—oo

({llf — falldp ——0,

wobei links das gew6chnliche Lebesgue-Integral steht. Dann heifit

Jfdp:= lim [fndp Bochner-Integral von f.
Q n—)OOQ

Notation. L(p,Y) := L(p) == {f : Q — Y | f Bochner-integrierbar}
Def. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum und (Y, d) ein metrischer Raum.
Eine Abbildung f : Q@ — Y heifit u-messbar (u-mb), wenn gilt:

e YU @Y offen : f71(U) e
e Es gibt eine pu-Nullmenge N, sodass f(Q2\ N) separabel ist.

Satz (Bochner-Kriterium). Fiir f: Q — Y gilt:
f€L(p,Y) < fist p-messbar und |f| € L(p, R).

Satz (Majoranten-Kriterium). Sei f:Q — Y p-messbar und
g € L(p,R) mit || f|| < g p-fast-iiberall. Dann ist f € L(p,Y).

Satz. Sei f:Q — Y p-messbar und (fn)nen eine Folge p-messbarer
Funktionen von Q nach Y. Angenommen, es gilt || fn(w)|| < g(w) fiir
alle n € N und p-fast-alle w € Q und ein g € L(u, R). Dann gilt:

n—r00

fn f—)f = feL(QY)mit [fdu= lim [fndp.

Def. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum und Y ein Banachraum. Dann heifit
f:Q — Y wesentlich beschrinkt, falls

sup ||f(w)]] < oo fiir eine Nullmenge N C Q.
weQ\N

Def. Sei (Q,2, 1) ein MaBiraum, Y ein Banachraum und p € [1, 00).

LP(1,Y) = {f :Q = Y| f st jrmb und [[f|7 € L(s, R)}/ ~
L=, Y) ={f:Q—=Y|f ist p-mb und wes. beschr. bzgl. u}/ ~

heilen Lebesgue-Riume. Dabei ist f ~ g, wenn f und g
fast-iiberall iibereinstimmen. Sie sind Banachriume mit Norm

1

P
Iflle = <f|f|pdu> ;
Q

Ifll oo == inf ( sup ||f(W)|>~
N Nullmenge \WEN

NCQ

Bem. Fiir p=2 wird, falls Y ein Hilbertraum ist, L? (1, Y") ebenfalls
zu einem Hilbertraum mit Skalarprodukt

(1D 2y ¢=S{(f\g)y dp.

Satz. Sein € N, ¢,p1,...,pn € [1,00] mit i + ...+ pi = % und
fi € LPi(u,K) fir i € {1,...,n}. Dann ist f1 - ... fn € L9(u,K) und
es gilt die Holder-Ungleichung || f1 ... fallpa <1 f1ll pr1

Bem. Das Majorantenkriterium sowie der Konvergenzsatz von
Lebesgue iibertragen sich direkt auf LP (i, Y) mit y < co.

Def. Sei Q@ @ R™ und f,g: Q — R. Falls fiir einen Multi-Index s

[O5¢f A = (=11 [¢gdr, fiir alle ¢ € C§°(Q)
Q Q
gilt, so heiflt g die s-te schwache Ableitung von g.

Def. Sei @ @ R™, m € N und p € [1, c0]. Dann heif}t
W™P(Q) = {f € LP(Q) | f hat fiir alle Multi-Indizes s mit |s| < m
eine schwache Ableitung f(*) € LP(Q)}

Sobolev-Raum der Ordnung m zum Exponenten p. Mit der Norm

> 1 o)

[s|<m

1 ooy =
wird WP (Q) fiir p < oo zum Banachraum.
Bem. Fir p > 2 sind Sobolev-Funktionen i. A. nicht stetig!

Def. Sei Q @ R", m € Nund p € [1,00). Dann heifit
W P(Q) == {f € W™P(Q) |3 Folge (fx)ren in C3°(2), sodass
I = frllym.o () = O fiir k — oo}

Sobolev-Raum mit Null-Randwerten der Ordnung m zum
Exponent p. Er ist ein abgeschlossener Unterraum von W™?(Q).

2. Teilmengen von (Funktionen-)Riumen

Def. Sei X ein K-VR. Die konvexe Hiille von A C X ist
k k
conv(A) == {> a;z; | k€N, z1,...,xx €A, a1, ...,agER>0, > a; = 1}.
i=0 i=1
Die Menge A heifit konvex, wenn A = conv(A).

Def. Ist A C X konvex, so heifit f: A - RU {£oo} konvexe
Funktion, falls fiir alle z,y € A und t € [0, 1] gilt:

f(A=Dz+ty) <A =) f(z) +tf(y)
Eine Funktion g : A — RU {£o0} heifit konkav, falls —g konvex ist.

el Lon -

Satz. Sei X ein Hilbertraum und A C X nicht leer, abgeschlossen
und konvex. Dann gibt es genau eine Abbildung P : X — A mit

llz = P(2)lx = dist(z, A) = inf o —y[ x fiir alle 2 € X.
ye

Fiir z € X ist eine dquivalente Charakterisierung von P(z) durch
Re(z — P(z)|a — P(x))x <0 firalleaec A
gegeben. Die Abbildung P heifit orthogonale Projektion auf A.

Def. Sei X ein K-VR. A C X heifit affiner Unterraum, falls
(1-a)z+aye A firallez,ye A, a €K

Satz. Ist im vorherigen Satz A nicht leer, abgeschlossen und affiner
Unterraum von X, dann ist P affin linear, d. h.

P(1l—a)z +ay) = P((1—a)z) + P (ay) firallez,y € A, a € K.

Satz. Ist im vorherigen Satz A nicht leer und abgeschlossener
Unterraum von X, dann ist P linear und Vz € X : x — P(z) L A.

Satz (vom fast orthogonalen Komplement).

Sei X ein normierter Raum, ¥ C X ein abgeschlossener echter
Teilraum und 0 € (0,1) (bzw. 0 € (0, 1], falls X ein Hilbertraum).
Dann gibt es ein g € X mit ||zg|| = 1 und 6 < dist(zo,Y) < 1.

Def. Eine “Teilmenge A C X heifit prikompakt, falls es fiir jedes
€ > 0 eine Uberdeckung von A mit endlich vielen e-Kugeln
A C Be(z1)U...UBe(zn,) mit 21,...,2n, € X gibt.

Def. Sei A C X eine Menge. Eine Uberdeckung von A ist ein

System von Teilmengen {A; C X |i € I}, sodass A C |J A;.
i€l

Def. Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) heifit
kompakt, falls eine der folgenden dquiv. Aussagen gilt:

e A ist iiberdeckungskompakt: Fiir jede offene Uberdeckung
{A; @ X'|i € I} von A gibt es eine endliche Teilmenge J C I,
sodass {A; |i € J} ebenfalls eine Uberdeckung von A ist.

o A ist folgenkompakt: Jede Folge in A besitzt eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in A.

e (A,d|a) ist vollstindig und A ist prikompakt.
Achtung. In topol. Réumen gilt die Aquivalenz i. A. nicht.

Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt:
e A prikompakt = A beschréinkt,

e A kompakt = A abgeschlossen und priakompakt,

e Falls X vollstindig, dann A prikompakt <= A kompakt.

Satz. Sei A C K". Dann gilt:
e A kompakt <= A abgeschlossen und beschrénkt (Heine-Borel).

e A prikompakt <= A beschrénkt,

Lem. Jeder endlich-dimensionale Unterraum eines normierten
Raumes ist vollstéindig und daher abgeschlossener Unterraum.

Lem. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist Y C X und (Y, d|y xvy)
vollstdndig, so ist Y abgeschlossen in X.



Satz. Fiir jeden normierten Raum X gilt:
Bi(0) kompakt <= dim(X) < co.

Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X kompakt. Dann
gibt es zu € X ein a € A mit d(z,a) = dist(x, A).

Def. Sei S C R™ kompakt, Y ein Banachraum und A € C°(S,Y). A

heiBt gleichgradig stetig, falls sup||f(z) — f(y)|| ———
feA le—yl|—0

Satz (Arzela-Ascoli). Sei S C R"™ kompakt, Y ein endlich-
dimensionaler Banachraum und A C C°(S, Y'). Dann gilt

A prikompakt <= A ist pktw. beschriankt und gleichgradig stetig.

Def. Sei ¢ € L'(An,R), f € LP(An,Y) mit p € [1,00]. Dann heift

x HR[LvJ(wfy) fly)dy

(p*f):R" =Y,
Faltung von ¢ mit f. Es gilt ¢ x f € LP(\,,Y).
Satz. Es gilt in diesem Fall die Faltungsabschétzung

e = fllpean, vy S ellion.r) 1 lLe . v)-
Satz. supp(y * f) C {z +y|= € supp(p),y € supp(f)}

Lem. Ist ¢ € C5°(An,R), f € LP(An,R), so ist ¢ * f € C°(An,R)
und fiir einen beliebigen Multi-Index s gilt: 9°(p * f) = (0%¢) * f.

Bem. L'(Ap,K) ist mit der Faltung eine Banach-Algebra.

Def. Eine Folge (¢k)ren heit (allgemeine) Dirac-Folge, falls

e >0, [erdi, =1, fiirallekeN,
R’Vl

[ ddn 22250 fiir alle € > 0.
B\ B, (0)

Satz. Sei p € L'(A\",R) mit ¢ > 0 und [ ¢ d\, = 1. Setze
RTL
pe :R" =R, xz—=e " (7).

Dann ist (¢e)e>0 eine allgemeine Dirac-Folge.

Def. Sei ¢ € C5°(R™), sodass supp(y) C B1(0) C R™. Dann heifit
die Folge (¢e)e>0 aus obigem Satz Standard-Dirac-Folge.

Lem. Seip € [1,00). Dann gilt fiir f € LP(A,,Y):
|h|—0 .
o |lf(-+h) = flip(n,) — O mit h € R™.
o Ist (¢k)ken eine Dirac-Folge, so gilt g * f koo, fin LP(\n,Y).

Satz. Seip € [1,00), Q @ R" offen und Y ein Banachraum. Dann
ist C§°(€,Y") dicht in LP(Q,Y).

Satz (M. Riesz). Seip € [1,00) und Y ein endlich-dimensionaler

Banachraum. Dann ist ACLP (A, Y) prikompakt genau dann, wenn
—> 00
e sup||f < 00, e supl|lf n — 0,
feAll Iz (x,.v) fGAll Il Lp &r\ BR(0))

=0,
. ;ugllf(- +h) = fllge(a,,y)y — 0 mit b € R™.
S

Satz (Fundamentallemma der Variationsrechnung).
Sei Q@ C R™ u. Y ein Banachraum. Fiir gGLl(Q7 Y') sind dquivalent:

o Fiiralle £ € C3° gilt [(£-g)dz =0. e Esgilt g2 0 in Q.
Q

e Fiir alle beschriinkten £ € B(Q) mit £ C Q gilt [gdz = 0.
E
Lem. Fiir p € [1,00) ist W™P(Q) N C>(Q) dicht in W"P(Q).

3. Lineare Operatoren
Notation. Seien im Folgenden X, Y und Z normierte K-VRe.

Notation. Fiir lineare Abb. T': X — Y und S : Y — Z schreibe

Tz :=T(x), Sy:=Sy), ST:=SoT.

Satz. Sei T': X — Y eine lineare Abbildung zwischen
Vektorrdumen X und Y. Dann sind dquivalent:
e 3C>0:VzeX : ||Tz| <C |z

e T ist stetigin g € X. ® sup ITz]| < oo.

o T ist stetig.
lell<1

Bem. Wenn X endlich-dimensional ist, dann ist jede lineare
Abbildung T': X — Y stetig.

Def. Seien X,Y Vektorrdume mit einer Topologie. Dann heif3t
L(X,Y)={T:X — Y |X ist linear und stetig }
Raum der linearen stetigen Operatoren zw. X und Y mit Norm

||T||L(X,y) = i

Falls die Stetigkeit nicht nur topologisch, sondern beziiglich einer

sup || Tz|.
all<1

Norm gilt, so redet man von linearen beschrénkten Operatoren.

Notation. £(X) := L(X, X)

Bem. Die linearen stetigen Operatoren zwischen VR bilden eine
Kategorie, das heifit insbesondere, dass die Identitdtsabbildung von
einem VR in sich selbst sowie die Verkettung zweier linearer stetiger
Operatoren wieder linear und stetig ist.

Satz. e Ist Y ein Banachraum, dann auch £(X,Y).
e L(X) ist eine Banachalgebra (bzgl. o), falls X Banachraum.

Satz. Fir T € L(X,Y) und z € X gilt: [|[T2|ly < [ITlzx vy 1=l x-

Def. Der Raum X’ := £(X,K) heift Dualraum von X. Die
Elemente von X’ heifien lineare Funktionale. Schreibe

(@', x) x1« x =a'(x) fiir 2’ € X' und z € X (duale Paarung).
Def. Sei T € £(X,Y). Dann heifit
kerT :={x € X|Tz =0} KernvonT,
imT=T(X):={Tz|z € X} Bild vonT.

Bem. Aus der Stetigkeit von T folgt, dass ker T' ein abgeschlossener
Unterraum von X ist.
Def. Der adjungierter Operator von T € L(X,Y) ist

T:Y =X, ¢y =y ol

Satz. Esgilt 7" € £(Y’, X') und ||T'||£(y,7X/) =Tl z(x,vy

1
Satz. Sei X Banachraum und T' € £(X) mit limsup ||[T™|m < 1.
m— 00
Dann ist (Id —T) bijektiv und (Id =T)~! € £(X) mit

(Id-T)"!' = > 7" (Neumann-Reihe).
n=0

Bem. Damit die Voraussetzung erfiillt ist, reicht ||T|| < 1.

Satz. Seien X # {0}, Y # {0} Banachrdume und 7,S € L(X,Y).
Falls T invertierbar ist mit ||S — T|| < ||T~*|| ", dann auch S.

Bem. Die Menge aller invertierbaren Operatoren in £(X,Y) ist

somit eine offene Teilmenge.

[}
Satz. Sei f(z) = > anz™ eine Potenzreihe in K mit Konvergenz-
n=0

radius p > 0 und X ein Banachraum. Dann gilt fiir T € £(X):
1 =)
limsup||[T™||m < p = f(T):= Y anT" € L(X).
n—oo n=0
Bsp. Die Exponentialfunktion auf einem Banachraum X ist
o0
exp: L(X) = L(X), T~ > %T”.
n=0

Fir 7,5 € £(X) mit T'S = ST gilt exp(T + S) = exp(T’) o exp(S).
Bsp. Der Logarithmus auf einem Banachraum X ist

o
log : {T € L(X)|[[ld=T| < 1} — £(X), T — ¥ L(1d-T)".
n=1

Def. Sei Q@ @ R" und p € [1,00]. Dann heifit
LY (Q) ={f:Q — K|Fir alle prakompakten D C R"
mit D C Qist f|p € LP(D)}.

Raum der zur p-ten Potenz lokal in (2 integrierbaren Fktn.
Bem. Analog ist W] definiert.

Def. Sei @ @ R" und fiir Multi-Indizes s mit |s| < m Funktionen
as : @ — K gegeben. Dann definiert
(Th):= > as(z)- 9°f(z)
[s|<m

einen linearen Differentialoperator der Ordnung m mit
Koeffizienten as. Z.B. ist T € L(C™(2),C%(Q)).



4. Lineare Funktionale

Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei X ein Hilbertraum,
J:X =X wey = (J(@),y)xxx = y]@)x

Dann ist J ein isometrischer konjugiert linearer Isomorphismus, d. h.
fir alle z,y € X gilt:

e VacK: Jax+y)=aJe+Jy e ||[Jz|x = |z x

Umformulierung. Zu jedem z’ € X’ gibt es genau ein o € X mit

und

VezeX : (@, 2)x/xx = (z]|z0) x 12"l r = llzoll x -

Lem. Sei X ein Hilbertraum und A € £(X) koerziv, d. h.
Jep>0: Vo eX : Re(w|Ax)y > co- ||xH§(

Dann ist A invertierbar in £(X) und ||A7Y) < L

= ¢

Satz (Lax-Milgram). Sei X ein Hilbertraum iiber K und
a: X X X — K sesquilinear. Es gebe Konstanten co und Cp mit
0 < cgp < Cp < 00, sodass fiir alle x,y € X gilt:

(Stetigkeit)

(Koerzivitét)

e la(z,y)| < Co-[lzllx - llyllx
e Rea(z,z) > co - ||lz]|%
Dann existiert genau eine Abbildung A : X — X mit
a(y,z) = (y|Az) y  fiir alle z,y € X.
Auflerdem gilt: A € £(X) ist ein invertierbarer Operator mit
HAHE(x) <Co und ||A_1H£(X) < %~
Kor. Sei A € £(X) der Operator aus dem Satz von Lax- Milgram

und Jx die Isometrie aus dem Rieszschen Darstellungssatz. Zu

z’ € X' ist dann z := A~1J !z’ die eindeutige Lésung zu
a(y,z) = 2'(y) fiir alley € X.

Es gilt die Stabilitétsaussage [|z]| x < %Hx'ﬂxl. Falls a : XxX — K

ein Skalarprodukt ist, so ist « das eindeutige Minimum von

E(y) = %a(y,y) — Rea'(y).

Problem. Sei  C R™ offen, beschriankt. Gesucht ist v € C? mit

n n
-2 0 <Z aijaju"!‘hi) +bu+ f=0,

i=1 j=1
wobei a;;,h; € CH(Q) und f,b € C°(Q) gegeben sind. Es sei a = (a;;)
gleichmé&fBig elliptisch, d. h. es gibt ¢g > 0, sodass

Vo eQ:vEER : € a(2)E = 3o &y ()€ > o€
2%

AuBlerdem soll eine der folgenden Randwertbedingungen erfiillt sein:

e Dirichlet-Randbedingung: u|gq = g fiir gegebenes g € coo0).
Gesucht ist dann u € C2(2) N C%(Q).

e Neumann-Randbedingung: Auf 99 gilt fiir geg. g € Co(ﬁ)
n n
-2 vi| X ai0uthi | =g,
i=1 j=1

wobei 9 ein C'-Rand mit #uBerer Normalen v = (v, . ..

- S5 Vn)
und a;j, h; € C°(Q). Gesucht ist dann u € C2(Q) NCH(Q).

Def. o u:Q — R heifit schwache Lésung des Dirichlet-RWP,
falls u € W, () und fiir alle Testfunktionen ¢ € W% (Q) gilt

J <i(8lo (i aijaju+hi>> +¢(bu+ f)dz = 0.
Q \i=1 Jj=1

e u: Q) — R heifit schwache Lésung des Neumann-RWP, falls
u € WH2(Q) und obige Gleichung fiir alle W2(Q) erfiillt ist.

Satz. Sei by > 0, sodass b(z) > by fiir fast alle z € Q. Dann gibt es
genau eine schwache Losung u € Wl’z(Q) des Neumann-Rand-
problems und es gilt mit Konstante C' > 0 von f und h unabhéingig:

lullwr2() < CURl L2 + [[f]L2)-

Lem (Poincaré-Ungleichung). Ist Q C R" offen und beschrankt,
so gibt es eine Konstante Cj, (abhéngig von ), sodass

Yu e Wa(Q) ¢ ull3an) < CollVull 2 (o)

Satz. Sei b > 0, dann gibt es genau eine schwache Losung
u € Wo1 ’2(9) des Dirichlet-Randproblems und es gilt mit einer
Konstante C' > 0 von f und h unabhéngig:

lullw2oy < CUlRIL2 + [1f]L2)-
Satz. Seien p € [1,00) und p’ duale Exponenten und 2 C R
beschriankt. Dann definiert
TLP(Q) = (L7(Q), frrge [g-Tdr
Q

einen konjugiert linearen isometrischen Isomorphismus. Fiir p = 2 ist
J gerade der Isomorphismus aus dem Rieszschen Darstellungssatz.

Satz (Hahn-Banach). Sei X ein R-VR und
e p: X — R sublinear, d.h. fiir alle z,y € X und a € Rx( gelte

p(r+y) <p(x) +p(y) und plaz) = ap(),

e f:Y — R linear auf einem Unterraum Y C X und

o f(x)<px)firzeY.

Dann gibt es eine lineare Abbildung F': X — R mit
F(z)=f(z) firz €Y und F(z) <p(z) firz e X.

Kor. Sei (X, |—||) ein normierter K-Vektorraum und Y ein
Unterraum. Dann gibt es zu y’ € Y’ ein 2’ € X' mit

und |2 x = [lylly-

dly =y

Satz. Sei Y abgeschlossener Unterraum des normierten Raumes X
und o € X \ Y. Dann gibt es ein 2’ € X’ mit

|y =0, ||2’|lx, =1 und (a',z0) = dist(zo,Y).

Satz. Es gibt dann auch ein 2’ € X’ mit

2|y =0, ||2'|lx = (dist(zo,Y))™" und (z',20) = 1.
Bem. Der Satz kann als Verallgemeinerung des Projektionssatzes fiir
Hilbertrdume im linearen Fall aufgefasst werden: Ist X Hilbertraum
mit abgeschlossenem Unterraum Y, so definiere

, _7 _xo—Pwxg
(@, ) xrxx = (‘Bl Haco—PﬂCon)X’

wobei P die orthogonale Projektion auf Y sei. Dann gilt:

#'ly =0, (2 20)x/xx = llwo — Pxollx und (2',2) < |z .

Kor. Sei X ein normierter Raum und zo € X. Dann gilt

o Ist 209 # 0, so ex. z( € X' mit ||z(||=1 und (z{, 20) x’ x x =70l x -

o Ist (2',20) x/x = O fiir alle ' € X', so ist o = 0.

e Durch T2’ = (z/,20) x/x x fir 2’ € X" ist T € L(X',K) = X",
dem Bidualraum, definiert mit || ||y, = ||zol| -

5. Prinzip der gleichméfligen
Beschranktheit

Satz (Baire’scher Kategoriensatz).
Sei X # 0 ein vollstdndiger metrischer Raum und (Ag)ken eine

Folge abgeschlossener Mengen A;, @ X, sodass X = |J Ag.
keN
Dann gibt es ko € N mit int(Ag,) # 0.

Kor. Jede Basis eines oco-dim. Banachraumes ist iiberabzihlb.

Satz (Prinzip der gleichmiBligen Beschrinktheit).
Sei X # () ein vollstéindiger metrischer Raum, Y ein normierter
Raum und F € C°(X,Y) eine Menge von Funktionen. Dann gilt:

VrzeX :sup|f(z)|ly<oo = Fzo€X,e>0: sup sup| f(z)]|<oo.
feEF zEBe(zg) fEF

Satz (Banach-Steinhaus). Es sei X ein Banachraum, Y ein
normierter Raum und 7 C £(X,Y’). Dann gilt:

Vo € X : sup |Tzlly <oo = sup||T|zx,y) < oo
TET TET ’

Def. Seien X und Y topologische Rdume, so heifit f: X — Y
offen, falls fiir alle offenen U @ X das Bild f(U) C Y offen ist.

Bem. Ist f bijektiv, so ist f genau dann offen, wenn f~1 stetig ist.
Sind X, Y normierte Rdume und ist 7' : X — Y linear, so gilt: T ist
offen <= 36 >0 : Bs(0) C T(B1(0)).

Satz (von der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachriume
und T € £(X,Y). Dann ist T genau dann surjektiv, wenn T offen ist.



Seien X,Y Banachrdume

Satz (von der inversen Abbildung).
LeL(y, X).

und T € £(X,Y) bijektiv, so ist T ! stetig, also T'~

Satz (vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y
Banachrdume und 7" : X — Y linear. Dann ist

Graph(T) = {(z,Tz) |z € X} genau dann abgeschlossen, wenn T'
stetig ist. Dabei ist Graph(T) C X x Y mit der Graphennorm

1@ Wl x sy = llzllx +lylly-

Schwache Konvergenz

Def. Sei X ein Banachraum.
e Eine Folge (zx)ren in X konvergiert schwach gegen z € X
, falls fiir alle 2’ € X’ gilt:

notiert x koo, x
( k

(@', 2p) x7 % x Lo (2’ ) x1 % x
e Eine Folge (z},)ren in X’ konvergiert schwach* gegen 2’ € X’
(notiert x}, ﬂ x'), falls fiir alle z € X gilt:

k
<I;<:7 T) X% X LT (', 2) x7 % x

e Analog sind schwache und schwache* Cauchyfolgen definiert.

e Eine Menge M C X (bzw. M C X') heifit schwach
folgenkompakt bzw. schwach* folgenkompakt, falls jede
Folge in der Menge M eine schwach (bzw. schwach*) konvergente
Teilfolge besitzt deren Grenzwert wieder in M liegt.

Bem. Der schwache bzw. schwache* Grenzwert einer Folge ist
eindeutig. Aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz.

Satz. Sei X ein normierter K-Vektorraum. Dann ist durch
IJx : X = X", oo’ (Jr,2Yxnyx =&, x)xrxx
eine isometrische Abbildung Jx € £(X, X") definiert.

Satz. Es gilt fiir z,z € X, 2/, 2}, € X":

k— k— .
Ty —2sz in X <~ JoZp éoo Jex in X7
; k—oo ’ k— o0 /
z), —— ' in X = z) — 2’ in X
*

k—o0

Lem. e Aus zj, —— 2’ in X' folgt ||z’|| ., < liminf ||z} | x-, aus
* k—oc0

o 7% o in X folgt [l x < liminfllarx.

e Schwach bzw. schwach* konvergente Folgen sind beschréinkt.

k—oo

e Aus xp k2%, 4 in X und :E;C 2’ in X’ folgt
(Th Th) X7 % X L NP 17>X’><X- Dasselbe folgt mit zj, ——

in X und a:k kZoos o in X,
Achtung. In der letzten Behauptung miissen wir voraussetzen, dass
mindestens eine Folge stark konvergiert. Fiir beidesmal
schwache/schwache* Konvergenz ist die Aussage i. A. falsch.

Bsp. Seien p € [1,00), p’ duale Exponenten und © C R™
beschrankt. Dann gilt fiir f, fr € LP(Q) (jeweils mit k—00):

fr— fin LP(Q) < Yge L’ (Q) : [fu-gdz — [f-gdz
Q Q

Bsp. Sei Q C R" offen und beschrinkt und p € [1,00], m € Nxg.
Fir u, up, € W™P(Q) gilt dann (jeweils mit k—o0):
up — uin W™P(Q) < Vs,|s| <m : 9°up, — 0°u in LP(Q)

Satz (Banach-Alaoglu). Sei X ein separabler Banachraum. Dann
ist die abgeschl. Einheitskugel By (0) C X’ schwach* folgenkompakt.

Bsp. Sei Q C R™ beschriinkt und offen. Dann ist L!(\,,) separabel
(Approx. durch elem. Funktionen). Ist (fx)ren in L°(2)
beschréinkt, so gibt es eine Teilfolge (fx,)ien und f € L*°(Q), sodass

S{ i (@) - o) de 222 gfz f(z)-g(z)dz fir alle g € L1(Q).

Bem. Schwach*-Konvergenz impliziert eine sogenannte
Schwach*-Topologie in dem Sinne, dass man sagt, eine Folge
(x}.)ken in X' ist bzgl. dieser Topologie konvergent, wenn sie
punktweise fiir alle x € X konvergiert.

Def. Sei X ein Banachraum und Jx die Isometrie bzgl. des
Bidualraumes. Dann heifit X reflexiv, falls Jx surjektiv ist.

Lem. Sei X ein Banachraum.

e Ist X reflexiv, so stimmen schwache* und schwache Konvergenz in
X' {iberein, d.h. fiir eine Folge (2},)nen in X’ und 2’ € X’ gilt

/. m—oo

I / n— o0
T, 272 in X

— T,

z' in X'.

e Ist X reflexiv, dann auch jeder abgeschlossene Unterraum von X.
e Ist T: X — Y ein Iso, so gilt: X reflexiv <= Yreflexiv.
o Esgilt: X reflexiv <= X' reflexiv.

Lem. Fiir jeden Banachraum X gilt:

X' separabel = X separabel.
Bem. Die Umkehrung gilt i. A. nicht! Gegenbeispiel: X := L*.

Satz (Eberlein-Shmulyan). Sei X reflexiver Banachraum. Dann
ist die abgeschl. Einheitskugel B1(0) C X schwach folgenkompakt.

Bspe. e Hilbertriume X sind reflexiv (Folgerung aus dem
Rieszschen Darstellungssatz). Daher: Ist (zj)ren eine beschrénkte
Folge in X, so existiert eine Teilfolge (z,);en und z € X, sodass

(y|ftkl)x Aoeo, (y|z)y fiir alle y € X.

e Seien p,p’ € (1,00) duale Exponenten und €2 C R™ beschriinkt.
Dann ist LP(Q) reflexiv.

e L' und L™ sind genau dann nicht reflexiv, wenn sie
unendlich-dimensional sind.

Bem. Analog zur schwach*-Topologie kann man auch eine schwache
Topologie einfiihren.

Satz (Trennungssatz). Sei X ein normierter Raum, M C X nicht
leer, abgeschlossen, konvex und z¢ € X \ M. Dann gibt es ein
2’ € X’ und ein o € R mit

Re(z’,z0)x/xx > und Vz€ M : Re(r,z)x/yvx < .

Bem. Dann ist {z € X | Re(z’,z) x/« x = a} eine Hyperebene, die
M und xg trennt.

Satz. Sei X ein normierter Raum, M C X abgeschlossen und
konvex. Dann ist M schwach folgenabgeschlossen, d. h. fiir jede Folge
(zk)ken in M und z € X gilt:

k— oo

xk—\azlnX == x € M.

Lem (Mazur).

in X mit x k200, 4. Dann gilt « € conv{zy |k € N}.

Sei X ein normierter Raum und (2 )ren eine Folge

Satz. Sei X ein reflexiver Banachraum und M C X nicht leer,
konvex und abgeschlossen. Dann gibt es zu jedem T € X ein x € M
mit ||z — Z|| = dist(Z, M).
Satz. Sei 2 C R™ offen, beschrinkt, zusammenhéingend mit
¢%!-Rand sowie K = R. Sei ajj =aj; € L°(Q) furi,5=1,...,n,
sodass a = (a;;) gleichmiBig elliptisch ist und f € L(Q). Betrachte
E € Wh2(Q) — R gegeben durch
f2 Z O;ua;;05u + fudx

i,j=1

Fiir M € W2(Q) nicht leer, konvex und abgeschlossen mit
VYup €M : 3Ch < oo : VEER :ug+ €€ M = [£| < Co

gilt dann:
e F besitzt ein absolutes Minimum auf M.

e Die absoluten Minima von E auf M sind genau die Losungen der
Variationsungleichung: Finde u € M, sodass

J Y 0i(u—v)a;j05u+ (u—v)fdr <O0.
Q ig=1

YVve M :

e Ist M ein abgeschlossener affiner Unterraum M = ug + Mp mit
Mo Unterraum, so ist die Variationsungleichung dquivalent zu:
n
Finde u € M, sodass f > Oivaiju+vfdx =0 fiir alle v € M.
Qi,j=1
e Die Losung ist eindeutig, wenn M folgende Eigenschaft besitzt:
VveEM :VEER v+ €M = £=0.

Bspe. e Sei M = WOI’Q(Q). Dann ist die eindeutige Losbarkeit des
zugehorigen (schwachen) Dirichlet-Problems gesichert.

e Sei M ={uecwh 2(Q)|fudz—0} und gelte ffdx—() Dann

sichern Punkt 3, 4 die elndeutlge Losbarkeit des zugehorigen
Neumann-Problems.

e Seien ug, Yo € Wl‘Z(Q) gegeben und ug(z) > ¢o(x) fiir fast alle
z € Q. Definiere M = {v € WH(Q) |v = ug auf dQ,v > ¢ in Q}.
Dann sichern die Punkte 1 bzw. 2 und 4 die eindeutige Existenz
einer Losung dieses Hindernis-Problems.



7. Endlich-dimensionale Approximation

Lem. Ist X oo-dimensionaler Raum, so sind dquivalent:

e X ist separabel.
e Es gibt endlich-dim. Unterrdume {X, CX |n€N, dim X, <oco} mit

VneN: X, C Xpt1 und |JX, dicht in X.

neN
e Es gibt endlich-dim. Unterrdume {E, CX |n€N, dim E, <oco} mit
Vn#m : EnNEyp={0} und U(Eo®...® E,) dicht in X.
neN

e Es gibt eine linear unabhiingige Menge {e, |n € N}, sodass
span{en | n € N} dicht in X liegt.

Def. Sei X normierter Raum. Eine Folge (zy,)nen in X heifit
Schauder-Basis von X, falls fiir alle z € X gilt:
n

n—oo .
> agep —— xin X.

Jeindeutige Folge (ag)ken in K :

Bem. Seien X und X Banachrdume mit Schauderbasen (er)ken
bzw. (€;);eny und S € £(X, X). Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte ,,unendliche Matrix“ (sx,;)k,1en, sodass

o0 jee) [ee)
Vo= arep € X : Sz= 3 > apskie.
k=0 k=01=0

Def. Ist (e;);en Schauder-Basis eines Banachraumes X, dann
definiere die duale Basis (e});cn von X’ durch

o0
e X =K, > arep— ay.
i=1
Def. Sei X ein Prahilbertraum.

e Eine Menge {ex€X |k € N}, N C N heifit Orthogonalsystem,
falls (er |e;) = 0 fiir k # [ und eg # 0 fiir alle k € N gilt.

e Falls zusétzlich |leg|| = 1 fiir alle kK € N gilt, so heifit die Menge
Orthonormalsystem (ONS).

Lem (Besselsche Ungleichung). Sei (eg)ren ein (endliches) ONS
des Prahilbertraumes X. Dann gilt fiir alle z € X und n € N:

n o0
0< 2> = X I(=ler))? = lz — X (x|ex)exll®
k=0 k=0

cen))?.

Satz. Sei (ex)ren ONS des Prihilbertraumes X. Dann dquivalent:
e (ex)ken ist Schauder-Basis. e span{eg |k € N} ist dicht in X.

(=] OO
evreX:xz=Y (zlex)er o VzeX :|z|>= X |(z|er)?
k=0 k=0

= dist(z, span{eo, .

e Vr,ye X : (z]y) = § (zex) (ylek)

(Parseval-Identitéit)

Def. Falls eine der Eigenschaften aus dem Satz erfiillt ist, dann
heiBt (ex)ren Orthonormalbasis (ONB).

Satz. Jeder co-dimensionale Hilbertraum X iiber K ist genau dann
separabel, wenn X eine Orthonormalbasis besitzt.

Beweisidee. Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren

Bem. In diesem Fall ist X isometrisch isomorph zu £2(K) (durch
Ubergang zu Koeffizienten bzgl. Basis).

Bsp. Eine ONB (eg)ren von L2((—m, ), C) ist gegeben durch

T 1 ezkl

ex : (—m,m) = C, Jor

(Fourier-Basis)

Lem. Zu f € L?((—n,7),C) sei mit e;, wie im Beispiel

Pnf= Z (f\ek)fﬂek

[k|<n

(Fourier-Summe)
Wenn f Lipschitz-stetig ist, dann gilt f(z) = 1i_)m P f(x).
n (oo}

Bem. Die Fourier-Summe erlaubt die explizite Approx. von f im
Unterraum X = span{ey | |k| < n}.

Lineare Projektionen

Def. Sei Y Unterraum des VR X. Eine lineare Abb. P: X — X
heiBt (lineare) Projektion auf Y, falls P2 = P und im(P) =Y.

Lem. Fiir eine Projektion P : X — X gilt:

e X =ker(P)®im(P)

e (Id —P) ist Projektion mit ker(Id —P)=im(P),
im(Id — P) =ker(P).

Lem. Sei P: X — X linear. Dann gilt

P ist Projektion auf ¥ <= im(P) CY und Ply =1d

Bem. Zu jedem Unterraum Y C X ex. eine Projektion auf Y.

Def. Sei X ein normierter Raum. Dann heif3t
P:={P € L(X)|P?=P}
Menge der stetigen (linearen) Projektionen auf X.

Lem. Fiir P € P(X) gilt:

e ker(P) und im(P) sind abgeschlossen e ||P|| > 1 oder ||P|| =0
Satz (vom abgeschlossenen Komplement). Sei X ein
Banachraum, Y abgeschlossener Unterraum sowie Z ein Unterraum
mit X =Y @ Z. Dann ist Z genau dann abgeschlossen, wenn es eine
stetige Projektion P € P(X) auf Y mit ker(P) = Z gibt.

Umformulierung. Ist Y abgeschlossener Unterraum eines
Banachraumes X, so besitzt Y ein abgeschlossenes Komplement
genau dann, wenn es eine stetige Projektion auf Y gibt.

Satz. Sei X ein normierter Vektorraum, E ein n-dimensionaler
Unterraum mit Basis e1,...,e, und Y ein abgeschlossener
Unterraum mit Y N E = {0}. Dann gilt:

o Jef,...,eh e X eg|y:0und (e;v,eﬁ:&j.

e Es gibt eine stetige Projektion P auf E mit Y = ker(P), nédmlich

P(x) =

Sl
itg:

(e}, zYej.

Lem. Sei Y abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums X und
P die orthogonale Projektion aus Kapitel 2, so gilt

e PcP(X) e imP)=Y eke(P)=Y!te X=Y LYt
e Ist Z C X Unterraum mit X =2 1LY, so gilt Z = Y+

Lem. Sei X Hilbertraum und P : X—X linear. Dann dquivalent:
e P ist die orthogonale Projektion auf im(P), d. h.

Va,y € X : ||z — Pz|| < ||z — Py]|.

e P2=PundVaz,y<€ X : (Pz|y) = (z| Py)
e Vz,ye X : (z—Pzx|Py)=0 e PeP(X)mit|P|<1

Bem. Sei X ein Banachraum, {X, C X |n € N,dim X,, < co}
endlich-dimensionale Unterrdume mit
VneN: X, C Xpy1 und |JX, liegt dicht in X.
neN
Sei P, die Projektion auf X, fiir n € N. Dann gilt

VxEX:anH—oo>xinX.

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus folgt C := sup||Pn|| < oo.
neN

8. Kompakte Operatoren

Def. Seien X und Y normierte K-Vektorrdume. Dann heif3t
K(X,Y):={T € L(X,Y)|T(B1(0)) ist kompakt}
Menge der kompakten linearen Operatoren von X nach Y.

Def. Seien X, Y Banachriume und 7' € £(X,Y). Dann dquivalent:

o T €K(X,Y) o T(B1(0)) kompakt e T(B1(0)) prikompakt

e Fiir alle beschrinkten M C X ist T'(M) C Y prikompakt.

e Fiir jede beschrinkte Folge (zn)nen in X besitzt (T'zn)nen eine
in Y konvergente Teilfolge.

Def. Seien X, Y normierte Rdume. Eine lineare Abb. T': X — Y
heift vollstetig, falls fiir alle Folgen (zn)nen in X und z € X gilt:

T D70, » schwach in X B Txn D70, Tx stark in Y.

Lem. Seien X,Y Banachrdume. Dann gilt:

e Fiir jede lineare Abbildung 7' : X — Y gilt: Wenn T" kompakt ist,
dann ist T vollstetig. Ist X reflexiv, gilt auch die Riickrichtung.

e K(X,Y) ist ein abgeschlossener Unterraum von £(X,Y).

e Ist T € £L(X,Y) mit dimim(T) < oo, so ist T € K(X,Y).

e Sei Y ein Hilbertraum und T € £(X,Y). Es gilt T € K(X,Y)
genau dann, wenn es eine Folge (Th)nen in £(X,Y) gibt mit
vn €N : dimim(T}) < oo, sodass |T — Ty|| 2222 0.

e Fiir P € P(X) gilt: P € K(X) <= dimim(P) < co.
Lem. Fir 71 € £L(X,Y) und Tz € L(Y, Z) gilt:

Ty oder To kompakt = T»T; kompakt



9. Spektraltheorie

Def. Sei T € £(X). Dann ist

e die Resolventenmenge von T definiert als
p(T) :={A € C| ker(A\Id —T) = {0} und im(AI1d-T) = X},

e das Spektrum von T gleich o(T) := C\ p(T)
Das Spektrum wird noch weiter zerlegt in das
e Punktspektrum o,(T) = {X € o(T) | ker(A\Id —T') # {0}},
e kontinuierliche Spektrum
0c(T) ={X € o(T) | ker(A\Id —T) = {0} und im(AId -T) # X,
aber im(A\Id —T) = X},

e Restspektrum (Residualspektrum)
or(T) ={X € o(T)| ker(A\Id —T) = {0} und im(AId —-T) # X}.

Bem. Sei T € L(X). Offenbar gilt A € p(T") genau dann, wenn
Ald —T : X — X bijektiv ist. Nach dem Satz von der inversen
Abbildung ist dies dquivalent zur Existenz von

RO\ T) = (A\1d-T)"! € £(X),

der sogenannten Resolvente von 7T in A. Als Funktion von A heifit
R auch Resolventenfunktion. Weiterhin ist A € op(T") offenbar
dquivalent zu 3z # 0 : Tax = Az. Dann heifit A\ Eigenwert und =
Eigenvektor (oder Eigenfunktion). Der Unterraum ker(Id A — T') ist
der Eigenraum von T zum Eigenwert A. Er ist T-invariant.

Satz. Die Resolventenmenge p(T') ist offen und A — R(\, T) ist eine
komplex-analytische Abbildung von p(T") nach £(X). Es gilt

VA€ p(T) : [|RAT)] ™" < dist(A, p(T)).

Satz. Das Spektrum o(7') ist kompakt und nichtleer (fiir X#0) mit

1
sup = mli_rglooHTmHﬁ <|IT|- (Spektralradius)

A€o (T)

Lem. e Ist dim X < oo, so ist o(T) = op(T).

o Ist dimX = oo und T € K(X), so ist 0 € o(T).
Bem. Im Punkt 2 ist i. A. 0 kein Eigenwert, also 0 € o, (7).

Def. Eine Abb. A € £(X,Y) heifit Fredholm-Operator, falls
e dimker(A) < co e im(A) ist abgeschlossen e codimim(A) < oo

Der Index eines Fredholm-Operators ist definiert als
ind(A) := dimker(A) — codimim(A).

Satz. Sei T € K(X). Dann gilt fiir A =1d—-T"

e dimkerT < oo o kerA={0} = im(A)=X
e im(A) ist abgeschlossen e codimim(A) = dimker(A)
Insbesondere ist A also ein Fredholm-Operator mit Index 0.

Satz (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren).

Fir T € K(X) gilt:

e Die Menge o(T') \ {0} besteht aus héchstens abzihlbar vielen
Elementen mit 0 als einzig moglichem Héufungspunkt. Es gilt:

lo(T)| =00 = o(T) = op(T)U{0}

e Fiir A € o(T) \ {0} gilt fiir die Ordnung ny von A
1 < ny :=max{n € Ny | ker(ATd =T)" "} # ker(A\Id =T)"} < co.
Die Zahl dim(ker(AId —T')) heilt Vielfachheit von A.

e Fiir A € o(T) \ {0} gilt X = ker(AId —T)"* @ im(AId —T)".

Beide Unterrdume sind abgeschlossen und 7T-invariant und der
charakteristische Unterraum ker(AId —7)"* ist endlich-dim.

o Fiir A € o(T)\ {0} ist o(Tlim(r1d —)ma) = o(T) \ {A}

e Ist E) fiir A € o(T) \ {0} die Projektion auf ker(AId —7)"™*
gemaf der Zerlegung in Punkt 3, so gilt E\E, = 6x,FE) fir
A€ a(T)\ {0}

Kor. Ist T € K und X € o(T) \ {0}, so hat die Resolventenfunktion
w+— R(u, T) in A einen isolierten Pol der Ordnung nj, d. h.

p= (= A" RyRx (1, T)

kann im Punkt A komplex analytisch fortgesetzt werden. Der Wert
in X ist von Null verschieden.

Kor (Fredholmsche Alternative). Ist T € K(X) und A # 0, so
gilt: Entweder ist die Gleichung T'x — Az = y eindeutig l6sbar fiir
jedes y € X oder die Gleichung T'z — Az = 0 hat nichttriviale Lsgen.

Kor. Sei X ein endlich-dim. VR iiber C und T : X—X linear. Dann
gibt es paarwise verschiedene A1, ..., A, € C, wobei 1 <m < dim X,
sodass o(1') = op(T) = {A1,..., Am} und Ordnungen n; mit

X =ker(AId-T)"1) @ ... ®ker (AId —T)"*1).

Bem. Sei X ein Hilbertraum iiber C und T' € £(X) normal, d.h.
T*T —TT* =0, wobei T* = R;(IT'RX mit Rx die Isometrie aus
dem Rieszschen Darstellungssatz bzw. Vz,y € X : (z|T"y)=(Tz|y),
lassen sich die Aussagen noch konkretisieren. Es gilt:

Satz (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren).
Sei X ein Hilbertraum iiber C und 0 # T € K(X) normal. Dann gilt:

e Es existiert eine ONS (eg)ren in X und Folge (Ag)ren in C,
wobei N C N, sodass Ay # 0 und Te, = Apey, fiir k € N sowie
o(T)\ {0} = {\ | k € N}. Falls |N| = oo, gilt A, == 0.

e Fiir die Ordnungen gilt ny, =1 fiir alle k.

e X =ker(T) L span{ei |k € N}

e Ve eX :Te= Y M (z|ex)ek

keN

Bem. Die Werte A\ konnen fiir verschiedene k gleich sein.

Lem. Seien X ein Hilbertraum iiber C und T € £(z) normal.

o Ist X #0, gilt supo(T)\ = ||T||
e Ist T selbstadjungiert, d.h. T* =T, so ist op(T) C [—||T|, || T]
und, falls 7" auch kompakt ist, | 7| oder —||T'|| ein Eigenwert.

e Ist T selbstadjungiert und positiv semidefinit, d. h.
Vz € X : (Tz|z) >0, so gilt op(T) C [0, ||T]|]] und falls T auch
kompakt ist, ist ||| Eigenwert.
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