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Geometrie von Kurven

Notation. Sei im Folgenden I ein Intervall, d. h. eine
zusammenhéngende Teilmenge von R.

Def. Eine Abbildung c¢: I — R" heifit reguliire Kurve, wenn ¢
beliebig oft differenzierbar ist und ¢’(¢) # 0 fiir alle ¢ € I gilt.

Der affine Unterraum 7c ¢ = c(t) + R(c/(t)) heifit Tangente an ¢ im
Punkt c(t) bzw. Tangente an ¢ zum Zeitpunkt t.

Def. Fiir eine reguldre Kurve c: [a,b] — R"™ heift

fllc

)||dt Bogenlinge (BL).

Satz. Die Bogenldnge ist invariant unter Umparametrisierung, d. h.
sei ¢ : [az,b2] — R™ eine regulire Kurve und ¢ : [a1,b1] — [a2, b2] ein
Diffeomorphismus, dann gilt L(c) = L(co ¢).

Def. Eine regulidre Kurve ¢ : I — R™ heifit nach Bogenlinge
parametrisiert, wenn ||¢/(¢)|| = 1 fiir alle t € I.

Satz. Jede regulire Kurve ¢ : I — R ldsst sich nach BL
parametrisieren, d. h. es existiert ein Intervall J und ein
Diffeomorphismus ¢ : J — I, welcher sogar orientierungserhaltend
ist, sodass ¢ := c o ¢ nach BL parametrisiert ist.

Def. Zwei Vektoren a,b € R™ heiflen gleichgerichtet, falls A > 0
mit a = A\b existiert.

Satz. Sei v : [a,b] — R" stetig, dann gilt va )dt]| < va )| dt,

wobei Gleichheit genau dann gilt, falls alle v(t) gleichgerichtet sind.

Satz. Sei c: [a,b] — R" eine regulidre Kurve und z := c(a),y := c(b).
Dann gilt L(c) > d(z,y). Wenn L(c) = d(z,y), dann gibt es einen
Diffeomorphismus ¢ : [a,b] — [0, 1], sodass ¢ = cgy © ¢, wobei

y 1 [0,1] = R™, t—z+t(y—x).

Def. Sei c: [a,b] — R" eine stetige Kurve und

a=1tg <t; <...<tE=> eine Zerteilung von [a,d]. Dann ist die
Lénge des Polygonzugs durch die Punkte ¢(¢;) gegeben durch

Le(to, ... t) = ZII( j) = c(tj-1)ll-

Def. Eine stetige Kurve c heifit rektifizierbar von Léinge ﬁc, wenn
gilt: Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, sodass fiir alle Unterteilungen
a=1ty <tl <...<tp =>der Feinheit mindestens § gilt:

HLgf (to,tl,...,tk)H<6.

Def. Sei c: I — R"” reguldr und nach BL parametrisiert. Dann
heifit der Vektor ¢’ (t) Kriimmungsvektor von ¢ in ¢ € I und die
Abbildung x: I — R, t+ |c”(¢)|| heift Kriimmung von c.

Def. Eine Kurve ¢ : I — R? wird ebene Kurve genannt.

Def. Sei c eine reguldre, nach BL parametrisierte, ebene Kurve.
Dann ist das Normalenfeld von ¢ die Abbildung

n=nc:1—=R: t—J () mitJ 7(0_1).
Bem. Fiir alle t € I bildet (¢’ (t),nc(t)) eine positiv orientierte
Orthonormalbasis des R2. Es gilt auierdem ¢’ (t) L ¢ (t), also

() = K(t) - ne(t), d. h. die Kriimmung hat im R? ein Vorzeichen.

Satz (Frenet-Gleichungen ebener Kurven). Sei ¢: I — R2
reguldr, nach BL parametrisiert und v = ¢/, dann gilt

/1

cC =K'N !

und n' =-—k-wv.
Bsp. Fiir die nach BL parametrisierte gegen den UZS durch-
laufene Kreislinie mit Mittelpunkt m € R? und Radius r > 0

cos(t/r)

. 2
c:R— R~ t»—)m—i—r(sin(t/r)

) gilt VieR: w(t)=1.

Satz. Sei c: I — R? glatt, nach BL param. mit konst. Kriimmung
k(t) = R # 0. Dann ist ¢ Teil eines Kreisbogens mit Radius ﬁ
Def. Fiir ¢: I — R? regulér, nicht notwendigerweifie nach BL
parametrisiert, ist die Kriimmung zur Zeit ¢ definiert als

. det(c’ (), (1)
K(t) == —ewrE

Bem. Obige Definition ist invariant unter orientierungserhaltenden
Umparametrisierungen, und stimmt fiir nach BL parametrisierte
Kurven mit der vorhergehenden Definition iiberein.

Satz (Hauptsatz der lokalen ebenen Kurventheorie).

Sei k : I — R eine stetige Funktion und tg € I und xg,vo € R2 mit
lvo|| = 1. Dann gibt es ganu eine nach BL parametrisierte C2-Kurve
¢: I — R? mit Kriimmung &, ¢(tg) = zo und ¢’ (to) = v(to) = vo.

Def. Eine regulédre Kurve c: [a,b] — R" heifit geschlossen, falls
c(a) = ¢(b) und ¢'(a) = ¢/ (b). Eine regulire geschlossene Kurve ¢
heifit einfach geschlossen, wenn C|[a,b[ injektiv ist.

Def. Fiir eine geschl. regulére ebene Kurve ¢ : [a,b] — R? heift

Totalkriimmung von c.

b
= [s() - |Ic' ()] dt

Bem. Ist ¢ nach BL parametrisiert, so ist ®(c) =

fﬁ(t) dt.

Satz. Die Totalkriimmung ist invar. unter orientierungserhaltenden
Umparam., d. h. ist ¢ : [a2, ba2] — R? regulér und ¢ : la1,b1] — [az2, ba]
ein Diffeomorphismus mit ¢’ > 0, dann gilt &(c) = &(c o ¢).

Satz (Polarwinkelfunktion). Sei v : [a,b] — St stetig (glatt) und
wq € R, sodass y(a) = e'¥*. Dann gibt es eine eindeutige stetige
(glatte) Abb. w : [a,b] — R, genannt Polarwinkelfunktion von ~ mit

i s(w(t .
w(a) = Wq und 'y(t) = e“‘)(t) = (Z?j((:((z))))) fiir alle t € [CL, b]
Satz. Seien w und @ zwei stetige Polarwinkelfunktionen zu einer
stetigen Abbildung 7 : [a,b] — S'. Dann gibt es ein k € Z, sodass
w(t) — &(t) = 2rk fiir alle ¢ € [a, b].

Satz. Fiir eine ebene regulére geschl. Kurve c: [a, b] — R? heift

Ue = —F(c) = —fn t)||c(t)||dt € Z Umlaufzahl von c.
7r

Satz (Umlaufsatz von Hopf). Die Umlaufzahl einer einfach
geschlossenen reguldren Kurve ist £1.

Def. Fiir eine reg. geschlossene ebene Kurve ¢ : [a,b] — R? heifit

|- lle' (Bl dt

flnc

Kabs (€ Absolutkriimmung.

Satz. Fiir die Absolutkriimmung einer einfach geschlossenen
reguliren Kurve ¢ : [a,b] — R? gilt k,aps > 27, wobei Gleichheit
genau dann gilt, wenn k. das Vorzeichen nicht wechselt.

Satz (Whitney-Graustein). Fiir zwei glatte regulére geschlossene
ebene Kurven ¢, d : [0,1] — R? sind folgende Aussagen #quivalent:
(i) cist zu d reguldr homotop (i) U. = Uy

Def. Eine glatte regulire Kurve ¢: I — R"™ (n > 3) heift
Frenet-Kurve, wenn fiir alle ¢t € I die Ableitungen
(), c"(t),...,c¢™ 1 (t) linear unabhingig sind.

Def. Sei c: I — R" eine Frenet-Kurve und ¢ € I. Wende das Gram-
Schmidt-Verfahren auf {¢(t),c” (t), ..., D (t)} an und ergénze
das resultierende ONS (b1(t),...,bn—1(¢t)) mit einem passenden
Vektor by, (t) zu einer Orthonormalbasis, die positiv orientiert ist.
Die so definierten Funktionen by, ...,b, : I — R" sind stetig und
werden zusammen das Frenet-n-Bein von ¢ genannt.

Def. Sei (b1,...,bn) das Frenet-n-Bein einer Frenet-Kurve c. Dann:
0 K1 0
-1 0 K2
A= (b, 08)) 1 =
—kn—-2 0 Kn—1
0 —Kn—1 0

Die Funktion x;j : I = R, t— (b;(t),bj_‘_l(t)), j=1,...
j-te Frenet-Kriimmung von c.

,n — 1 heifit

Satz (Hauptsatz der lokalen Raumkurventheorie).

Seien Ki,...,kn—1: 1 — R glatt mit K1,...,kp—2 > 0 und tg € I
und {v1,...,vn} eine pos. orientierte ONB, sowie 9 € R". Dann
gibt es genau eine nach BL param. Frenet-Kurve ¢ : I — R™ mit
. C(to) = xo,
o die j-te Frenet-Kriimmung von c ist &;.

e das Frenet-n-Bein von cin tg ist {v1,...,vn } und
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Def (Frenet-Kurven im R®). Sei ¢: I — R3 eine nach Bogenlinge
parametrisierte Frenet-Kurve und ¢ € I. Dann heifit

e b1(t) = v(t) = ¢/(t) der Tangentenvektor an c in t,
o ba(t) = HZ::%;H Normalenvektor an c in t,

e span(by (t),b2(t)) Schmiegebene an ¢ in t,

e b3(t) =bi(t) x ba2(t) Binormalenvektor an c in t,

o 7(t) = 7(t) == ka(t) = (b5(t),b3(t)) Torsion o. Windung von c.

Bem. Die Frenet-Gleichungen fiir nach BL parametrisierte
Frenet-Kurven im R? lauten

b/1 = ch27 bIQ = —Keb1 + ch37 bg = —7cba

Bem. Fir eine nicht nach BL parametrisierte Frenet-Kurve
c: I —R3 gilt fiir Krimmung und Torsion

lle’ x|
ler1®

det(c’ e ,c'")
e’ xe?

Ke = und T =

Def. Fiir eine glatte geschl. regulidre Kurve c: [a,b] — R" heifit

R(c) = fﬁc || (t)||dt Totalkriimmung von c.

Hierbei ist die Kriimmung einer reguldren Raumkurve c: I — R"
wie folgt definiert: Sei ¢ : I — J orientierungserhaltend (d.h. ¢/ > 0)
und so gewéhlt, dass é:= co ¢! : J — R™ nach BL parametrisiert
ist, dann definieren wir k¢ (t) = rz(@(t)).

Satz (Fenchel). Fiir eine geschlossene regulire glatte (oder C2)
Kurve c: [a,b] — R? gilt ®(c) > 2. Gleichheit tritt genau dann ein,
wenn c eine einfach geschlossene konvexe regulire glatte (oder C?)
Kurve ist, die in einer affinen Ebene des R3 liegt.

Satz. Sei v : [0,b] — S2 C R3 eine stetige rektifizierbare Kurve der
Lange L < 27 mit ¢(0) = ¢(b), so liegt das Bild von v ganz in einer
offenen Hemisphére.

Lokale Flidchentheorie
Notation. Sei im Folgenden m € N und U C R™ offen.

Def. Sei f: U — R" eine Abbildung und v € R™ \ {0}. Dann heif}t

Ao f(u) = }}1310 f(u‘H“;L)*f(u)

Richtungsableitung von f im Punkt u (falls der Limes existiert).

Def. Fiir v = e; heilt 9; f(u) == Oc; f(u) partielle Ableitung
nach der j-ten Variable. Falls die partielle Ableitung fiir alle uw € U
existiert, erhalten wir eine Funktion 9; : U — R", u — 9; f(u).
e = 05195, (- (95

Notation. 9, i)

J1,d2,-
Def. Eine Abbildung f : U — R™ heifit C*-Abbildung, wenn alle
k-ten partiellen Ableitungen von f existieren und stetig sind.
Wenn f € CP fiir beliebiges k € N, so heiit f glatt.

Satz (Schwarz). Ist f eine C*-Abbildung, so kommt es bei allen
l-ten partiellen Ableitungen mit ! < k nicht auf die Reihenfolge der
partiellen Ableitungen an.

Def. Eine Abbildung f: U — R"™ heifit in u € U total diff’bar,
wenn gilt: Es gibt eine lineare Abbildung D, f = 9f, : R™ — R",
genannt das totale Differential von f in u, sodass

flu+h) = f(u) + dfu(h) + o(h)
fiir geniigend kleine h € R™ und eine in einer Umgebung von 0

definierte Funktion o : R™ — R™ mit llm T\(hH) =0 gilt.

Def. Fiir eine total differenzierbare Funktion f heifit die Matrix
Juf = (Duf(e1),...,Duf(en)) Jacobi-Matrix von f in w.

Bem. Es gelten folgende Implikationen:

f ist stetig partiell differenzierbar
= f ist total differenzierbar (= f ist stetig)
—> f ist partiell differenzierbar

Def. Eine total differenzierbare Abbildung f : U — R"™ heifit
regulir oder Immersion, wenn fiir alle u € U gilt: Rang(J,, f) = m,
d. h. alle partiellen Ableitungen sind in jedem Punkt linear
unabhéngig und J, f ist injektiv. Insbesondere muss m < n gelten.

Def. Sei X : U — R" eine (glatte) Immersion. Dann heit das Bild
f(U) immergierte Fliche, immersierte Fliche oder param.
Flichenstiick. Sei~U offen in R™ und ¢ : U — U ein Diffeo, dann
heiit X == X o ¢ : U — R"™ Umparametrisierung von X.

Notation. Sei im Folgenden X : U — R™ eine Immersion.

Def. Der Tangentialraum von X in u € X ist
T.X = span(0i X (u),...,0mX(u)) = Bild(D,X) C R".

Das Kompl. N, X = (TuX)J‘ C R"™ heifit Normalraum an X in u.

Bem. Fiir u € U definiert
<U7 w>u = <DuX(’U), D X(w)>eukl

ein Skalarprodukt auf dem R™. Die Positiv-Definitheit folgt dabei
aus der Injektivitdt von D,,.

Notation. SymBil(R™) := {symm. Bilinearformen auf R™}

Def. Die erste Fundamentalform (1. FF) einer Immersion X ist
I1:U — SymBil(R™), ur Ly =, )u-

Aquivalent dazu wird auch die Abbildung
g:U— R™X™

w gy = (JuX)T (JuX)

manchmal als erste Fundamentalform bezeichnet.

Def. Sei c: [a,b] — R™ eine glatte Kurve. Wir nennen c eine Kurve
auf X, wenn es eine glatte Kurve o : [a,b] — U mit ¢ = X o « gibt.

b b
Bem. Dann gilt L(c) = [||c/(t)||dt = [|| DX (' (8))]] dt.

Bem. Seien ¢; = X oy und c2 = X o ag zwei regulidre Kurven auf
X, die sich in einem Punkt schneiden, d.h. aj(t1) = az(t2) =: u.
Dann ist der Schnittwinkel £(c}(t),c5(t)) gegeben durch:
/ ’
cos(L(c4(1),¢4(0)) = Tr T G
_ Tu(of (t1),05(t2))
VIu(a] (t1),0] (t1))Tu(ab(t2),a5(t2))

Def. Sei C C U eine kompakte messbare Teilmenge, dann heifit

A(X(C)) \/det(gu )du Flicheninhalt von X (C).

Satz (Transformation der ersten FF). Sei X = X o ¢ eine
Umparametrisierung von X mit einem Diffeo ¢ : U — U, dann gilt

X)T(JaX) = (Ja(@)" Ja(®))-
z(t)) regulir, glatt. Dann heifit
r(#) sin(s), 2(¢))

VaeU : jg=(Jg “Gea) - (

Bsp. Seic: I —Rso xR, t— (r(t),
(t,s) = (r(t) cos(s),
Drehfliche mit Profilkurve c. Es gilt:

_(l€@r? o
9“’5)*( 0 r(t>2)

Die Einheitssphére im R? ist
(s,t) =

Def. Zwei Immersionen X : U — R” und X : U — R* heifien lokal
isometrisch, wenn es eine Umparam. ¢ : U — U gibt, sodass die
ersten Fundamentalformen von X und X o ¢ iibereinstimmen.

Ist eine Immersion X isometrisch zu einer Immersion, deren Bild eine
offene Teilmenge einer affinen Ebene ist, so heifit X abwickelbar.

X :IxR—R3,

Bsp (Kugelfliiche).

X :R? - R?, (—sin(t)cos(t), cos?(t), sin(t)).

Def. Sei X : U — R™ eine Immersion mit U C R* ™! offen. Dann
heiBt X Hyperfliche (HF) im R".

Bem. Es gilt in diesem Fall offenbar dim 7, = n — 1 und dim N,, = 1
fiir w € U und fiir einen Vektor vy, € Ny X \ {0} gilt Ny X =R - vy.

Def. v, = Z det (01 X (u), .
i=

On—1X(u), ej)e;

Bem. o vy, € Ny X \ {0}, e det(01X(u),...,0n—1X(u),vy) >0,
e Firn =3 und m = 2 ist v, = 1 X (u) x 82X( ).

Notation. S™ := {z € R"*!|||z|| = 1} heiflt Einheitssphire.
Def. Die Gauflabbildung einer Hyperfliche X : U — R" ist

1/:U—>S"717 U > Uy =

Toull”

Satz. Die GauBabbildung einer Hyperfliche ist invariant unter
orientierungserhaltenden Umparametrisierungen, d.h. ist ¢ : U — U
ein Diffeo mit det(Jz¢) > 0 fiir alle @ € U, dann ist ¥ = v o ¢.

Notation. Bil(R™,R") :={B:R" x R™ — R" | B bilinear }



Def. Die vektorwertige zweite Fundamentalform ist die
Abbildung einer Immersion X ist die Abbildung

I:U — Bil(R™,R"),
I, : R™ x R™ — R™,

u — I(u) = I, mit
(v, w) = My (v, W) = (OB X (u)) N,

wobei (-)N“ die orth. Projektion auf den Normalenraum bezeichnet.

Bem. Nach dem Satz von Schwarz ist I, eine symm. Bilinearform.
Bem. Fiir eine Hyperfliche X : U — R®, (U © R 1) gilt

I, (v,w) = hy(v,w)vy  mit  hy(v,w) = Ty (v, w), V).

Def. Die Abbildung h: U — SymBil(R"™1), u s hy = h(u) mit
hu(v,w) = Ty (v,w), vy) = (OpOuwX (u), vy) heiBlt zweite
Fundamentalform (2. FF) der Hyperfliche X.

Bem. Man kann die 2. FF als matrixwertige Abb. auffassen:

h:U — RO=DXM=D 0y (g (u) = (90, X (w), vu)

Satz. Fiir die GauBabbildung v einer Hyperfliche X : U — R" gilt

(0jv, 0k X) = —hj, und (9jv,v) =0 firalle j, k€ {1,...,m}.

Def. Sei X : U — R" eine Hyperfliche und u € U, dann ist die
Weingartenabbildung von X im Punkt w definiert durch

Wy == —Dyvo (DyX) ! : TuX = T, X (linear).
Bem. Es gilt Wy (9; X (u)) = —0;v(u).

Satz. e W, ist selbstadjungiert bzgl. der Einschrinkung (-, )7, .

o hjr(u) = (Wu(9; X (1)), 0p X (u))

e Die Weingartenabb. ist invariant unter orientierungserhaltenden
Umparam., d.h. ist ¢ : U — U ein Diffeo mit det(J$) > 0, dann
gilt fiir X := X o ¢ und alle @ € U: W) = Wa.

Satz. Sei gy = (gjx(u)) die Matrix der ersten und hy = (hjx(u))
die Matrix der zweiten FF einer Hyperfliche X.

Dann gilt fiir die Matrix wy, = (wji(u)) von Wy, bzgl. der Basis
{01 X(u),...,0n—1X(u)} von T, X:

wu:ggl'hu

Bem. Die Weingartenabbildung ist als selbstadjungierter
Endomorphismus reell diagonalisierbar (Spektralsatz).

Def. Sei X : U — R" eine Hyperfliche.

e Die Eigenwerte x1(u),...,kn—1(u) mit Vielfachheiten von Wy,
heiflen Hauptkriimmungen von X in v und die dazugehérigen
Eigenvektoren Hauptkriimmungsrichtungen von X in u.

e Die mittlere Kriimmung von X ist definiert als

n—1
H:U—-R, u— ﬁ spur(Wy) = ﬁ Zl Kj(u).
j=

e Die Gauf3-(Kronecker-)Kriimmung von X ist die Abbildung

n—1

s det(Wy,) = Joied = I (w).
=

K:U =R,

Satz. Die Hauptkriimmungen, die mittlere Kriimmung und die
Gauf3-Kronecker-Kriimmung sind invariant unter
orientierungserhaltenden Umparametrisierungen.

Bsp. Fiir die Drehfliche (s.0.) von ¢ = (r,2) : I ->R>o xR gilt:
k 0
_ 7

w= (0 \cz’\r ) ’

Satz. Sei X : U — R"” eine Hyperfliche und ug € U ein Punkt.
Dann gibt es eine offene Umgebung Uy @ U von up und eine
Umparametrisierung ¢ : Uy — U, sodass fiir X := X o ¢! gilt:

Es gibt eine glatte (bzw. C?) Funktion f: U — R mit Dy(ug)f =0,
sodass X = Graph(f), d.h. es gilt fiir alle @ € U:

X(a) = (a, f(@)).

det(c’,c") _ 2/rl "2 2’
ICI‘S ‘5,|3 )

K1 =

Notation. Vf = (d1f,...,0,f) heiBt Gradient von f : RF — R™.

Satz. Sei U @ R" ™! und f: U — R glatt. Dann ist die zweite FF
der Graphen-Hyperfliche X : U — R", u — (u, f(n))

9,5 f (u)

hie(w) = AT

Satz. Sei X : U — R" eine HF, ug € U, sowie Ey, = X (ug) + Tuo X
die affine Tangentialebene an X in ug. Dann gilt:

o Ist K(ug) > 0, so liegt fiir eine kleine offene Umgebung Uy C U
von ug das Bild X (Up) ganz auf einer Seite von E,.

e Ist K(up) < 0, so trifft fiir jede Umgebung Uy C U von ug das
Bild X (Up) beide Seiten von Ey,.

Def. Sei ug € U,v € Tyy X, Py == X (ug) + span(v, v(ug)). Sei
Up C U eine offene Umgebung von ug, dann heift

P, N X(Up) Normalenschnitt in ug in Richtung v.

Satz. Wenn Up hinreichend klein, dann ist P, N X (Up) Bild einer
regulédren glatten Kurve.

Def. Fiir u € U und v € R™ mit [jv]| = 1 heif}t

Ky (u) == (Wyv,v) Normalenkriimmung in u in Richtung v.
Bem. Sei ||v]| = 1. Sei ¢: I = P,=R? nach BL parametrisiert,
sodass Bild(c) = P, N X (Up), und ¢(0) = X (up) und ¢’(0) = v.
Dann: ky(u) = ke(0)

Satz. Die Hauptkriimmungen k1 (uo), k2 (uo) einer HF X : U — R3
in ug € U sind die Extrema der Abbildung

TugX D ST SR, v Ko (u0) = (Wyyv,v).

Die Levi-Civita-Ableitung
Def. Ein Vektorfeld (VF) auf einer offenen Menge U @ R™ ist
eine Abbildung v : U — R™.

Notation. x(U) = {v: U — R"|v glatt}

Def. Sei X : U — R" eine immergierte Fliche, U @ R™. Ein
tangentiales Vektorfeld lings X ist eine glatte Abbildung

V:U—-R" mit VueU: V(u) €T, X.
Bem. Mit typtheoretischer Syntax ist ein tangentiales Vektorfeld
lings X eine glatte Abbildung V : [] TwX.
w:U
Notation. x(TX)={V :U — R"|V ist tang. VF lidngs X}

Bem. Folgende Abbildung ist eine Bijektion:

H:x(U) = x(TX),

X ¢ [] TuX,
u:U

v v == 8, X, wobei
u Bv(u)X(u)

Notation. Fiir ein glattes Vektorfeld Y : U — R™ bezeichnet Y7
das tangentiale Vektorfeld lings X definiert durch

YT 1 TuX, u~ (Y(u)TeX.
w:U
Def. V:x(U) x x(TX) = x(TX), (w,V)r VuV = (8, V)T
heifit Levi-Civita-Ableitung von V' in Richtung w.
Achtung. Gradient # Levi-Civita-Ableitung (trotz Symbol V)!

Satz (Eigenschaften der Levi-Civita-Ableitung).
Sei f: U — R glatt, w1, w2, w € x(U), V,V1,Va € x(TX). Dann gilt:

® ViwtwsV =1V V+VuV (Linearitét 1)
o Vu(Vi+V2) = VuVi 4+ VuVa (Linearitéit 2)
o Vu(f - V)=f - (VuV)+0uf -V (Produktregel)
* 0w(V1,V2) = (VuV1,V2) + (V1, Vu V2) (Metrizitét)

Notation. Sei j € {1,...,m}, dann betrachten wir die konstante
Abbildung e; : U — R™, u + e;. Wir setzen V;V = V¢, V.

Def. Sei X : U — R"™ eine Immersion, so schreiben wir:

m
V;i(@0pX) = > Tha(X)  firj, ke {1,...,m}.
=1
Dabei heiflen die Funktionen Fék : U — R Christoffel-Symbole.

m
Notation. I'jz; = 21 erF;k U —- R
e

m
Satz. Iy = X_:l I (0r X, 0,X) =(V; (0K X), 00.X) =(9; (0 X), 0, X)

Satz. Es gilt Fé’k = F;ej und ijl = %(BJ “ gkl + ak 951 + 81 . gjk)~



Bem. Die Christoffelsymbole kann man aus der 1. FF berechnen
(hier sind g'* die Komponenten von g~ 1):

m m
Il = hz g Tjrn = %hz g" - (95 - gk + O gjn + On - gjn)-
=1 =1

m
Bem. Schreiben wir V = Y v*8, X fiir V € x(T'X), dann ist
k=1

m m
ViV=3% (ajvl + > r;kvk) AX.
=1 k=1
Def (Levi-Civita-Ableitung fiir Vektorfelder auf U).
Sei X : U — R"™ eine immergierte Fliche, so heifit
Vix(U) x x(U) = x(U) =v"
—1 ’ .
(w,v) = Vv =H *(Vy H(v))

Levi-Civita-Ableitung von v in Richtung w.

Bem. Schreiben wir V = 3> v*8, X fiir V € x(T'X), dann ist

m m

v;v=3% (ajvl + > nguk) e; = 9;V +T;V mit
=1 k=1
Uy U= R™ s (T (w)ig-

Satz. Seien v,v1,v2,w, w1, w2 € x(U), f: U — R glatt. Dann:
(Linearitdt 1
(Linearitét 2

(Produktregel
(vertrdglich mit 1. FF

® V4wV =f Vu v+ Vv

o V(v + ’Ug) = Vuwv1 + Vyv2

o Vu(f-v)=f(Vuwv)+ (Vuwf) v

o Oyl(vi,v2) = I(Vwvr,v2) + I(v1, Vyv2)

NN NN

Def. Sei a: [a,b] — U eine glatte, regulire Kurve, ¢ := X o a. Eine
glatte Abbildung V : [a,b] — R™ mit V(1) € T4 XVt € [a, ]
tangentiales Vektorfeld lings c.

Bem. Eine glatte Abbildung v : U — R™ bestimmt eindeutig ein
tang. VF vermoge

V(t) =0 (1) = Oye) X (at)) = oy X - v(t).

Schreiben wir v = Zvjej und o = Zajej, so gilt fiir V = o”™:

07 (@®) (8,0, X o a).

V= %V: Zl(vj)'(anoa)—F )
j=

i\

s
Def. Sei X : U — R"™ eine Immersion und ¢ = X o « eine regulire
glatte Kurve auf X. Sei V' ein tang. VF lings ¢, dann heifit

e T

die Levi-Civita-Ableitung von V lidngs c. Das tang. VF V heifit
(Levi-Civita-)parallel, wenn gilt

vv _
dt =0

Bem. Fir a,v,V aus der letzten Bemerkung folgt

fj Uj(ak)/(l"é-k ) a)) (01X o ).

k=1

- L (a(®)((a¥) (1)

Notation. ['q : [a,b] = R™*™, (Do(t));; =

Def. Wir fassen eine glatte Abbildung v : [a,b] — R™ als VF lings
o : [a,b] — U auf. Dann nennen wir

% ::l . ((vl)/ + vgjlvj(ak)'(Fé-k oa)) e =0 4+ Tqv
= Jok=

Levi-Cevita-Ableitung von v lings a.

A
Satz. Es gilt dann % = (%)A. Ein VF V = v” ist also genau

dann parallel, wenn v’ + I'wv = 0 bzw.

m .
) + ,%jlv](ak),(rék oa)=0 firallel=1,...,m.
k=

Bem. Es handelt sich bei v/ + f‘av = 0 um ein System linearer
Differentialgleichungen (mit nicht konstanten stetigen Koeffizienten).
Damit existiert bei gegebenem Anfangswert v(a) eine auf ganz [a, b
definierte eindeutige Losung der Differentialgleichung.

Def. Sei X : U — R" eine Immersion und ¢ = X o : [a,b] — R eine
regulire glatte Kurve auf X. Fiir ¢ € [a, b] heif}t die Abbildung

Ptc : Ta(a)X — Ta(t)X> X — Vg;(t),

wobei V; : [a,b] — R™ das parallele tangentiale VF lings ¢ mit
Anfangsbedingung Vz(a) = x € T, (o)X ist, Parallelverschiebung
lings ¢ von c¢(a) nach c(t).

Satz. Sei X : U — R" eine Immersion und ¢ = X o« : [a,b] — R"
eine reguliire glatte Kurve auf X. Fiir alle ¢ € [a, b] ist die Abbildung
Pf : To(a)X — Ty (1) X eine lineare Isometrie, d. h. Pf ist linear und
es gilt (z,y) = (Pfz, Ply) fir alle 2,y € Ty (o) X.

Geoditen
Def. Eine reg. glatte Kurve ¢ = Xoa auf X heifit Geodite, wenn

Vol — .

0 bzw. -“3

T v
(@) =% =

Satz. Jede Geodéte ist prop. zur BL param., d.h. ||¢/|| ist konstant.

Bem. Seic= X oa mit a = Zajej mit glatten Abb. o/. Dann gilt

Ve _ $ ((al>”+ $ (af'y(ak)'(r;koa)) (X o).

= jk=1

Somit ist ¢ genau dann eine Geodite, wenn gilt

m .
()" + .kijl(oﬂ)'(ak)/(l";k oa)=0 firallel=1,...,m
Jrk=

oder o' +Ta(a’,a') = 0 (i. F. Geoditengleichung), wobei
Ta @ [a,b] = Bil(R™,R™), ¢ Ty mit

Fa(t)(vvw) = Z vjwkré‘k(a(t))eb
J,k,l=1

Bem. Es handelt sich hierbei um ein System nichtlinearer gew. DG
zweiter Ordnung, welches nach dem Satz von Picard-Lindelsf bei
geg. Anfangswerten eine eindeutige lokale Lsg besitzt. Es folgt:

Satz (Lokale Existenz von Geodéten). Sei X : U — R eine
Immersion, sei u € U und w € R™. Dann gibt es eine offene
Umgebung U, @ R™ von w und eine € > 0, sodass gilt:

Fiir jedes v € Uy gibt es eine eindeutige Losung o, : (—¢,€) — U der
Geodétengleichung mit o, (0) = v und ), (0) = v.

Anders ausgedriickt: Zu jedem uw € U und zu jedem W € T, X gibt
es eine offene Umgebung Uy @ T, X von W sowie ein € > 0, sodass
es fiir jedes V € Uy eine eindeutige Geodéte ¢y : (—e€,€) — R™ auf
X gibt mit ¢, (0) = X (u) und ¢, (0) = V.

Satz (Spray-Eigenschaft). Sei ay : (—¢,€) — U die eindeutige
Lsg. der Geoditengleichung mit oy (0) = w und o, (0) = v und r > 0.
Dann ist die eindeutige Losung der Geodatengleichung oy mit
ary(0) = rv und a;.,(0) = rv auf dem Intervall (—£, £) definiert
und es gilt ary(t) = ay(rt) fiir alle t € (=5, £).

Satz. Sei u € U. Dann gibt es ein ¢, > 0, sodass fiir alle v € Bg*

gilt: Die Geoditengleichung besitzt eine auf [—1, 1] definierte Losung

oy mit @y (0) = u und o (0) = v.

Def. Die (geoditische) Exponentialabb. von X in u € X ist
Exp, : Byt = U, v~ au(1).

Def. Sei u € U, dann gibt es ein 0 < € < €,, sodass Exp,, |B;, ein
Diffeomorphismus auf sein Bild ist.

Def. Sei a: [a,b] — U eine glatte Kurve, sodass X o a nach BL

parametrisiert ist. Eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung
(—€€) X [a,b] = U, (s,t) — as(t)

mit ap = o heiflt eine Variation von «. Ist nun X : U — R"™ eine
Immersion, so erhalten wir auch eine Variation der Kurve ¢ := X o «
auf X durch andere Kurven, ndmlich c¢s := X o ag auf X.

Notation. § = %\320.
Satz (Variationsformel der Linge). Unter o.g. Annahmen gilt

b
SL(cs) = (¢'(b), 8es (b)) — (¢ (a), 6es(a)) — [(("(t)T, bes (1)) dt.

a

Satz (GauBlemma). Die Param. X := X o Exp,, : By, = R" durch
Exponentialkoordinaten ist eine radiale Isometrie:

Seien v € B \ {0} und w € R™ und zerlegen wir w in

w = wj + w1 mit w € Rv und (wy,v) =0, dann gilt

(| Do X ()| = [Jawy I
Dy X(w) L Dy X(v),
1D X (w)[|* = [Jwy|* + | Do X (w1

wenn w L v und somit

Satz. Sei v : [a,b] — B, regulér, glatt mit y(a) = 0, y(b) = v.
Dann ist L(X o Exp, oy) > ||v|| und es gilt L(X o Exp,, ov) = ||v||
genau dann, wenn v(t) = p(t)v mit p : [a,b] — [0,1] s.m.s.



Satz. Sei X : U — R" eine Fliche, ug € U, € > 0, sodass
Exp,, : By, — U Diffeomorphismus. Sei u € Exp,, (By,,). Dann

uo
gibt es (bis auf Umparametrisierung) genau eine bzgl. der Linge

b
Li(a) = [Tag (@ (t), o' (t)) dt

kiirzeste regulire glatte Kurve a : [a,b] — U mit a(a) = up und
a(b) = u, ndmlich a : [0,1] = U, t = Exp,, (t - Exp;O1 (u)).

Def. Sei X : U — R"™ eine Fliche, dann heifit

[ x(@) x x(U) = x(U),

Lie-Klammer der Vektorfelder v und w.

(v,w) = [v,w] = Opw — B

Satz. Fiir alle v,w € x(U) ist [v,w] = Vyw — V.

Def. Der Kriimmungstensor ist die Abbildung
R:x(U) x x(U) x x(U) = x(U),  (v,w,2) = R(v,w)z
mit R(v, w)z = Vy(Vwz) = Vi (Vez) = Vi )2
Bem (Kritmmungstensor in Koordinaten). Wir rechnen:

V;i(Viz) = 0j0kz + (0;Tk)z + Tk (9;2) + T'j(0kz) + T'jTi 2,
Rjkz = R(Ej, ek)z = FijZ — ka‘jz + (8jpk — Bkl_‘j)z,
Rji = Rlej,ex) = (T Tk =T - Tj) + (9T — OkT).

Fiirv:Zvjej,w:wkek ;U — R™ mit v/, w® : U = R glatt ist

Rv,w)z= Y vkwj(Rka)
k,j=1

und mit z = Zzlel :U = R™,2' : U = R glatt folgt

m . .
R(v,w)z = ‘ zi lvzwjszéjkel,
i,,k,

wobei Réjk : U — R so gewéhlt, dass R;j(ex) = ZRéjkel. Es gilt:
Rl =i, — ;0L + 35 (1,13, — 74,13
ijk = Oil'jp — il + 21( sk jk islin)-
5=

Satz. Folgende Abb. ist eine antisymmetrische Bilinearform:

Ir,; : x(U) x x(U) = C*=(U,R), (v,w) = I(Rij,v,w)

-
Ty ((Rijv)(u),w(u))
Notation. R;jp; = Iu(Rij(u)e,e;)
Lem. Es gilt —Rj;k; = Rijri = —Rijik-
Satz (GauBgleichung). Mit L;;(u) = (80X (u))Nv gilt
Rijri(u) = (Mg (w)i(u)) — Mg (), Wjp ().

Bem. Im Spezialfall, dass X eine HF ist, gilt ;5 = hjzv.
Da (v,v) =1, folgt Riji = hjk:hie — hikhﬂ.

Satz (Theorema egregium, GauB}). Fiir eine HF X : U — R? gilt
- det(h(u)) B Ri221(u)

det(g(u))  det(g(u))
Letzter Ausdruck ist nur abh. von der 1. FF und ihren Ableitungen.

K (u)

Satz (Codazzi-Mainardi-Gl.). Fiir eine HF X : U — R" gilt

n—1 n—1
Bihjk (u) — El g (whe ; (u) = djhig(u) — El Il (W)he, ().

Satz (Hauptsatz der lokalen Flichentheorie (Bonnet)).
Sei U @ R™ einfach zusammenhingend und

g, h:U = {AcR™ ™| AT = A, A positiv definit }
glatt. Dann sind dquivalent:
e 31X :U — R™T! Hyperfliche mit g und h als 1. FF bzw. 2. FF.
e g, h erfiillen die GauB- und die Codazzi-Mainardi-Gleichung.

Def. Sei X : U — R" eine Hyperfliche. Ein Punkt u € U heifit
Nabelpunkt, wenn in u alle Hauptkriimmungen gleich sind, also
Wy, = pl fir ein 4 € R. Wenn alle u € U Nabelpunkte sind, so heifit
X Nabelpunkthyperfliche.

Satz. Sein >3 und X : U — R™ eine Nabelpunkt-HF in C3, dann
ist X (U) Teilmenge einer Hyperebene oder einer Hypersphére im R"™.

Def. Sei O @ R™. Eine C2-Abbildung ® : O — R™ heifit orth.
Hyperflichensystem (OHFS), wenn Vz €O :Vj # ke{l,..,n} :

(0;®(x), 0, ®P(x)) =0 und (9;®(x),d;P(x)) #0.

Notation. Fiir t € R ist Ut == {(x1,...,2,) € O|z; = t}.

Bem. Falls U offen ist in {(z1,...,2n) € R" |z; = t}, ist
Xt = ®|yy5,0 - U - R
eine Hyperfliche und fiir alle z € U7t gilt
9;®(z) L T X7 = Spann{dy®(x) | k € {1,...,n} \ {j}}.
Def. Sei X : U — R"” eine HF und ¢c:= X oa : I — R"™, I Intervall
und o : I — U glatt. Dann heifit ¢ Kriimmungslinie, wenn fiir alle

c/(t) fiir alle t € I eine Hauptkriimmungsrichtung von X ist, d. h. ein
Eigenvektor von W, ().

Satz. Ist ® : O — R™ OHFS, dann sind die Koordinatenlinien

h— @(tl,...,t]'_l,t]’ +h,tj+1,.4.,tn) mit (tl,“.,tn) € O fest

Kriimmungslinien von XFte mit k #j.

Def. Eine lineare Abb. F': R” — R"” heifit konform, wenn

£(v,w) = L(F(v), F(w))

fiir alle v, w € R™.

Bem. Jede lineare Abbildung ldsst sich darstellen als
F(z) = Ap -z mit Ap € R™*"

und es gilt F' konform <= iAF € O(n) fiir ein g € R5o. Dieses p
wird konformer Faktor oder Streckungsfaktor genannt.

Def. Seien O, O @ R"™. Ein C!-Diffeomorphismus f : O — O heifit
konform, wenn fiir alle z € O die Abbildung D, f konform ist.

Satz. Jede konforme Abbildung auf einer zusammenhéngenden
offenen Teilmenge des R? ist bis auf Verkniipfung mit der komplexen
Konjugation eine holomorphe regulidre Abbildung und umgekehrt.

Def. Eine Abbildung f: 0 — O heifit kugeltreu, wenn sie offene
Teilmengen von Sphiren auf offene Teilmengen von Sphiren
abbildet. Dabei gelten Hyperebenen als Sphéren mit Radius co.

Satz (Liouville). Wenn n > 3, dann ist jede konforme C3-Abb.
f: O — O kugeltreu, d. h. falls X : U — O eine Nabelpunkt-HF ist,
dann ist f o X : U — O auch eine Nabelpunkt-HF.

Bsp. Konforme Abbildungen im R” sind:

e Isometrien: f(z) = Az +b,A € O(n),b e R"
e Zentrische Streckungen: f(x) =rz,r >0
e Inversionen an Sphiren: ¢ : R? = R2 U {c0}, z W, z#0

Lem. Inversionen an Sphéren sind kugeltreu und konform.

Def. Eine Mo6bius-Transformation ist eine Verkettung von
Isometrien, zentrischen Streckungen und Inversionen an Sphéren.

Bem. Fiir n = 2, R? 2 C ist eine M&bius-Transformation eine

Abbildung z — ij_'g mit a, b, c,d € C, sodass dieser Ausdruck

definiert ist mit det (2 %) # 0.

Satz. Seien O,5 CR*", n>2und f:0 — O winkel- und
kugeltreu. Dann ist f Einschrankung einer Moébius-Transformation.

Kor. Fiir n > 3 gilt: Jeder konforme C3-Diffeomorphismus f ist
Einschriankung einer Mébius-Transformation.



Minimalflichen

Lem. Sei A € R™*" B cR"("=™) (= (A, B) € R"*". Wenn
jeder Spaltenvektor von B senkrecht auf allen anderen
Spaltenvektoren von C' steht und normiert ist, dann gilt

det(C) = y/det(AT A).

Def. Sei f: U — R stetig, dann heifit

JfdA = [f(u)-+/det(gu)du(u) Flicheninhalt.
C C

Prop. Der Flicheninhalt ist invariant unter Umparametrisierungen:
Sei X = X o0¢, ¢: U — U ein Diffeo, C C U kompakt, dann gilt

g\/ det(gu) dp(u) = (.2) v/ det(gu) dp(w).
¢

Def. Sei X : U — R™ immergierte C2-Fliche, C C U C R™ ein
Kompaktum mit nichtleerem Inneren, dessen Rand eine Nullmenge
ist. Dann ist eine Variation von X auf C' eine Abbildung

2
(e, &) x U S5 R, (z,u) = X*(u) mit
e X*:U — R™ C*-Immersion, ¢ X=X, & X°|;n¢c = X|pnc-
Notation. e A(s) = A(X*(C)) e §:= 2|0

Lem. Fiir € > 0 klein genug kann die Variation so umparametri-
siert werden, dass das Variationsvektorfeld normal an X ist, d. h.

&(u) = 6X°%(u) € Ny X  fiir alle u € U.

Def. Eine kompakte C2-Variation X® einer Immersion X heifit
normal, wenn §X? ein Normalenvektorfeld lings X ist.

Def. In dieser Situation schreiben wir mit der 2. FF I von X

RE U — R™ ™ s ((I(ej, ex),€))jk-

Lem. Sei A:R — GL,(R) C R™*™ diff'bar, dann
(det(A))" = det(A(t)) - spur(A~1(t) - A'(t)).

Satz (1. Variation). Es gilt 6.A(s) = — [ spur(g~'h%) dA.
C

Def. Eine Fliche X : U — R"™ heifit Minimalfliche, wenn fiir
jedes Kompaktum C' C U mit nichtleerem Inneren und Rand von
Maf3 Null und fiir jede normale Variation X°® von X auf C gilt:

SA(X?®|c) =0.
Satz. Eine Fliache X ist genau dann eine Minimalfliche, wenn
spur(g~1h*) =0

fiir jedes Normalenvektorfeld p an X.

Bem. Sei p ein Normalenvektorfeld an eine Hyperfliche X.

Dann gibt es eine Funktion f : U — R mit p = f - v, wobei v die
GauBabbildung von X ist. Dann ist h* = f - h und

g th* = f-g7t-h = f-w, wobei w die Weingartenabbildung ist.

Satz (1. Variation fiir HF). Ist X : U — R" eine HF und

X?®:U — R" eine normale Variation von X auf einem Kompaktum
C' C U mit nichtleerem Inneren und Rand vom Maf3 Null und

£ =6X" = frmit f: U — R, dann gilt

SA(X®| ) = %f(nq)H dA.

Satz. Eine Hyperfliche X : U — R" ist genau dann minimal, wenn

_ K1t tKp 1
H = P

_ spur(w) _
= spurw)

Satz. Fiir eine minimale immergierte HF X : U — R™ gilt: Um
jeden Punkt ug € U gibt es ein Kompaktum C' C U mit nicht leerem
Inneren, dessen Rand eine Nullmenge ist und welches ug € C°
erfiillt, sodass fiir jede immergiere HF X:U — R™ mit

X|no = Xl ¢ erfiillt gilt: A(X(C)) < AX(C)).

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn X eine Umparam. von X ist.

Flichen konstanter mittlerer Kriimmung

Situation. Sei X : U — R? immergierte C3-Hyperfliche und

Uo C U offen, sodass X|y, ein Homéomorphismus auf sein Bild ist.
Sei C' C Up ein Kompaktum mit glattem Rand, das Abschluss einer
offenen Menge C° ist. Sei auBBerdem D C R™ kompakt, sodass

X (C) C 8D. Wir nennen D Dose mit Deckel X(C) und Boden
8D \ X(C). Wir betrachten eine C2-Variation (—e,¢) x U — R™,
(s,u) = X°(u) auf C mit X° = X, sodass gilt:

o X?lpne=Xlpne ® Vs€(—¢e) : X%y, ist eine Einbettung
Dann ist X°®(C) Flidchenstiick einer Dose D®, wobei der Boden von
D? mit dem von D iibereinstimmt, d.h. 9D° \ X*(C) = 0D \ X(C).

Def. X° heifit Variation mit konstantem Volumen, wenn
Vol(D?®) = Vol(D) fiir alle s € (—¢,¢€).

Def. Die Hyperfliche X heiit minimal bei konstantem
Volumen, wenn fiir alle Variationen von X auf derartigen
Kompakta C' C U mit konstantem Volumen gilt: § A(X?|c) = 0.

Prop. Sei X° = X + 75v eine normale Variation von X auf C. Sei
V¢ = Vol(D?), dann gilt

§V*S = gafs dA = g:((SXs(u), v(u))y/det(gy) du.

Notation. C2(U,R) := {f : U — R|stetig mit supp f kompakt}

Def. Sei X : U — R" eine HF. Dann ist folgende Abbildung ein
Skalarprodukt, genannt L?-Skalarprodukt bzgl. dA:

CL(UR) x CL(U,R) = R, (f1,f2) = [f1-fodA=:{f1, f2)12
C

Notation. e §V° := [(X° v)y/det(gu)du = (f, 1)1, f = (X°,v)

C

o 5A° = 5(AX®(C))) = —gf <(n—=1)- HdA = —(f, (n—1)H) 1

Lem. Sei f: U — R eine C?-Abbildung mit supp(f) C C. Wenn
JfdA =0, dann gibt es eine normale Variation X° = X + 7,v mit
C

konstantem Volumen, sodass f = d7s = (6 X°,v).

Prop. Es sind dquivalent:
e Es gilt 6.4° = 0 fiir jede normale Variation X® von X auf C' mit
konstantem Volumen.

e Es gibt A € R, genannt Lagrange-Multiplikator, sodass
0(A° + Av®) = 0 fiir alle normalen Variationen.

Def. Eine Fliche heiit CMC-Fliche (constant mean curvature),
wenn die mittlere Kriimmung H konstant ist.

Satz. Sei X : U — R™ eine C3-Hyperfliche mit U @ R*~!
zusammenhingend, dann sind dquivalent:

e X ist minimal bei konst. Volumen. e X ist eine CMC-Fliche.

Minimalflichen im R?

Situation. Sei U @ C, F : U — C eine C'-Funktion. Identifiziere
C = R? mittels (¢) — a + ib.

Def. F heifit in 290 holomorph (komplex diff’bar), wenn

’ — 5im EG)—F(z0)
F (ZO) - zli{l.,zlo Z2—20

existiert.

Notation (Wirtinger). e 0,F = %(alF — 102 F)
o 9zF = (01 F +i0:F)

Lem. Die Funktion F ist genau dann holomorph, wenn 9z F = 0. In
diesem Fall gilt: F/ = 3, F.

Notation. AF = 0101 F + 0202 F
Lem. Sei F': U — C eine C2-Funktion, dann gilt
0,0:F = iAF = i(8131F+8282F).

Def. Folgende Abbildung ist symmetrisch und iiber C bilinear:

<_7_> :C"xC" — (Cz (z’ ’LU) g <Z’ ’LU> = i ZjWj
j=1

Bem. Die Abbildung ist nicht positiv definit, nicht hermitesch und
damit auch kein Skalarprodukt.

Def. Ein Vektor z € C™ heifit isotrop, wenn (z, z) = 0.

Lem. Sei z =z + iy € C" mit z,y € R™. Dann gilt:

zisotrop <= |lz|][=|ly/lund z Ly

Def. Eine C?-HF X : U — R? heift konform parametrisiert,
wenn es eine C1-Funktion A : U — R0, genannt konformer
Faktor, gibt, sodass g = )\212, wobei g die 1. FF von X ist.

Bem. Durch Umparametrisierung kann jede hinreichend reguldre
Hyperfliche konform parametrisiert werden.



Lem. Sei X : U — R3 C C3 eine C2-Hyperfliche. Dann gilt

X ist konform parametrisiert (0:X,0.X)=0.

Dann gilt A = 1/2(9.X,0.X).

Lem. Sei X : U — R3 C C3 eine konform param. C2-HF. Dann:
AX =2)2Hv.

—

Lem. Sei X : U — R3 eine Hyperfliche. Dann sind &quivalent:
e X ist eine konform parametrisierte Minimalfldche.
e 8,X : U — C2\ {0} ist holomorph und isotrop, also

0z(0:X)=0 und (0.X,0.X)=0.

Def. Sei U @ C und f : U — C holomorph. Eine holomorphe Fkt.
F : U — C heifit Stammfunktion (STF) von f, wenn F’ = f.

Bem. Sei U zusammenhingend und F1, Fs : U — C zwei STFn von
f, dann ist F; — Fy = const.

Def. Sei f = (f1,...,fn): U — C". Eine holomorphe Funktion
F = (Fi,...,Fp) : U — C" heiit Stammfunktion von f, wenn
FJ/ =fjfirj=1,...,n

Notation. Wir schreiben [ f fiir eine STF von f.

Lem. Sei X : U — R3 eine konform parametrisierte HF, dann:

X — 2R (f9.X) = const.

Bem. Sei X : U — R3 konform parametrisierte Minimalfliche, dann
gilt X = 2R (8.X) bis auf Translation.

Satz. Es gibt (bis auf Translation) eine eindeutige Beziehung
zwischen der Menge der konform parametrisierten Hyperflichen
X :U — R3 ¢ €2 und der Menge der holomorph isotropen
Abbildungen Y — C3\ {0} gegeben durch (bis auf Translation)

Y =20.X, X=R[Y

Def. Sei X : U — R3 C C? eine konform parametrisierte minimale
C%2-HF und Y = 28, X : U — C3\ {0} (isotrop, holomorph).
Sei © € R, dann ist auch

Yo :U — C3\ {0}, uws exp(i®)Y (u)

holomorph und isotrop. Wir erhalten dann eine 27-periodische Schar
von Minimalflichen durch

Xo =R([Yo) = R(exp(i®) [Y) : U - R3,0 € R.

Lem. Jede Hyperfliche X¢g fiir © € R in der assoziierten Familie
von X ist isometrisch zu X, d.h. go = g.

Beob. Xgir =—Xo
Def. Sei X : U — R? eine konform param. Minimalfliche, dann ist
X* =Xz =R([Y)=-S(fY)
2

die zu X konjugierte Minimalfliche.

Beob. Es gilt Xg = cos(0©)X + sin(0)X™.

Satz (Weierstraf3-Darstellung). Eine konform param. minimale
C2-HF X : U — R3 hat (bis auf Translation) die Gestalt

X=R([Y) mit Y="h-(5(2-9),5(+9)1),

wobei h : U — C holomorph und g : U — C meromorph sind, sodass
die Komponenten von Y keine gemeinsamen Nullstellen haben und
keine Singularitdten haben.

Beob. Ist X durch g und h gegeben, dann ist die assoziierte Familie
Xo durch hg = exp(i®)h und go = g definiert.

Satz. Sei U © C zusammenhiingend, X : U — R® eine konform
param. C2-HF, die durch h und g gegeben ist. Dann gilt v = ®og
fiir die Gauflabb. v von X mit der stereographischen Projektion

O:C—S?CR3=CxR, z+ 2z, 122 +1).

1
[EEE=t

Kor. Sei X eine zusammenhéngende konform param. minimale
C2-HF im R® mit GauBabb. v, dann gilt fiir die GauBabbildung ve
der assoziierten Familie X¢g

v = V.
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