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Dies ist eine iibersetzte Zusammenfassung des Buches ,, Commutative
Algebra“ von M. F. Atiyah und I. G. MacDonald. Sie entstand im
Rahmen der gleichnamigen Vorlesung von Herr Prof. Dr. Marc
Nieper-Wilkirchen an der Universitit Augsburg im WS 15/16.

Ringe und Ideale

Def. Ein Ring ist ein Tupel (A, +,-,0,1) mit einer Menge A,
Operationen +,-: A X A — A und Elementen 0,1 € A, sodass
e (A,+,0) eine abelsche Gruppe ist,

e (A,-,1) ein Monoid ist und

e die Multiplikation distributiv iiber die Addition ist, d. h.
z(y+z)=ay+axz und (y+2)z=yx+z2z Vz,yz€c A
Bspe. ¢ Z, e Klzi,...

,Tn], ® Nullring: der Ring mit 0 =1

Def. Sei (A, +,-) ein Ring. Eine Teilmenge B C A heifit
Unterring, falls 0,1 € B und B unter + und - abgeschlossen ist.

Bspe. ¢ ZCQ, o K C K[X]

Def. Ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B ist eine Abbildung,
welche sowohl ein Gruppenhomomor. (A, +4,04) — (B,+p5,0p) als
auch ein Monoidhomomorphismus (A,-4,14) — (B, B, 1p) ist.

Bem. Ringe und Ringhomomorphismen bilden eine Kategorie Ring.

Lem. Ein Ringhomomorphismus ist genau dann ein Isomorphismus
(in dieser Kategorie), wenn er bijektiv ist.

Konvention. Seien im Folgenden A und B Ringe und ¢ : A — B
ein Ringhomomorphismus.

Ideale und Quotientenringe
Def. Eine Teilmenge a C A heit (beidseitiges) Ideal von A, falls

e a C A eine Untergruppe ist und
e fiir alle a € A und = € a gilt: az,za € a.

Lem. Der Schnitt von (beliebig vielen) Idealen ist selbst ein Ideal.

Def. Sei M C A eine Teilmenge. Das von M erzeugte Ideal ist
der Schnitt aller Ideale von A, die M umfassen.

Bem. Falls A kommutativ ist, so gilt
von M erzeugtes Ideal = {3°7_ Apxi |n € N, Ay € A,z € M}
Notation. (z1,..

.,xn) C Aist das von {z1,...,zn} erzeugte Ideal.

Bem. e Das Nullideal (0) ist das kleinste Ideal, denn (0) = {0}.
e Das Einsideal (1) ist das grofte Ideal, denn (1) = A.

Prop. e Sei b C B ein Ideal. Dann ist auch ¢~ 1(b) C A ein Ideal.
e Sei A’ C A ein Unterring. Dann ist auch ¢(A’) C B ein Unterring.

Def. Das Ideal ker ¢ := ¢~ 1((0)) heifit Kern von ¢.
Bem. ¢ ist injektiv <= ker¢ =0

Prop. Sei ¢ : A — B surjektiv, a C A ein Ideal. Dann ist auch das
Bild ¢(A) C B ein Ideal.

Prop. Seia C A ein Ideal. Dann gibt es einen Ring A/a und einen

Ringhomomor. 7 : A — A/a mit folgender universeller Eigenschaft:
Fiir jeden Ring B und Ringhomomor. ¢ : A — B mit a C ker
gibt es genau einen Ringhomomor. ¢ : A/a — B mit ¢ = o 7.

Konstr. Sei durch  ~y :<= z —y € a eine Aq’relation ~ auf A
definiert. Setze A/a := A/~ und 7(z) := [z]. Die Addition und
Multiplikation auf A ind. die Addition bzw. Multiplikation auf A/a.

Def. A/a heifit Quotientenring von A nach a.

Notation. Man lisst hiufig die Aquivalenzklammern weg, man
schreibt also ,,z = y in A/a“ anstatt ,[z] = [y]“.

Prop. Sei a C A ein Ideal. Folgende Korresp. ist bij. und monoton:
{Ideale bC AmitbDa} <+ {IdealecC A/a}
b — w(b)
7)) « o«

Prop (Homomorphiesatz). Sei ¢ : A — B ein Ringhomomor.
Dann ist ¢ : A/ ker(¢) — im(¢), [z] — ¢(x) ein Ringisomorphismus.

Nullteiler, nilpotente Elemente und Einheiten
Im Folgenden seien alle Ringe kommutativ, d.h. zy = yz f. a. z,y.

Def. Sei A ein kommutativer Ring. Ein Element x € A heifit

e regulir, fallsVye A : 2y=0 = y=0.

e Nullteiler, falls es nicht regulér ist, d.h. wenn ein y € A\ {0}
mit xy = 0 existiert.

Def. Ein Ring A heifit Integritéitsbereich, wenn 0 € A der einzige
Nullteiler in A ist.

Achtung. Die Null im Nullring ist regulér!

Bem. Ein Ring A ist genau dann ein Integritédtsbereich, wenn

0#1in A und Ve,yc€ :zy=0 —= z=0VvVy=0.

Beob. Sei ¢ : A — B ein injektiver Ringhomomorphismus. Ist B ein
Integritétsbereich, so auch A.

Def. Ein Ideal a C A heifit Hauptideal, falls a = (a) fiir ein a € A.
Ein Hauptidealring ist ein Ring, dessen Ideale alle Hauptideale
sind. Er heift Hauptidealbereich (HIB), falls er zusétzlich ein
Integritétsbereich ist.

Bspe. o Z, e K|z]
Gegenbsp. o Klz1,...,xn] fir n >2

Def. Ein Element x € A heifit nilpotent, falls 3n >0 : " = 0.

Beob. Ist A ein Integrititsbereich, so ist 0 € A das einzige
nilpotente Element in A.

Def. Sei A ein Ring, nicht notwendigerweise kommutativ.

Ein Element « € A heifit Einheit, falls ein y € A mit zy =yz =1
existiert. A* := { Einheiten in A } heifft Einheitengruppe.

Der Ring A heifit Schiefkdrper, falls 0 die einzige Nicht-Einheit ist.
Falls zusitzlich A kommutativ ist, so heifit A ein Korper.

Beob. e z € A ist eine Einheit <= (z) = (1) <= A/(z) =0
e Einheiten sind regulér.

Prop. Sei A ein kommutativer Ring. Dann sind dquivalent:

e A ist ein Kérper.

e A besitzt genau zwei Ideale (nédmlich (0) und (1)).

e FEin Ringhomomorphismus A — B ist genau dann injektiv,
wenn B nicht der Nullring ist.

Primideale und maximale Ideale

Def. e Ein Ideal p C A heifit Primideal, falls 1 ¢ p und
Va,be A:abep = acpVvbeny.

e Ein Ideal m C A heifit maximal, falls fiir jedes Ideal p Ca C A
entweder p = a oder a = A (nicht beides!) gilt.

Bspe. e Jedes Ideal in Z hat die Form (m) mit m € N. Das Ideal
(m) ist genau dann prim, wenn m = 0 oder m eine Primzahl ist.

e Sei f € K[z1,...,2Zxn] ein irred. Polynom. Dann ist (f) prim.

Lem. p C A ist prim

m C A ist maximal

<=  A/p ist ein Integritéitsbereich
<= A/mist ein Kérper

Kor. Maximale Ideale sind prim.

Prop. Sei a C A ein Ideal. Folgende Korresp. ist bij. und monoton:
{ Primideale p C Amitp Da} < { Primideale qC A/a}
I
(@) <+ g
Genauso bekommt man eine bijektive, monotone Korrespondenz
{ max. Ideale m C AmitmDa} <+ { max. IdealenC A/a}

Prop. Ein Ring besitzt genau dann ein maximales Ideal, wenn er
nicht der Nullring ist.

Kor. e Sei a C A ein Ideal. Dann gibt es genau dann ein
maximales Ideal p C A mit p D a, wenn a # (1).

e Ein Element z € A liegt genau dann in einem maximalen Ideal
von A, wenn z keine Einheit ist.

Def. Ein lokaler Ring ist ein komm. Ring A mit genau einem max.
Ideal m. Der Kérper F := A/m heifit Restklassenkérper von A.

Notation. Man schreibt ,,Sei (A, m, F) ein lokaler Ring.“

Def. Ein halblokaler Ring ist ein kommutativer Ring mit nur
endlich vielen maximalen Idealen.

Lem. Sei m C A ein Ideal. Dann gilt:
(A,m) ist ein lokaler Ring <= A\m = A*.

Prop. Sei m C A ein maximales Ideal, sodass 1 4 « fiir alle z € m
eine Einheit ist. Dann ist A\ m = A*, also (4, m) ein lokaler Ring.
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Dimension, Tiefe und H6he

Def. Sei A ein komm. Ring. Eine Primidealkette der Linge n
in A ist eine Kette po € p1 € ... C pp, von Primidealen in A.

Def. Die Dimension dim A € {00} UN eines komm. Ringes A ist
das Supremum iiber die Liangen aller Primidealketten in A.

Bspe. ¢ dimA >0 <= A#0 e dimK =0 e dimZ=1

Def. Sei A ein kommutativer Ring und p C A ein Primideal.

e Die Hohe htp von p ist das Supremum der Liangen von
Primidealketten der Form po C p1 C ... C pr = p.

e Die Tiefe depthp von p ist das Supremum der Léngen von
Primidealketten der Form p =po C p1 € ... C pr.

Bemn. e htp+ depthp < dim A
e Esgilt htp =dimA, und depthp =dimA/p.

Das Nil- und das Jacobsonsche Ideal

Lem/Def. Die Menge n := { nilpotente Elemente } C A ist ein
Ideal, das sogenannte Nilradikal.

Bem. Der Ring A/n hat aufer 0 keine nilpotenten Elemente.

Prop. Das Nilradikal eines kommutativen Ringes ist der Schnitt
aller seiner Primideale.

Def. Das Jacobsonsche Ideal j C A ist der Schnitt aller
maximalen Ideale von A.

Prop. Ein Element x € A liegt genau dann im Jacobsonschen
Ideal j, wenn 1 — zy fiir alle y € A eine Einheit ist.

Operationen mit Idealen
Def. Die Summe von Idealen (a;);cr von A ist das Ideal

Dierti =

Bem. Zielai ist das kleinste Ideal, das alle a; umfasst.

{ZZ:lxklk eN,z, € aik,ik (S ]}.

Beob. (z1)+ ...+ (zn) = (21,...,Zn)

Bem. Ideale eines Ringes A bilden mit Schnitt und Summe einen
vollstdndigen Verband beziiglich der Inklusionsordnung.

Def. Das Produkt zweier Ideale a,b C A ist

ab := von {ab|a € a,b € b} erzeugtes Ideal.

Beob. e abCanb, e (z1):... (zn)=(21-... Tn)

Bsp. In A = Z gilt fiir m,n € N

e (m)+ (n) = (m,n) = (ggT(m,n)), e (m)N(n)=(kgV(m,n)).
Beob. e Summe, Schnitt und Produkt von Idealen sind assoziativ.

e Summe und Schnitt sind kommutativ. Das Produkt von Idealen
ist kommutativ, wenn der Ring kommutativ ist.

e Distributivgesetz: a(b+ c¢) = ab+ ac

e Modularitatsgesetz: Ist a O b oder a O ¢, so folgt

an(b+c¢)=(anb)+ (anc).
Def. Zwei Ideale a,b C A heiflen koprim, falls a + b = (1).
Bsp. In A =Zgilt: (m), (n) sind koprim <= ggT(m,n) =1

Prop. Seien ay,...a, C A paarweise koprime Ideale. Dann gilt

Nieqias = [T-qa.

Def. Das direkte Produkt einer Familie (A;);cs von Ringen ist
der Ring [[;c;A: = {(ai € A;)icr} mit kmpnntnwsr Verkniipfung.

Bem. Das direkte Produkt ist das kategorienth. Produkt in Ring.

Prop. Seien aj,...a, C A Ideale. Dann ist
¢ A— T (Afay),

genau dann surjektiv, wenn die Ideale a; paarweise koprim sind.

n
Bem. Der Ringhomomor. ¢ ist genau dann injektiv, wenn () a; = 0.

i=1
Prop. Seien P1,...,Pn C A Primideale und a C A ein Ideal.

Gilt a C U pi, so gibt es ein j € {1,.

=1

..,n} mit a C p;.

Prop. Seien aj,...,a, C A Ideale und p C A ein Primideal.
n

Gilt p D ) a4, so gibt es ein j € {1,...

i=1

,n} mit p D aj.

Def. Seien a,b C A zwei Ideale. Der Idealquotient von a nach b
ist das Ideal (a:b) :={z € A|zb C a}.

Notation. e (z:b):= ((z):b), e (a:y):=(a:(y))
Def. Der Annulator eines Ideals b C A ist ann(b) := (0 : b).
Lem. e aC(a:b) e (a:0)bCa e ((a:b):c)=(a:bc)
e (MNai:b)=(a;:b) o (a:> b)=[)(a:bs)

i€l i€l i€l i€l

Def. Das Wurzelideal eines Ideals a C A ist das Ideal

Va={zre€A|IneN: 2" €a}.

Bem. Das Nilradikal ist 1/(0), das Wurzelideal des Nullideals.
Es gilt va=7"1(1/(0)) mit 7: A — A/a, = [z].

Lem. ¢ VaDa e Var =+afirn>1 e va=(1) < a=(1)
om=\/a e Vab=vVanb=vanvb e Vatb=1/va+vb

Def. Ein Ideal a C A heifit Wurzelideal, falls a = v/a.

Prop. Das Wurzelideal von v/a ist der Schnitt aller Primideale
von A, die a enthalten.

Prop. { Nullteiler von A } = J+/ann(z)

zc A\{0}

Lem. va und vb koprim = a und b koprim

Erweiterungen und Kontraktionen von Idealen

Def. Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus komm. Ringe.
Die Kontraktion von b C B (bzgl. ¢) ist das Ideal AN b = ¢~ 1(b).

Bem. Es wird also ¢ in der Notation unterdriickt. Falls ¢ die
Inklusion eines Unterrings ist, so ist A N b wortlich zu verstehen.

Beob. ANb =ker(4A — B — B/b)
Lem. Ist ¢ C B ein Primideal, so auch Angq C A.
Achtung. Die Kontraktion max. Ideale ist i. A. nicht maximal!

Def. Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus komm. Ringe.
Die Erweiterung von a C A (bzgl. ¢) ist das Ideal Ba :=
das von ¢(a) erzeugte Ideal.

(¢(a)),

Bem. Ist ¢ die Inklusion eines Unterrings, so ist Ba tatsichlich die
Menge der B-Linearkombinationen von Elementen in a.

Bem. Die Erweiterung eines Primideals ist i. A. nicht mehr prim.

Prop. Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus komm. Ringe.
Die Erweiterung und Kontraktion von Idealen (bzgl. ¢) bilden eine
Galois- Verbindung, d. h. fiir Ideale a C A und b C B gilt

BaCb < aCANG.
Aquivalent dazu sind Erw. und Kontraktion monoton und es gelten
aCAN(Ba) und b2 B(ANbH).
Auflerdem folgt aus den Eigenschaften einer Galois-Verbindung, dass
B(AN(Ba)) und ANnb=AN(B(ANH)).

Damit induzieren Erweiterung und Kontraktion eine bijektive
ordnungserhaltende Korrespondenz zwischen den kontrahierten
Idealen von A und den erweiterten Idealen von B.

Ba =

Lem. Fiir Ideale a,a1,a2 C A und b,by,b2 C B gilt

e B\vaCVBa e ANVb=+vVAND
.B(01+02)—B01+Bu2 .Aﬂ(bl+b2)2Aﬁb1+AﬂbQ
e B(ai; Naz) C Baj N Bag e AN(b1Nb2)=(ANb1)N(ANb2)
e B(ajaz) = (Bay)(Baz) ° N (b1b2) 2 (ANb1)(ANb2)

. (a1 ) - (BCI1 : Bag) . ( : [72) - (Aﬂ b1: AN bz)



Moduln

Def. Sei A ein Ring. Ein A-(Links-)Modul ist eine abelsche
Gruppe (M, +,0) zusammen mit einer Abb. - : A x M — M, sodass

e die Multiplikation eine Operation von (A, -,1) auf M ist, d.h.
(ab)x = a(bx) und 1 -z = x fiir alle a,b € A und =z € M.

e die Multiplikation distributiv iiber die Addition ist, d. h.
a(z+y)=arx+ayund (a+b)z=azx+bzrfa abEA z,ye M.

Achtung. Es heifit der Modul, nicht das Modul!

Bspe. e Der Ring A ist selbst ein A-Modul.

o Jedes Ideal a C A ist (durch Einschr. der Multiplik.) ein A-Modul.
e Ein K-Modul (K ein Kérper) ist dasselbe wie ein K-VR.

e Ein Z-Modul ist dasselbe wie eine abelsche Gruppe.
.

Ein K|[z]-Modul ist dasselbe wie ein K-Vektorraum V zusammen
mit einem Endomorphismus V' — V.

e Sei G eine endliche Gruppe und
A=K[Gl={> ag-g|lg€G,aq € K}
geG

die Gruppenalgebra von G iiber K. Ein A-Modul ist dasselbe
wie ein K-VR V mit einer linearen Darstellung G — End g (V).

Def. Ein A-Modulhomomorphismus ist eine Abbildung ¢ : M — N
zwischen A-Moduln M und N, welche ein Gruppenhomomorphismus
(M, +n,0n01) = (N, +n,0n) und vertriglich mit der Wirkung des

mult. Monoids von M u. N ist, d.h. Va€ A,z e M : ¢(az) = ap(z).

Bem. A-Moduln und A-Modulhomomor. bilden eine Kat. A-Mod.

Lem. Ein A-Modulhomomorphismus ist genau dann ein
Isomorphismus (in dieser Kategorie), wenn er bijektiv ist.

Def. Sei M ein A-Modul. Eine Teilmenge M’ C M heifit
Untermodul von M, falls
e M’ eine Untergruppe von (M, +,0) ist und

e M’ abgeschlossen unter Multiplikation mit Elementen aus A ist,
d.h. ax € M’ fiir allea € A und = € M’.

Bsp. Sei A kommutativ. Eine Teilmenge a C A ist genau dann ein
Ideal von A, wenn a ein Untermodul von A ist.

Def. Sei ¢ : M — N eine A-Modulhomomorphismus.
Der Kern v. ¢ ist der Untermodul ker ¢ := {x € M | ¢(z) =0} C M.
Das Bild von ¢ ist der Untermodul im ¢ := ¢(M) C N.

Prop. Sei M ein A-Modul und M’ C M ein Untermodul. Dann gibt
es ein A-Modul M/M’ und einen Ringhomomor. m: M — M/M’

mit folgender universeller Eigenschaft:
Fiir jeden A-Modul N und A-Modulhomomor. ¥ : M — N mit

M’ C ker) gibt es genau einen A-Modulhomomor. v : M/M’ —
N mit ¢ =y om.

Konstr. M/M' .= M/~ mit z~y <= z—ye M’

Def. Der Modul M/M’ heift Quotientenmodul von M nach M.

Prop. Sei M ein A-Modul und M’ C M ein Untermodul.
Folgende Korrespondenz ist bijektiv und monoton:

{ Untermoduln M’ C NC M} < { Untermoduln N C M/M’ }
N oo )
7 Y(N) <« N
Def. Der Kokern eines A-Modulhomomorphismus ¢ : M — N ist
coker ¢ := N/im(¢).
Bem. e ¢ injektiv <= ker¢ =0 e ¢ surjektiv <= coker¢ =0

Prop (Homomorphiesatz). Sei ¢ : M — N ein A-Modulhomom.
Dann ist ¢ : M/ ker(¢) — im(¢), [z] — ¢(z) ein A-Modulisomor.

Def. Sei M ein A-Modul. Die Summe einer Familie (M;);c; von
Untermoduln von M ist

ZieIMi = {Zielxi | x; € Mz}

(Dabei ist Y x; endlich, d. h. z; = 0 fiir alle bis auf endl. viele ¢ € I.)
i€l

Prop. Sei (M;);es eine Familie von Untermoduln von M. Dann ist
auch der Schnitt (;c;M; ein Untermodul von M.

Bem. Untermoduln eines Moduls M bilden mit Schnitt und Summe
einen vollstdndigen Verband beziiglich der Inklusionsordnung.

Prop (Isomorphiesitze). Sei A ein Ring.

1. Sei M ein A-Modul und M, Ms C M zwei Untermoduln.
Dann existiert ein kanonischer A-Modulisomorphismus

(M1 + MQ)/Ml = MQ/(Ml N MQ).

2. Sei L ein A-Modul und N C M C L Untermoduln. Dann existiert
ein kanonischer A-Modulisomorphismus

(L/N)/(M/N) = L/M.

Def. Sei A kommutativ, M ein A-Modul und a C A ein Ideal.
Das Produkt von a und M ist aM = {az|a € a,z € M}.

Notation. aM = (a)M = {ax |z € M} fira € A

Def. Sei A komm. und N, P Untermoduln eines A-Moduls M. Das
Ideal (N:P) :={a€A|aP C N}CA heifit Quotient von N nach P.

Def. Das Ideal ann M := (0 : M) heiit Annulator von M.

Bem. Ist a C A ein Ideal mit a C ann M, so kénnen wir M auch als
A/a-Modul auffassen.

Def. Der A-Modul M heifit treu, falls ann M = 0.

Lem. Sei A kommutativ, N, P C M Untermoduln. Dann gilt
e ann(N + P) =ann(N)Nann(P) e (N:P)=ann((N + P)/N)

Def. Sei M ein A-Modul, X C M eine Teilmenge.
Der von X erzeugte Untermodul ist

L(X):= > Az= > {axz|la€ A} ={ > daz|Xs € A}.
reX reX reX

Def. Eine Teilmenge X C M heifit Erzeugendensystem, falls
L(X) = M. Ein A-Modul M heifit endlich erzeugt, falls ein
endliches Erzeugendensystem von M existiert.

Bem. Ein A-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn ein
n € N und ein surj. A-Modulhomomorphismus ¢ : A™ — M existiert.

Def. Das direkte Produkt einer Familie (M;);cr von A-Moduln
ist das A-Modul [];c;M; == {(z; € M;);cr} mit kmpnntnwsr Verkn.

Bem. Das direkte Produkt ist das kategorienth. Produkt in A-Mod.
Def. Die direkte Summe einer Familie (M;);c; von A-Moduln ist
P Mi == {(z: € My)ier | x; = 0 fiir alle bis auf endl. viele i € I}

iel c H»L'GIMi'

Bem. Die dir. Summe ist das kategorienth. Koprodukt in A-Mod.
Ist I endlich, so gilt @ieIMi = [Lier Mi-

Bsp (Direkte Summenzerl.). Sei A =[], A; ein endliches direktes
Produkt komm. Ringe. Dann gilt A >~ a1 @ ... ® a, als A-Modul mit

a; == {(x;)j=1 |x; = 0 fiir j # i}.

Endlich erzeugte Moduln
Def. Ein A-Modul M heif3t frei, falls eine Menge I existiert, sodass
M = @ M; als A-Modul.

i€l

Bem. Ein endlicher freier Modul ist ein Modul, der zu
A" =A@ ... A fiir ein n € N isomorph ist.

Prop. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M ist genau dann endl. erzeugt,
wenn M der Quotient eines A-Moduls der Form A" fiir ein n € N ist.

Prop. Sei A ein komm. Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und
a C A ein Ideal. Sei ¢ € End 4 (M) mit im ¢ C aM. Dann erfiillt ¢
eine Gleichung der Form ¢" + alqﬁ”*l +...+ap =0 mit a; € a.

Kor. Seia C A ein Ideal und M ein A-Modul mit aM = M.
Dann existiert ein £ € A mit x = 1 modulo a und zM = 0.

Lem (Nakayama). Sei a ein Ideal von A, welches im Jacobsonschen
Radikal j von A enthalten ist. Dann folgt aus aM = M schon M = 0.

Kor. Sei N C M ein Untermodul und a C A ein Ideal, welches im
Jacobsonschen Ideal j enthalten ist. Dann folgt aus M = aM + N
schon M = N.

Def. Sei (A, m, F') ein lokaler Ring. Sei M ein endlich erz. A-Modul.
Setze M (m) := M/mM. Wegen m C ann(M (m)) ist M (m) in natiirl.
Art ein (endlich-dim.) F-Vektorraum, die spezielle Faser von M.
Das Bild eines Elements € M in M (m) wird Wert des Schnittes
z in der speziellen Faser genannt.

Prop. Sei (A, m, F) ein lokaler Ring, M ein endlich erz. A-Modul.
Seien z1,...,zn Schnitte von M, deren Werte in M (m) eine Basis
bilden. Dann erzeugen z1, ..., 2z, den A-Modul M.



Exakte Sequenzen

Def. Sei A ein Ring. Die Sequenz von A-Moduln
) i1 gl )
N VLA AN VU RCANG VoS o SN

heiBt exakt bei M?, falls im ¢'~! = ker ¢*. _
Die Sequenz heifit exakt, falls sie exakt bei jedem M* ist.

Bsp. Sei ¢ : M — N ein A-Modulhomomorphismus. Dann gilt

0—>Mi>Nist exakt
<= Mi>N~>Oist exakt

¢ ist injektiv <

¢ ist surjektiv

Def. Eine kurze exakte Sequenz k.e.S. von A-Moduln ist eine
exakte Sequenz der Form 0 - M’ — M — M" — 0.

Bem. Jede lange exakte Sequenz ... — MY M M
zerfillt in kurze exakte Sequenzen: Mit N =im ¢i_1 = ker ¢i haben
wir kurze exakte Sequenzen 0 — N* — M* — N*T1 - 0.
Andersherum kann man solche kurzen exakten Sequenzen zu einer
langen exakten Sequenz zusammenkleben.

Lem. Sei A ein kommutativer Ring.

e Eine Sequenz E : M’ LM P M S0 st genau dann exakt,

wenn fiir alle A-Moduln N folgende induzierte Sequenz exakt ist:

Hom(E, N) : 0 — Hom(M", N) = Hom(M, N) 2= Hom(M’, N).

e Eine Sequenz F': 0 — N’ Ly N 2 N st genau dann exakt,
wenn fiir alle A-Moduln M folgende induzierte Sequenz exakt ist:

Px

Hom(M, F) : 0 — Hom(M, N') — Hom(M, N) BN Hom(M, N").

Lem (Schlangenlemma). Sei A ein Ring. Sei folgendes komm.
Diagramm von A-Moduln mit exakten Zeilen gegeben:

M’ M M 0
i¢/ ld) l«(ﬁ,/
0 N’ N N"

Dann gibt es einen Verbindungshomomorphismus
J : ker " — coker ¢’, mit dem folgende Sequenz exakt ist:

ker ¢’ — ker ¢ — ker ¢’ i) coker ¢/ — coker ¢ — coker ¢”’.

Def. Sei A ein Ring und € eine Klasse von A-Moduln.

Eine Abb. A : € — G in eine ab. Gruppe heifit additive Funktion,
falls fiir alle kurzen exakten Seq. 0 — C/ — C — C” — 0 von
Moduln aus € gilt, dass A(C) = A(C") + A(C").

Bsp. Sei K ein Korper und ¢ die Klasse der endlich-dim. VR
iiber K. Dann ist dim : € — Z eine additive Funktion.

Prop. Sei A ein Ring, € eine Klasse von A-Moduln und A : € = G
eine additive Funktion. Sei

(0] n—1
0 MO M o Mt 0

eine exakte Sequenz von Moduln in €, sodass auch die Kerne der ¢
in € liegen. Dann gilt > 7 ((—1)*A(M*) = 0.

Tensorprodukt

Def. Seien M, N und P drei A-Moduln. Eine Abb. 8: M x N — P
heift A-bilinear, falls fiir alle x € M die Abbildung S(z,—) und fiir
alle y € N die Abbildung B(—,y) ein A-Modulhomomorphismus ist.

Bsp. Die Multiplikation - : A x A — A ist A-bilinear.

Prop. Seien M und N zwei A-Moduln. Dann existiert ein A-Modul
M ®4 N und eine bilineare Abbildung v: M X N — M ® 4 N mit

folgender universellen Eigenschaft:
Fiir jeden A-Modul P und fiir jede bilineare Abbildung 3

M x N — P gibt es genau einen A-Modulhomomorphismus
B:M®aN— Pmit B=pF07.

Def. M ®4 N heifit Tensorprodukt von M und N iiber A.

Konstr. e Sei C der freie A-Modul Al mit I := M x N. Elemente
von C haben die Form > 7" | \j(z;,y;) mit \;€A, x; €M, y; EN.

e Sei D C C der von allen Elementen der Form

((133, y) - a(m7 y)7

(1‘, ay) - a(m7 y)

(z+2',y) = (z,9) — (@",y),
(x,y + y/) - (Z‘,y) - (xzy/)v

mit z,2’ € M, y,y’ € N und a € A erzeugte Untermodul.
e Setze M ®4 N :=C/D.

Notation. z ® y := v(z,y)

Bem. Jedes Element in M ® 4 N lasst sich als Z?:la:i ® y; mit
x; € M, y; € N schreiben. In M ® 4 N gelten folgende Rechenregeln:

z® (ay) = a(z®@y) = (ax) @y
(z+2)Qw+y)=rRy+r’ @yt+tzey +2 Yy

Lem. Tensorieren ist ein Bifunktor ®4 : (A-Mod)? — A-Mod.

Lem. Sei A ein komm. Ring, M und N zwei A-Moduln, z; € M
und y; € N mit Y7 @; ® y; =0in M ® 4 N. Dann gibt es endlich
erzeugte Untermoduln Mo C M und No C N mit z1,...,zn € Mo,
Yi,--->yn € Nound >0 12 ®y; =01in Mo ®4 No

Def. Sei A ein komm. Ring, My,..., M, und P A-Moduln.
Eine Abbildung p: M1 X ... X M, — P heifit A-multilinear, falls
sie linear in jedem Argument ist.

Prop. Sei A ein komm. Ring, My,..., M; A-Moduln. Es existiert

ein A-Modul M7 ®4 ... ®4 M, und eine multilineare Abbildung

y:iMy X ... X Mp— M ®4 ... 24 M, mit der univ. Eigenschaft
Fiir jeden A-Modul P und fiir jede multilineare Abbildung p :
M;i X ...x M, — P gibt es genau einen A-Modulhomomorphismus
H:M1®A...®AMTHPmit,u:ﬁo'y.

Konstr. M1 ®a ...Q04 My =M1 ®4 (M2®4 (...®4 My))

Prop. Sei A ein komm. Ring und M, N und P drei A-Moduln. Es
existieren kanonische Isomorphismen
M(X)A]\/g]\f(@‘AM7 (M@AN)(X)AP%’M@A(N@AP),
(MeN)®AaP=(M@sP)®(N®aP), ARsaM==M.

Def. Seien A und B zwei komm. Ringe. Ein (A, B)-Bimodul ist
eine abelsche Gruppe, welche sowohl ein A- als auch ein B-Modul
ist, sodass die Modulstrukturen miteinander vertriglich sind, d. h.
fiir allea € A, b€ B und z € N gilt a(bx) = b(ax).

Lem. Sei M ein A-Modul, P ein B-Modul und N ein (A, B)-Bi-
modul. Dann gibt es einen kanon. Isomorphismus abelscher Gruppen

(M®AN)®BP%M®A(N®BP).
Def. Sei ¢ : A — B ein Morphismus kommutativer Ringe.

e Die Skalareinschrinkung eines B-Moduls N (vermége ¢) ist
der A-Modul N4, der als Menge und ab. Gruppe N ist und
dessen Skalarmult. durch a -z := ¢(a) - = definiert ist.

e Die Skalarerweiterung eines A-Moduls M (vermdge ¢) ist der
B-Modul Mg = BA ®4 M mit der Skalarmultiplikation definiert
durch b(b' ® ) :== (bb') @ .

Prop. Sei ¢ : A — B ein Morphismus kommutativer Ringe.

e Sei N ein B-Modul. Ist B4 als A-Modul endlich erzeugt und N als
B-Modul endlich erzeugt, so ist N4 als A-Modul endlich erzeugt.

e Sei M ein A-Modul. Ist M als A-Modul endlich erzeugt, so ist
Mp als B-Modul endlich erzeugt.

Lem. Sei M ein A-Modul und N ein B-Modul. Dann existiert ein
kanonischer Isomorphismus N ® g Mg = NA ®a M von B-Moduln.

Prop. Sei A ein komm. Ring und M, N und P drei A-Moduln.
Dann ist folgende Abbildung ein A-Modulisomorphismus:

Hom (M ®4 N, P) — Hom 4 (M,Hom 4 (N, P)),
B (z = (y—= Bz ®y))).
Bem. Mit anderen Worten: Es ex. eine Adj. —®4 N <4 Hom4(N,-)

Prop. Sei A ein komm. Ring. Das Tensorprodukt ist rechtsexakt,
d.h.ist E: M’ — M — M" — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln
und N ein weiterer A-Modul, so ist auch die induzierte Sequenz

E®AN:M/®AN—>M®AN—>M”®AN—>O exakt.

Bem. Dies folgt daraus, dass das Tensorprodukt als
Linksadjungierter Kolimiten erhélt.

Achtung. Das Tensorprodukt ist i. A. nicht exakt. Insbesondere
erhilt es keine injektiven Abbildungen.

Def. Ein A-Modul M heiit flach, falls (- ®4 M) exakt ist, d. h.
falls fiir jede (lange) exakte Sequenz E auch E® 4 M exakt ist.

Prop. Sei A komm. und M ein A-Modul. Es sind dquivalent:

e Der A-Modul M ist flach.

e Fiir jede kurze exakte Sequenz F:0 — N’ — N — N” — 0 ist
die tensorierte Sequenz E ® 4 M exakt.

e Fiir jede injektive A-lineare Abbildung ¢ : N — N’ ist auch
o®idpr: N®a4 M — N’ ®4 M injektiv.

e Fiir jede inj. A-lineare Abb. ¢ : N — N’ zw. endl. erzeugten
A-Moduln ist auch ¢ @ idps : N ®4 M — N’ ® 4 M injektiv.

Prop. Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus kommutativer Ringe.
Ist M ein flacher A-Modul, so ist Mp ein flacher B-Modul.



Algebren

Def. Eine kommutative A-Algebra B ist ein kommutativer Ring B
zusammen mit einem Ringhomomorphismus ¢ : A — B, dem
Strukturmorphismus der Algebra.

Bem. Ist a € A und b € B, so definieren wir ab := ¢(a)b (wie bei der
Skalareinschrinkung).

Bspe. e Sei K ein Kérper. Eine nichttriviale K-Algebra ist
dasselbe wie ein Ring, der K als Unterring enthalt.

e Jeder Ring ist auf genau eine Weise eine Z-Algebra.

Def. Ein Homomorphismus von A-Algebren B und C ist ein
Ringhomomorphismus x : B — C, welcher einen Homomorphismus
X : B4 — C4 von A-Moduln induziert.

Bem. Ein Ringhomomorphismus x : B — C ist also genau dann ein
A-Algebrenhomomor., wenn x(ab) = ax(b) fiir alle a € A und b € B.

Bem. A-Algebren und ihre Homomor. bilden eine Kategorie A-Alg.

Def. Sei A ein komm. Ring. Eine komm. A-Algebra B heif}t eine ...

e ...endliche A-Algebra, falls B4 als A-Modul endlich erzeugt
ist, d. h. falls endlich viele Elemente b1, ...,b, € B existieren,
sodass jedes Element aus B als A-Linearkombination der b;
geschrieben werden kann.

e ...endlich erzeugte A-Algebra oder A-Algebra endlichen
Typs, falls endlich viele Elemente b1, ...,b, € B existieren,
sodass jedes andere Element von B als Polynom in den b; mit
Koeffizienten aus A geschrieben werden kann.

Def. Ein kommutativer Ring heifit endlich erzeugt, falls er eine
Z-Algebra endlichen Typs ist.

Def. Sei A ein kommutativer Ring. Seien ¢ : A - Bund ¢ : A — C
die Strukturabbildungen zweier A-Algebren B und C. Dann ist auf
D :=BA XA C4 eine Multiplikation durch

b®c,b @) — (b)) ® ()
definiert. Der Ring D wird mit der Strukturabbildung
a— dla)®@1 =10 19(A)

zu einer A-Algebra. Diese heifit Tensorprodukt B ® 4 C der
kommutativen Algebren B und C.

pw:DxD— D,

p:A— D,

Gerichtete Limiten

Def. Eine gerichtete Menge ist eine nichtleere teilweise geordnete
Menge (I,<),sodass Vi,j €l : kel :i<kANj<k.

Bem. Eine teilweise geordnete Menge (I, <) ist genau dann
gerichtet, wenn in I, aufgefasst als Praordnungskategorie, jedes
endliche Diagramm einen Kokegel besitzt.

Def. Sei (I, <) eine gerichtete Menge und A ein Ring.
Ein gerichtetes System M, von A-Moduln tiber I ist ein Funktor

M : 1 — A-Mod, i M;, (i<j)ws pl: M; — M;,

wobei wir I als Praordnungskategorie auffassen.

Prop. Sei M, ein gerichtetes System von A-Moduln. Dann existiert
der Kolimes lim M; von M,.
iet

Def. Dieser Kolimes wird gerichteter Limes von M, genannt.

Konstr. e Sei C = @ M;.
el
e Sei D C C der Untermodul, der von allen Elementen der Form
T; — ,uz- (z;) mit 4 < j und z; € M; erzeugt wird.
e Dann erfiillt M := C/D die geforderte universelle Eigenschaft.

Bem. e Jedes x € h_II;lMZ wird durch ein xz; € M; reprisentiert.
iel
e Ein Element z; € M; représentiert dabei genau dann das Null-
element, falls ein j € I mit i < j existiert, sodass u7(z;) = 0.

Lem. Jeder A-Modul ist der gerichtete Limes seiner endlich
erzeugten Untermoduln.

Def. Sei (I, <) eine gerichtete Menge. Ein Homomorphismus von
gerichteten Systemen M, und Ne von A-Moduln iiber I ist eine
natiirliche Transformation ¢e : Me — No.

Bem. Damit bilden gerichtete Systeme von A-Moduln tiber I
zusammen mit ihren Homomorphismen eine Kategorie [I, A-Mod].

Prop. Sei ¢e : Ms — No ein Morphismus zwischen gerichtete
Systeme von A-Moduln iiber I, M := 11_1)][1MZ und N := h_H)lNl

iel i€l
Dann gibt es genau einen Morphismus ¢ = h_r)nd)i : M — N mit
i€l

(M; — M 2 Ny = (M; 255 N; — N) fiiralle i € I.
Bem. Damit ist der gerichtete Limes ein Funktor
lim : [I, A-Mod] — A-Mod.
—

iel

Def. Eine Sequenz M, 22, No L2 Py von gerichteten Systemen
von A-Moduln iiber I heifit exakt, falls fiir alle ¢ € I die Sequenz

M; 245 N; iy Py exakt ist.

Prop. Der Gerichteter-Limes-Funktor ist exakt:

Sei Mo i’—) Ne i’—) P, eine exakte Sequenz gerichteter Systeme von
A-Moduln iiber I. Dann ist die induzierte Sequenz

lim ¢; lim ;
lim M; —=— lim N; ——— lim P; auch exakt.
— — —
i€l iel iel

Prop. Sei M, ein gerichtes System von A-Moduln iiber I und N
ein A-Modul. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

lim (M; @4 N) = (lim M;) @4 N.
iel icl

Prop. Sei Ao ein gerichtetes System von Ringen und Ringhomo-

morphismen. Fasse Ao als gerichtetes System von ab. Gruppen (d. h.

Z-Moduln) auf. Dann gibt es A == 1i_rr>1Ai eine Multiplikation, sodass
i€l

A ein Ring ist und die Gruppenhomomorphismen A; — A sogar

Ringhomomorphismen sind.

Prop. Ist lim A; =0, so gibt es ein 7 € I mit A; = 0.

i€l

Def. Sei (B;);cs eine Familie kommutativer A-Algebren.
Fiir eine endliche Teilmenge J C I setzen wir By = ® B;.
icJ
Dann ist B ein gerichtetes System iiber (P(I)fin, C). Der Limes
® B; := lim By heiflt Tensorprodukt iiber die Familie (B;);c;.

=
iel JCI



Lokalisierung

Def. Sei A ein Ring. Eine multipl. abgeschl. Teilmenge von A
ist eine Teilmenge S C A mit 1 € S und zy € S fir alle z,y € S.

Bspe. e Ein Ring A ist genau dann ein Integritdtsbereich, wenn
A\ {0} multiplikativ abgeschlossen ist.

e Sei a C A ein Ideal. Dann ist 1 + a mult. abgeschlossen.

Prop. Sei A ein komm. Ring und S C A mult. abgeschlossen.
Dann gibt es einen komm. Ring S™1A und einen Ringhomomor.
¢: A — S71A mit folgender universeller Eigenschaft:
Fiir jeden Ring B und Ringhomomor. ¢ : A — B mit ¢(S) C B*
gibt es genau einen Ringhomomor. ¢ : ST1A — B mit ¢ = ¢ o ¢.

Konstr. e Fiihre auf der Menge der Paare (a,s) € A X S eine
Aquivalenzrelation ein durch

(a,s) ~ (b,t) :<= JueS : ulat—bs)=0.

e Setze ST1A == (A x S)/~.
e Wir schreiben ¢ fiir die Aquivalenzklasse von (a, s) in ST1A.
e Auf S7!A sind Addition und Mult. (wohl!) definiert durch

a 4 b._ attbs a, b._ab
s+t'_ -

st s t° st *

e Der Ringhomomorphismus ist gegeben durch ¢(a) :== 7.

Def. Der kommutative Ring S~'A heifit Lokalisierung von A
nach S und ¢ : A — S™1A ihr Strukturhomomorphismus.

Prop. Sei A komm. und S C A mult. abgeschlossen. Dann gilt:
e Fiir alle s € S ist ¢(s) eine Einheit in STLA.
e Ist a € A mit 1(a) =0, so gibt es ein s € S mit as = 0 in A.

e Jedes Element in S~ A hat die Form ¢(a)i(s) ™! fiir ein a € A
und ein s € S.

Bem. Diese drei Eigenschaften charakterisieren die Lokalisierung
eindeutig: Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, der die drei
Eigenschaften von ¢ aus der letzten Prop. erfiillt, so gilt B2 S™1A.

Def. Sei A ein komm. Ring und p C A ein Primideal. Dann ist A\ p
multiplikativ abgeschlossen. Der komm. Ring Ay := (A \ p) LA heiBt
Lokalisierung von A bei p oder Halm von A an p.

Bem. A, ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal
m:=App={%|a€p,s€A\p}

Def. Sei A ein Integritétsbereich. Dann ist S := A\ {0} mult.
abgeschlossen. Die Lokal. S~ LA heiBt Quotientenkdrper von A.

Bem. Der Strukturhomomorphismus A — S~ A ist in diesem Fall
injektiv, wir kénnen daher A als Unterring von S~ A ansehen. Der
Korper ST A ist der kleinste Kérper, der A als Unterring enthélt.

Bsp. Q ist der Quotientenkérper von Z

Bsp. ST1A=0 < 0€e 8

Def. Sei A ein komm. Ring, f € A. Dann ist S := {f" |n > 0} mult.
abgeschlossen. Die Lokalisierung A[f~!] := S~1A heift
Lokalisierung von A auferhalb von f.

Konstr. Sei A ein kommutativer Ring, S C A multiplikativ
abgeschlossen und M ein A-Modul.

e Wir definieren auf der Menge der Paare M x S eine
Aquivalenzrelation durch

(m,s) ~(m',s") <= FJueS : ulms —m's)=0.

e Wir schreiben 7 fiir die Aquivalenzklasse von (m, s).
e Vermdoge der Addition und der Skalarmultiplikation
a m

m n ._ mttns a m ._ am
s + t st bzw. s t T st

wird ST'M = (M x §)/~ zu einem S~ A-Modul.

Def. Der S™'A-Modul S™'M heifit Lokalisierung von M nach S

und ¢ : M — (ST'M)A, m— T sein Strukturhomomorphismus.

Def. Sei p C A ein Primideal. Der Ap-Modul M, = (A \ p)flM
heifit Lokalisierung von M bei p oder Halm von M an p.
Das Bild von m € M in M) heifit Keim von m an p.

Def. Sei f € A. Dann heiit M[f~!] = {f |n > 0} 1M die
Lokalisierung von M auflerhalb von f. Das Bild von m € M in
M[ffl} heiflt Einschrinkung von m auflerhalb von f.

Bem. Sei A ein kommutativer Ring und S C A mult. abgeschlossen.
Die Lokalisierung von A-Moduln nach S stiftet einen Funktor
A-Mod — (SilA)—Mod: Fiir einen Morphismus ¢ : M — N ist
S7lg:STIM —» STIN, ™ 2lm)
’ s s
Prop. Die Lokalisierung ist exakt: Sei A ein komm. Ring und

S C A mult. abgeschlossen. Ist M’ i> M ip—) M exakt, so ist auch
-1 -1
ST 5 g1y BV g1 exakt.

Prop. Sei A ein kommutativer Ring und S C A mult. abgeschlossen.
Sei M ein A-Modul und P, N C M Untermoduln. Dann gilt:

IN+P)=S"IN+SslPCSIMm
Y M/N) = S7IM/STIN als ™! A-Moduln
“NNnP)=STINNnSTlPCSTIM

o ST
o ST
e S
Prop. Sei A ein komm. Ring und S C A mult. abgeschlossen. Sei M
ein A-Modul. Dann ist folgende Abb. ein Iso von S~'A-Moduln:
¢:STTARAM = STIM, L @ms o

Kor. Sei A ein komm. Ring und S C A mult. abgeschlossen. Dann
ist ST1A eine flache A-Algebra.

Prop. Sei A ein kommutativer Ring und S C A mult. abgeschlossen.
Seien M und N zwei A-Moduln. Dann ist folgende Abbildung ein
Isomorphismus von S~ A-Moduln:

$: ST IM®g-1, SN = ST (MaN),

m oo n mQ@n
5®t’_)st

Bsp. Sei p C A ein Primideal. Dann gilt My, ®4, Np = (M ®4 N),.

Lokale Eigenschaften

Sprechweise. Eine Eigenschaft kommutativer Ringe (oder Moduln
iiber einem solchen) heifit lokal, falls gilt:

Ein Ring A (bzw. Modul M) besitzt die Eigenschaft genau dann,
wenn all seine Halme Ay (bzw. M}) die Eigenschaft besitzen.

Prop. Sei A ein kommutativer Ring und M ein A-Modul.
Dann sind dquivalent:

e M =0
e My = 0 fiir alle Primideale p C A
e My = 0 fiir alle max. Ideale m C A

Mit der Exaktheit der Lokalisierung folgt:

Kor. Sei A ein kommutativer Ring und ¢ : M — N ein
Homomorphismus von A-Moduln.

e Es sind dquivalent:

— ¢ : M — N ist injektiv.

— ¢p : My — Ny ist injektiv fiir alle Primideale p C A.

— ¢m : M — Np ist injektiv fiir alle max. Ideale m C A.
e Es sind dquivalent:

— ¢ : M — N ist surjektiv.

— ¢p : My — Ny ist surjektiv fiir alle Primideale p C A.

— ¢m : Mim — Np ist surjektiv fiir alle max. Ideale m C A.

Prop. Sei A ein kommutativer Ring und M ein A-Modul.
Dann sind dquivalent:

e M ist ein flacher A-Modul.
e My ist ein flacher Ap-Modul fiir alle Primideale p C A.
o My, ist ein flacher Ay-Modul fiir alle max. Ideale m C A.



Ideale in Lokalisierungen

Notation. Sei A ein komm. Ring und S C A mult. abgeschlossen.
Fiir ein Ideal a C A schreiben wir S~ 1a = (S~ A)a.

Bem. Dies ist gerechtfertigt, denn jedes Element in (S™!A)a hat die
Form ), ‘;—1 und diese Terme kénnen wir auf einen gemeinsamen
Nenner bringen.

Prop. Alle Ideale in S™!A sind erweiterte Ideale, d. h. von der
Form S~ !a fiir ein Ideal a C A.

U (a:s)

seS

Prop. AN(S~1a) =

Bsp. STla=(1) < anS#10

Prop. Sei A ein komm. Ring und S C A mult. abgeschlossen.
Ein Ideal a C A ist genau dann ein kontrahiertes Ideal beziiglich
A — S71A wenn kein Element von S ein Nullteiler in A/a ist.

Prop. Sei A ein komm. Ring. Die Lokalisierung nach einer mult.
abg. Teilmenge S C A vertauscht mit folgenden Ideal-Operationen:
endl. Summen, endl. Produkte, endl. Schnitte und Wurzeln.

Das heif}t, fiir zwei Ideale a,b C A gilt:

e STHa+b)=5"1a+5"'0 e STl(a-b)=5"ta-S5" b

e STlanb)=5"tanS7s e STVa=VS5"1la

Kor. /(0)=5"1/(0)Cs'A

Prop. Sei A ein komm. Ring und S C A mult. abgeschlossen.
Folgende Korrespondenz ist bijektiv und monoton:

{ Primideale pCAmit pNS =0} < { PrimidealeqC S™1A}
P SThp= (ST A
ANg «— ¢

Kor. Fiir ein Primideal v C A liefert dies eine Korrespondenz
{ Primideale p C Amit p Cv} <> { Primideale q C A: }

Bem. Sei p C A ein Primideal und q C p ein weiteres Primideal.
Lokalisieren bei p schneidet alle Primideale heraus, die nicht in p
enthalten sind. Der Wechsel nach A/q schneidet alle Primideale

heraus aufler denen, die q enthalten. Somit enthé&lt

Ap/(Apq) = (A/q)p nur Primideale zwischen q und p.

Def. Sei A ein komm. Ring und p C A ein Primideal. Der Kérper
A(p) == Ap/(App) = (A/p)p heifit Restklassenkorper von A an p.

Prop. Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus kommutativer Ringe.
Dann ist ein Primideal p C A genau dann eine Kontraktion eines
Primideals in B, falls AN (Bp) = p.

Prop. Sei A ein komm. Ring, S C A mult. abgeschlossen und M ein
endlich erzeugter A-Modul. Dann ist S~! ann(M) = ann(S~1 M).

Kor. Sei A ein komm. Ring, S C A mult. abgeschlossen, M ein
A-Modul und N, P C M zwei Untermoduln. Ist P endlich erzeugt,
sogilt STYN : P)=(S7IN:571P).

Primérzerlegung

Def. Ein Ideal q C A heifit primér, falls 1 ¢ q und falls aus zy € q
schon z € q oder dn € N : y" € q folgt.

Lem. q C A ist primir <= { Nullteiler } = +/(0) in A/q

Bspe. e Primideale sind primér.

e Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus kommutativer Ringe.
Ist b C B primér, so auch ANb C A.

Lem. Sei q primér. Dann ist 1/q das kleinste Primideal mit p D g.

Def. Sei q C A ein priméres Ideal und p := 1/q. Dann heifit q ein
p-priméres Ideal.

Primideale
primére Ideale

Primzahlen
Primzahlpotenzen

Bem.

Bsp. Die priméren Ideale in Z sind die Ideale der Form (0) und
(p™) fiir eine Primzahl p.

Achtung. Im Allgemeinen ist ein priméres Ideal keine Potenz eines
Primideals! Andersherum ist die Potenz eines Primideals auch nicht
notwendigerweise primér. Analoges gilt aber fiir max. Ideale:

Prop. Sei a C A ein Ideal. Ist m := \/a ein maximales Ideal, so ist a
ein m-priméres Ideal.

Kor. Ist m ein max. Ideal, so sind m™ mit n > 1 alle m-primér.

Def. Sei A ein komm. Ring und a C A ein Ideal. Eine Darstellung

von a als Schnitt a = q1 N ... N gqn endlich vieler primérer Ideale q;

heit Primérzerlegung von a. Sind die 1/q; paarweise verschieden

und gilt q; 2 (N g; fiir alle ¢, so heifit die Primérzerlegung minimal.
i#]

Def. Ein Ideal heifit zerlegbar, wenn es eine Primérzerlegung hat.

Lem. Seip C A ein Primideal und qq,...,qn alle p-primér.
Dann ist auch (q1 N...Nqyn) wieder p-primér.

Kor. Man kann eine Primérzerlegung eines Ideals zu einer
minimalen Primérzerlegung reduzieren.

Lem. Seip C A prim, q ein p-priméres Ideal und = € A. Dann gilt:
o Istxeq,sogilt (q:x)=(1). o Ist x &p,soist (q:x)=q.
e Ist z & q, so ist (q : =) ein p-priméres Ideal.

Satz (1. Eindeutigkeitssatz). Sei A ein komm. Ring und a C A ein
Ideal mit min. Primérzerlegung a = q1 N...Nqn. Sei p; = /q;. Dann
sind die Ideale p; genau die Ideale der Form +/(a: z) mit z € A.

Bem. Insb. sind die Ideale p; unabh. von der Primérzerlegung.
Def. Die Ideale p; heiflen die zu a assoziierten Primideale.

Lem. Sei p ein zu a assoziiertes Primideal. Dann gibt es ein x € A,
sodass (a : x) ein p-priméres Ideal ist.

Def. Sei A ein komm. Ring und a C A ein Ideal mit minimaler
Primérzerlegung a = q1 N ... N qn. Sei p; = 1/4;. Die minimalen
Elemente der Menge der zu a assoz. Primideale heiflen isolierte
Primideale, alle anderen zu a assoz. Primideale eingebettete
Primideale. Ein primires Ideal g; heifit isolierte / eingebettete
Primirkomponente von a, wenn p; isoliert / eingebettet ist.

Prop. Sei a C A ein zerlegbares Primideal.
Jedes Primideal p mit p O a enthilt ein assoziiertes (und damit auch
ein isoliertes) Primideal zu a.

Kor. Die isolierten Primideale zu a sind genau die min. Elemente
von { Primideale p C A mit p D a } = { Primideale in A/a }.

Prop. Sei a C A ein Ideal mit min. Primérzerl. a =q; N...Nqn.
n

Sei p; =+/q;. Dann gilt U p; = {z € A|(a:z) # a}.
i=1

Prop. Sei A ein komm. Ring, in dem (0) zerlegbar ist. Dann gilt:

e Die Menge D der Nullteiler in A ist die Vereinigung der zu (0)
assoziierten Primideale.

e Die Menge der nilpotenten Elemente ist der Schnitt aller
(isolierten) Primideale, die zu (0) assoziiert sind.

Prop. Sei p C A ein Primideal, q ein p-priméres Ideal und S C A
multiplikativ abgeschlossen. Dann gilt:

o Ist SNp#0,so folgt S~1q = (1).
e Ist SNp =20, so ist Sflq ein S’flp-primfires Ideal und es gilt
ANnS~iq=q.

Kor. Sei A ein komm. Ring und S C A multiplikativ abgeschlossen.
Dann ist folgende Korrespondenz bijektiv und monoton:

{qC A primér mit \/qNS=0} < {vC S A primir }
q = S7'g
ANt <+~ ¢

Def. Sei A ein komm. Ring und S C A mult. abgeschlossen. Die
Sattigung eines Ideals a C A bzgl. S ist das Ideal S(a) := AN S~ la.

Prop. Sei A ein komm. Ring und S C A mult. abgeschlossen.

Sei a C A ein Ideal mit minimaler Primérzerlegung a =q1 N...Nqn.
Sei p; = 1/4;. Seien die q; so sortiert, dass ein m existiert mit

SNp; =0 <= i<m.Dannsind S~ ta=5"1q;N...NS ¢ und
S(a) =q1 N...N¢m minimale Primérzerlegungen.

Def. Sei a C A ein zerlegbares Ideal in einem kommutativen Ring.
Eine Menge & von zu a assoz. Primidealen heifit isoliert, falls gilt:

p’Cpe = p' €6 fiir zu a assoz. Ideale p,p’.

Prop. Sei 6 eine isolierte Menge von zu a assoziierten Primidealen.

Dann ist S:= A\ |J p multiplikativ abgeschlossen und fiir jedes an
peS

a assoziierte Primideal p’ gilt: p’ € & < p' NS = 0.

Satz (zweiter Eindeutigkeitssatz). Sei a C A ein Ideal mit
minimaler Primérzerlegung a = q1 N ... N qn. Sei p; = /q;. Ist
{p1,...,pm} eine isolierte Menge von zu a assoziierten Primidealen,
so ist q1 N ... N ¢, unabhingig von der Zerlegung.

Fir m =1 folgt:

Kor. Die isolierten Primérkomp. von a sind eindeutig bestimmt.



Ganzheit

Def. Sei B ein komm. Ring und A C B ein Unterring. Ein Element
z € B heifit ganz iiber A, falls x eine Gleichung der Form
2"+ a1z '+ ...+ an =0 mit a; € A erfiillt.

Prop. Sei A C B eine Erw. komm. Ringe. Es sind dquivalent:
e 1 ist ganz iiber A. e A[z] C B ist als A-Modul endlich erzeugt.

e Es existiert ein Unterring C C B mit C D Alz], der als A-Modul
endlich erzeugt ist.

e Es ex. ein treuer A[z]-Modul M, der als A-Modul endl. erz. ist.

Kor. Sei A C B eine Erw. komm. Ringe.

e Seien z1,...,xn € B jeweils ganz iiber A. Dann ist Afz1,...
ein endlich erzeugter A-Modul.

e Die Menge C := { iiber A ganze Elemente € B} C B ist ein
Unterring von B mit C' D A.

) Tn ]

Def. Die Menge C C B heifit ganzer Abschluss von A in B.
Ist C = A, so heifit A ganz abgeschlossen in B.
Ist C' = B, so heifit B ganz iiber A.

Bsp. Z ist in Q ganz abgeschlossen.

Def. Sei ¢ : A — B ein Mor. komm. Ringe. (Dadurch wird B zu
einer A-Algebra.) Dann heifit ¢ ganz und B eine ganze A-Algebra,
falls B ganz iiber ¢(A) C B ist.

Lem. Fiir eine A-Algebra B gilt:

B endlich <= B endlich erz. A B ganz (jeweils als A-Algebra).

Kor. Seien A C B C C Erweiterungen kommutativer Ringe.
Ist B ganz iiber A und C ganz iiber B, so ist auch C ganz iiber A.

Kor. Der ganze Abschluss von A in B ist in B ganz abgeschlossen.

Prop. Sei A C B eine ganze Erweiterung komm. Ringe. Dann gilt:
e Fiir jedes Ideal b C B ist B/b ganz iiber A/(ANb).
e Fiir jede mult. abg. Teilmenge S C A ist S™!B ganz iiber S™1A.

Prop (Noethernormalisierung). Sei K ein Kérper und a ein
Ideal in A := K[z1,...,%n]. Dann gibt es algebraisch unabhéngige
Elemente y1,...,yn € A, sodass A ganz iiber B := K[y, ...,yn] ist,
und ein 0 <r <nmit BNa= (Yrt1,---,Yn)-

Beweis. Per Ind. iiber n. Der Fall n = 0 ist trivial. Sei nun n > 0.

e Falls a = (0), so setze y1 =1, ..., Yo = Tp und r :=n.

e Ansonsten wihle ein Polynom f =" Aax® € a\ {0}, wobei
M C N" endlich ist mit Ao € K* fiir alle « € M.

e Wihle wy,...,w,—1 € Nund wy, = 1, sodass die Abbildung

w:M—=N a—a w=awi+...+apwy

injektiv ist. (Dies kann man etwa erreichen, indem man die Tupel
in M als Zahlen in einem Stellenwertsystem mit geniigend grofler

Basis b: =14+ max max «; ansieht und w; := b"" " setzt.)
aeM i=1,...,n

e Setze z; = x; —x¥i fiiri=1,...,n—1und A" = K[21,...,2n-1].
e Dann kann man f im Polynomring K[z1,...,2n—1,%n] = A'[za],
= Caemtaler +ay) o (znon a7t e,

m—1

auch schreiben als f = Ag - TR + ...+ tm, wobei
B = argmax ¢ pw(a), m = w(B) und p; € Klz1,...,2n—1].
Somit sind x,, und alle weiteren z;, also A, ganz iiber A’[f].

o Setze yy, := f. Die IH, angewendet auf A" := K{[z1,...,2n-1],
liefert algebraisch unabhingige y1,...,yn—1 € A’ C A mit A’
ganz iiber B == K[y1,...,yn—1] und 0 <7 < n — 1 mit
B'Nna= (Yrt1,--,Yn—1). Dann sind B = B'[y,] C A'[yn] C A
ganze Korpererweiterungen und BNa = (Yr41,.--,Yn)-

Bem. Insbesondere ist K[y1,...,yr] = A/a ein endlicher injektiver
Homomorphismus von K-Algebren.

Die Cohen-Seidenbergsche Sitze

Prop. Sei A C B eine ganze Erweiterung von Integritdtsbereichen.
Dann ist B genau dann ein Koérper, wenn A ein Koérper ist.

Prop. Sei A C B eine ganze Erweiterung komm. Ringe. Dann gilt:
e Ein Primideal q C B ist maximal <= ANgq C A ist maximal.
e Fiir Primideale q C ¢’ C Bgilt ANg=ANgqg <= gqg=4¢.

e Fiir jedes Primideal p C A ex. ein Primideal ¢ C B mit ANq=p.

Satz (,Going up“). Sei A C B eine ganze Erw. komm. Ringe.
Sei p1 € ... € py, eine Kette von Primidealen in A und q1 C B ein
Primideal mit A Nq; = p1. Dann gibt es eine Kette q1 € ... C qp
von Primidealen in B mit ANgqg; =p; firi=1,...,n.

Prop. Sei A C B eine Erweiterung komm. Ringe, C der ganze
Abschluss von A in B und S C A multiplikativ abgeschlossen.
Dann ist ST1C der ganze Abschluss von S™'A4 in S71C.

Def. Ein Integritédtsbereich heifit ganz abgeschlossen, falls er in
seinem Quotientenkorper ganz abgeschlossen ist.

Bspe. Z und K|[z1,...,zy] sind ganz abgeschlossen

Prop. Sei A ein Integritdtsbereich. Dann sind dquivalent:
e A ist ganz abgeschlossen.
e Fiir jedes Primideal p C A ist Ap ganz abgeschlossen.

e Fiir jedes maximale Ideal m C A ist Ay ganz abgeschlossen.

Def. Sei A C B eine Erweiterung komm. Ringe und a C A ein Ideal.

e Fin Element xz € B heiflit ganz iiber a, falls x eine Gleichung der
Form 2™ + a12” ' + ... 4+ an = 0 mit a; € a erfiillt.

e Der ganze Abschluss von a in B ist {x € B |z ist ganz iiber a}.

Lem. Sei A C B eine Erweiterung kommutativer Ringe, a C A ein
Ideal und C der ganze Abschluss von A in B. Dann ist vV Ca der
ganze Abschluss von a in B.

Def. Sei K C L eine Korpererweiterung. Ein Element x € L heifit
algebraisch, wenn es ganz iiber K ist.

Prop. Sei A C B eine Erweiterung von Integritdtsbereichen. Sei A
ganz abgeschlossen mit Quotientenkorper K. Sei x € B ganz iiber
einem Ideal a C A. Dann ist x algebraisch iiber K und fiir sein
Minimalpolynom f € K[t] gilt f € Va[t].

Satz (,Going down*“). Sei A C B eine ganze Erw. von Integritéts-
bereichen und A ganz abgeschlossen. Sei p; 2 ... D pp eine Kette von
Primidealen in A und q1 C B ein Primideal mit ANq; = p1.

Dann gibt es eine Kette q1 2 ... 2 ¢ von Primidealen in B mit
Aﬁqi =p; fﬁri:l,...,n.

Aus Going-Up und Going-Down folgt:

Lem. Sei A C B eine ganze Erweiterung von Integritétsbereichen
und A ganz abgeschlossen. Sei ¢ C B ein Primideal. Sei p := ANg.
Dann gilt htq = htp und depth q = depthp.

Prop. Sei A ein ganz abgeschl. Integritdtsbereich mit Quotienten-
korper K. Sei L O K eine endliche, separable Kérpererweiterung
und B der ganze Abschluss von A in L. Dann ex. eine Basis
V1,...,Un von L iiber K, sodass B C Avy + ...+ Avn.

Bewertungsringe

Def. Ein Integritdtsbereich B mit Quotientenkorper K heifit
Bewertungsring fiir K, falls gilt: Vo € KX : x € Bvz~! € B.

Prop. Sei B ein Bewertungsring. Dann gilt:
e B ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m := B\ B*.

e B ist ganz abgeschlossen.

Satz. Sei K ein Korper, L D K ein algebraisch abgeschlossener
Korper und B C K ein Unterring. Sei ¢ : B — L ein nicht in K
fortsetzbarer Ringhomomorphismus, d. h. ist ¢ : B’ — L ein
Ringhomomorphismus definiert auf einem Unterring B’ C K mit
B’ D B mit ¢|g = ¢, so gilt B= B’. Dann gilt:

e B ist ein lokaler Ring mit max. Ideal m = ker ¢.

e Sci z € K. Dann gilt m[z] # B[z] oder m[z~!] # B[z~ 1].

e B ist ein Bewertungsring fiir K.

Kor. Sei A C K ein Unterring eines Korpers. Dann ist der ganze
Abschluss A von A in K der Schnitt aller Bewertungsringe B von K
mit B D A.

Prop. Sei A C B eine endlich erz. Erw. von Integritdtsbereichen.

Sei v € B\ {0}. Dann ex. ein u € A\ {0} mit folgender Eigenschaft:
Jeder Homomorphismus ¢ : A — L in einen algebraisch abge-
schlossenen Kérper L mit ¢(u) # 0 kann zu einem Homomorphis-
mus ¢ : B — L mit ¢(v) # 0 fortgesetzt werden.

Kor. Ist eine endlich erzeugte K-Algebra B ein Korper, so ist B
eine endliche algebraische Erweiterung von K.

Kor (Schwacher Hilbertscher Nullstellensatz). Ist m ein max. Ideal
einer endl. erz. K-Algebra A, so ist A/m eine endl. alg. Erweiterung
von K. Insb. ist A/m = K| falls K algebraisch abgeschlossen ist.



Kettenbedingungen

Prop. Sei X eine teilweise geordnete Menge. Dann sind dquivalent:
e Jede aufsteigende Folge 1 < 9 < ... in X ist stationér, d.h. es
existiert ein N € N mit z,, = xz fiir alle n > N.

e Jede nicht leere Teilmenge A C X besitzt ein maximales Element,
d.-h.Ja€e A:VbeA:a<b = a=h.

Def. Sei A ein Ring und M ein A-Modul.
e Ist jede bzgl. der Inklusion aufsteigende Folge N1 C N2 C ... von
Untermoduln von N stationér, so heiit M noethersch.

e Ist jede bzgl. der Inklusion absteigende Folge N1 O N3 O ... von
Untermoduln von N stationér, so heiit M artinsch.

Bspe. A ‘ M ‘ noethersch? ‘ artinsch?
Z | irgendeine endl. Gruppe v v
Z | {x€Q/Z]|ord(z) =p"} | X v
mit p prim
Z | {§ € Qgekiirzt [b=p"} | X X

Prop. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M ist genau dann noethersch,
wenn alle seine Untermoduln endlich erzeugt sind.

Prop. Sei A ein Ring und 0 = M’ — M — M" — 0 eine kurze
exakte Sequenz von A-Moduln. Dann gilt:

e M noethersch <= M’ M’ noethersch

e M artinsch <= M’, M artinsch

Kor. Die endliche direkte Summe von noetherschen/artinschen
A-Moduln ist noethersch/artinsch.

Def. Ein Ring A heifit noethersch/artinsch, falls er als Modul
iiber sich selbst noethersch/artinsch ist.

Bem. Ein Ring ist genau dann noethersch/artinsch, wenn die Menge
seiner Ideale die aufsteigende/absteigende Kettenbedingung erfiillt.
Ein Ring ist genau dann noethersch, wenn all seine Ideale endlich
erzeugt sind.

Bspe. A ‘ noethersch? ‘ artinsch?
Z v X
ein endl. Ring | v/ v
ein bel. HIR v ?
Klz] v X
Klz1,z2,. . ] X X

Achtung. Unterringe von noetherschen Ringen sind nicht
unbedingt noethersch.

Prop. Ist A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter
A-Modul, so ist M noethersch.

Def. Sei A ein Ring und M ein A-Modul.

e FEine Untermodulkette von M der Liange n ist eine Kette von
Untermoduln der Form Mg : M = Mo 2 My 2 ... 2 M, =0.

e M heifit einfach, falls er genau zwei Untermoduln besitzt (also 0
und M selbst).

e FEine Untermodulkette heiit Kompositionsreihe, wenn die
Quotienten M;/M; 1 jeweils einfach sind.

e Die Linge ¢(M) € NU {oo} von M ist das Infimum aller Langen
von Kompositionsreihen von M.

Prop. Sei A ein Ring und M ein A-Modul der Lénge

n = ¢(M) < co. Dann gilt:

e Fiir jeden echten Untermodul N C M gilt {(N) < ¢(M).
Die Liange jeder Untermodulkette in M ist < ¢(M).

Jede Kompositionsreihe von M hat die Lange n.

Jede Untermodulkette von M ldsst sich zu einer
Kompositionsreihe erweitern.

Prop. Sei A ein kommutativer Ring. Ein A-Modul M besitzt genau
dann eine Kompositionsreihe, wenn M noethersch und artinsch ist.

Def. Ein A-Modul M heiit von endlicher Linge, wenn M
noethersch und artinsch ist.

Prop. Sei A ein Ring. Die Lénge ist eine additive Funktion auf
¢ := { A-Moduln endlicher Linge }.

Satz (Jordan-Holder). Sind Me und M, zwei Kompositionsreihen
eines A-Moduls M endlicher Linge n, so existiert eine Permutation
o € S, mit Mifl/Mi = M;(‘ifl)/M;'('L.)'

Prop. Fiir einen VR V iiber einem Koérper K sind dquivalent:

e V ist noethersch.
e V ist artinsch.

e V ist endlich-dimensional.
e V ist von endlicher Linge.

Kor. Seien my,...,m, maximale Ideale in einem kommutativen

Ring mit (0) = my -...-my,. Dann ist A genau dann noethersch,
wenn A artinsch ist.

Noethersche Ringe
Prop. Der Quotient A/a eines noetherschen Rings A ist noethersch.

Kor. Sei ¢ : A — B ein Ringhomo. Ist A noethersch, so auch ¢(A).

Prop. Sei A C B eine endliche Erweiterung kommutativer Ringe.
Ist A noethersch, so auch B.

Bsp. Z[i] ist noethersch als endliche Erweiterung von Z.

Prop. Sei A ein kommutativer noetherscher Ring und S C A
multiplikativ abgeschlossen. Dann ist S~!A noethersch.

Kor. Die Halme Ay eines komm. noeth. Rings A sind noethersch.

Satz (Hilbertscher Basissatz). Ist A ein noetherscher
kommutativer Ring, so ist auch der Polynomring A[z] noethersch.

Kor. Ist A ein noetherscher kommutativer Ring, so ist auch der
Polynomring A[z1,...,Zn] noethersch. Allgemeiner ist jede endlich
erzeugte A-Algebra noethersch.

Prop. Seien A C B C C Erweiterungen von kommutativen Ringen.
Sei A noethersch. Sei C' endlich erzeugt als A-Algebra und endlich
als B-Algebra. Dann ist B endlich erzeugt als A-Algebra.

Def. Sei A ein komm. Ring. Ein Ideal a C A heifit irreduzibel,
falls fiir je zwei Ideale b,c C A gilt: Ist a=bnNc, so gilt a € {b,c}.

Prop. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Dann gilt:
e Jedes Ideal von A ist Schnitt von endlich vielen irred. Idealen.
e Jedes irreduzible Ideal von A ist ein Primérideal.
e Folglich ist in A jedes Ideal zerlegbar.
o Jedes Ideal a C A enthélt eine Potenz (v/a)™ seines Wurzelideals.
e Insbesondere ist \/@ C A nilpotent.
e Fiir ein max. Ideal m C A und ein Ideal ¢ C A sind &quivalent:
— q ist ein m-priméres Ideal. — \/g=m — IneN:m" CqCm

e Die zu einem Ideal a C A assoziierten Ideale sind genau die
Primideale von A der Form (a : z) mit € A.

Artinsche Ringe

Prop. Sei A ein artinscher kommutativer Ring. Dann gilt:

e Jedes Primideal p C A ist ein maximales Ideal.

e Das Nilradikal ist gleich dem Jacobsonschen Ideal.

e A besitzt nur endlich viele maximale Ideale (d.h. A ist halblokal).
e Das Nilradikal von A ist nilpotent.

Satz. Fir einen kommutativen Ring A # 0 gilt:

A ist artinsch <= A ist noethersch und dim A =0

Bem. Ist (A, m) ein artinscher lokaler Ring, so ist m das einzige
Primideal von A und damit 4/(0) = m. Insbesondere ist m nilpotent
und jedes Element von A entweder nilpotent oder eine Einheit.

Prop. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring. Dann gilt entweder
e fiir alle n € N ist m" 2 m" 1 oder

e esist m™ = (0) fiir ein n € N und A ist artinsch.

Satz (Struktursatz fiir artinsche kommutative Ringe).
Jeder artinsche kommutative Ring ist eindeutig (bis auf Isomorphie
der Faktoren) ein direktes Produkt artinscher lokaler Ringe.

Def. Sei (A, m, F) ein lokaler Ring. Dann heifit der F-Vektorraum
m/m? Zariskischer Kotangentialraum von A.

Bem. m/m? ist die spezielle Faser von m als A-Modul. Ist m als
A-Modul endlich erzeugt, so auch m/m2 als F-Vektorraum.

Prop. Fiir einen artinschen lokalen Ring (A, m, F') sind dquivalent:

e Jedes Ideal in A ist ein Hauptideal (also A ein HIR).
e Das max. Ideal m ist ein Hauptideal. e Es gilt dimp m/m? < 1.

Bspe. Artinsche lokale Ringe sind:

e 7/(p™), wobei p prim ist o Kz]/(f™), wobei f irreduzibel ist



Diskrete Bewertungsringe

Prop. Sei A ein eindimensionaler noetherscher Integrititsbereich.
Dann kann jedes Ideal 0 C a C A eindeutig als Produkt von
priméren Idealen mit paarweise verschiedenen Wurzelidealen
geschrieben werden.

Def. Eine diskrete Bewertung auf einem Koérper K ist eine
surjektive Abbildung v : K — Z N {oo}, fiir die gilt:

v=l(o0) = {0}, w(zy) = v(2) +v(y),

Lem. o (1) =0

v(z +y) > min(v(z), v(y)).
o v(z™h = —u(x)
Def. Der Bewertungsring von K (zu v) ist der Unterring
{z € K|v(z) >0} C K.
Lem. Der Bewertungsring von K zu v ist in der Tat ein solcher.

Def. Ein Integritidtsbereich A heifit diskreter Bewertungsring,
falls A der Bewertungsring einer diskreten Bewertung auf dem
Quotientenkérper K von A ist.

Prop. Sei A ein diskreter Bewertungsring mit Bewertung

v: K — ZU{co}. Dann gilt:

e z €A < v(z)=0 e v(z)=v(y) = (z)=(y)

e A ist ein lokaler Ring mit max. Ideal m := {z € A|v(x) > 0}.
Jedes Ideal in A hat die Form my = v~ ([k, 00]) mit k € NU {oo}.
A ist noethersch.
Jedes nichtverschwindende Ideal in A ist eine Potenz von m.

e A ist eindimensional.

ns

Bspe. e Sci p eine Primzahl. Jedes y € Q* kann man als y = p
mit p{ s, p1ttschreiben. Dabei ist n=n, € Z eindeutig festgelegt.
Setze v(zx) := ny und v(0) := oco. Dann ist v eine Bewertung auf Q
mit Bewertungsring Z ).

e Sei F ein Kérper und F(z) := {% |h,g € Flz],g # 0} der Koérper
der rationalen Fktn iiber F in z. Sei f € Fx] irreduzibel. Jedes
y € F(x)* kann man als y = f”% mit p{ h, p{ g schreiben. Dabei
ist n=ny € Z eind. festgelegt. Setze v(z) = ny und v(0) = oco.
Dann ist v eine Bewertung auf F(z) mit Bewertungsring F[z] ).

Prop. Sei (A, m, F) ein eindimensionaler noetherscher lokaler
Integritédtsbereich. Dann sind dquivalent:
e A ist ein diskreter Bewertungsring.

e A ist ganz abgeschlossen.

e m ist ein Hauptideal.

e dimpm/m? =1

e Jedes (nicht verschwindende) Ideal von A ist eine Potenz von m.
e dzcA:VidealaCA:IneN:a=(z")

Dedekindsche Bereiche

Lem/Def. Ein eindim. noetherscher Integritéitsbereich A heift
Dedekindscher Bereich, wenn er die folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt:

e A ist ganz abgeschlossen.
e Jedes Primirideal in A ist Potenz eines Primideals.
e Fiir jedes Primideal p # (0) ist A, ein diskr. Bewertungsring.

Kor. In einem Dedekindschen Bereich ldsst sich jedes Ideal a # (0)
als eindeutiges Produkt von Primidealen schreiben.

Bsp. Jeder HIB ist ein Dedekindscher Bereich.

Satz. Sei K ein Zahlkorper, also eine endliche Erweiterung von Q.
Dann ist der Ring der ganzen Zahlen in K, d. h. der ganze Abschluss
von Z, ein Dedekindscher Bereich.

Gebrochene und invertierbare Ideale
Sei A ein Integritidtsbereich mit Quotientenkorper K.

Def. Ein A-Untermodul vt C K heifit gebrochenes Ideal von A,
falls ein z € A mit zv C A existiert.

Bspe. e Jedes gewohnliche Ideal ist auch ein gebrochenes Ideal.
e Jedes u = € K erz. ein gebr. Ideal (u) == Au C K, da t(u) C A.

Sprechweise. Zur Unterscheidung von gebrochenen Idealen werden
gewoOhnliche Ideale auch ganze Ideale genannt.

Prop. e Ist t ein endlich erzeugtes Untermodul von K, so ist t ein
gebrochenes Ideal.

e Ist A noethersch, so ist jedes gebrochene Ideal v als A-Modul
endlich erzeugt.

Def. Ein A-Untermodul v C K heifit invertierbares Ideal, falls
ein A-Untermodul s C K mit vs = A existiert.

Notation. Fiir ein A-Untermodul v C K schreiben wir
(1:¢):={x € K|xzr C A}. Dies ist ein A-Untermodul von K.

Prop. Ist t C K ein invertierbares Ideal, so ist s = (1 : t) das
einzige A-Untermodul s C K mit ts = A.

Notation. In diesem Fall: t~!:=(1:7)

Prop. Jedes invertierbare Ideal von A ist endlich erzeugt als
A-Modul und damit insbesondere ein gebrochenes Ideal.

= (u_l).

Bem. Beziiglich der Multiplikation von Idealen bilden die
invertierbaren Ideale von A eine Gruppe mit e = (1).

Bsp. Fiir u € K* ist (u) C K invertierbar mit (u)~!

Prop. Fiir ein gebrochenes Ideal v von A sind dquivalent:

e t ist invertierbar

e tist endlich erzeugt und fiir alle Primideale p C A ist ty ein
invertierbares Ideal von Ap.

e t ist endlich erzeugt und fiir alle maximalen Ideale m C A ist ty
ein invertierbares Ideal von Ay,.

Prop. Ein lokaler Integritétsbereich, der kein Korper ist, ist genau
dann ein diskreter Bewertungsring, wenn jedes nicht verschwindende
gebrochene Ideal invertierbar ist.

Satz. Ein Integritédtsbereich, der kein Korper ist, ist genau dann ein
Dedekindscher Bereich, wenn jedes nicht verschwindende gebrochene
Ideal invertierbar ist.

Kor. In einem Dedekindschen Bereich A bilden die nicht
verschwindenden gebrochenen Ideale eine abelsche Gruppe bzgl. der
Multiplikation, die Idealgruppe I(A) von A.

Bem. Der Satz iiber die eindeutige Faktorisierbarkeit eines Ideals in
Primideale in einem Dedekindschen Bereich A impliziert, dass I(A)
von den Primidealen von A frei abelsch erzeugt wird.

Def. Sei A ein Dedekindscher Bereich mit Quotientenkérper K.

Bem. Es gibt einen Gruppenhomomorphismus

¢: K* = I(4), z— (z),

dessen Bild die gebrochenen Hauptideale sind. Dessen Kern ist
kerg = {u € K* | (u) =1} = A*.
Def. C(A) :=1(A)/im(¢) heiBt Idealklassengruppe von A.

Bem. Es gibt eine exakte Sequenz

1 AX =ker(¢) = KX 25 I(A) = C(A) — 1
von (multiplikativ notierten) abelschen Gruppen.

Bem. Sei K ein Zahlkorper und A sein Ring ganzer Zahlen.

Man kann dann zeigen:

e (C(A) ist endlich. Die Gruppenordnung ord C'(A) heifit
Klassenzahl von K.

e ordC(A) =1 <= jedes invertierbare Ideal ist ein gebrochenes
Hauptideal <= A ist ein faktorieller Ring.

e A” ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Die Elemente
endlicher Ordnung sind genau die Einheitswurzeln p(K) von K.
Der Rang der freien abelschen Gruppe A* /u(K) ist r1 + 72 — 1,
wobei r1 die Anzahl der reellen und 2r9 die Anzahl der echt
komplexen Einbettungen von K in C ist.

Bspe. o Q(\/—il) besitzt genau zwei echt komplexe Einbettungen,
keine reellen. Fiir dessen Ring der ganzen Zahlen, A = Z[i], gilt
damit ord(A* /u(K)) =0, also A* = u(K) = {£1, +i}.

e Q(v/2) besitzt genau zwei reelle Einbettungen, keine echt
komplexen. Fiir A = Z[v/2] gilt damit ord(A* /u(K)) = 1.

Es ist u(K) = {£1} und AX = {£(1+V2)"|n € Z}.



Vervollstiandigungen

Def. Eine topologische Gruppe ist ein Gruppenobjekt in der
Kategorie der topol. Rdume, d. h. eine Gruppe G, deren zugrunde-
liegende Menge eine Topologie triagt, sodass die Gruppenoperationen
G x G — G, (a,b) = abund G — G, g — g~ ! stetig sind.

Bem. e Jede gewohnliche Gruppe ist eine topologische mit der
diskreten Topologie.

e Sei GG eine topologische Gruppe und H C G ein Normalteiler.
Dann ist G/H mit der Quotiententopologie eine topol. Gruppe.

e Fiir jedes a € G ist die Verschiebung 7, : G = G, z +— ax ein
Homoéomorphismus und induziert daher eine Bijektion der
Umgebungen um e € G und um a. Die Umgebungen um e
definieren damit die Topologie von G.

Lem. Sei G eine topologische Gruppe und H der Schnitt aller
(offenen) Umgebungen U von e. Dann gilt:

o H=1{e} e H C @G ist ein Normalteiler in G.
e (G/H ist hausdorffsch. e G ist hausdorffsch <= H = {e}

Voraussetzung. Sei G eine topologische Gruppe, die das erste
Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, d. h. es gibt eine Folge Up D Uy D ...
von Umgebungen von e € G, sodass fiir jede Umgebung U von e ein
n € N mit U,, C U existiert.

Def. Eine Folge (gn)nen in G heifit Cauchy-Folge, falls fiir alle
Umgebungen U von e gilt: AN € N : Vn,m > N : gng,;l eU.
Zwei Cauchy-Folgen (gn) und (hy) heiflen dquivalent, falls

(gn) ~ (hn) T gnh;1 m 0.

Konstr. Sei G = { Cauchy-Folgen auf G }/N ist eine Gruppe mit

(hn)neN (gn)neN = (hn gn)neN und (g")neN (gn )neN Fiir
eine offene Umgebung U > e € G sei

U := {Cauchy-Folgen (gn)nen|IN €N : V>N : g, € U}.
TODO: Topologie auf G konstruieren!
Def. G heiBt Vervollstindigung von G.

Bem. Die Abbildung ¢: G — G, g~ (g)nen ist stetig und im(¢)
liegt dicht in G.

ker(¢) = {e}

Kor. ¢ injektiv <= G ist hausdorffsch

Lem.

Bem. Sei p:G — H ein stetiger Homomor. topol. Gruppen. Dann ist

p:G = H, [(gn)nen] = [(p(9n))nen]

ein wohldefinierter, stetiger Homomor. zw. den Vervollstdndigungen.
Auf diese Weise wird Vervollstdndigung zu einem Funktor

7 : TopGrp — TopGrp ompl-

Inverse Limiten
Def. Eine Seqgenz von Gruppen und Gruppenhomomor. der Form

6 6 6
Ae i =5 Ay =5 A1 =5 Ag
heifit ein inverses System von Gruppen.

Bem. Ein inverses System ist ein Funktor N°? — Grp. Ein
Morphismus inverser Systeme ist eine natiirliche Transformation.

Def. Sei A, ein inverses System von Gruppen. Eine Folge
(én € An)nen heifit kohéirent in A,, falls 0, (£n) = &n—1 VR €N.

Prop. Sei A, ein inverses System von Gruppen. Dann existiert der
Limes 1<i£1An von A,.
n

Def. Dieser Limes heifit inverser Limes von A,.

Konstr. Sei C die Menge der kohédrenten Folgen in A,.
Dann ist C eine Gruppe vermoge

(én € An)nen + (n € An)nen = (§n - Tn € An)nen
und C erfiillt die geforderte universelle Eigenschaft.

Bem. Ist Ae ein System topologischer Gruppen, d.h. ein Funktor
N°P — TopGrp, so kann man genauso den Limes limnAn in
TopGrp genauso konstruieren. Die Topologie ist dabei die
Teilraumtopologie von [] An.

neN

Bem. Der inverse Limes lim ist ein Funktor
(—n

[N°P Grp] — Grp bzw. [N°P TopGrp| — TopGrp.
Achtung. Wir fassen ein inverses System Ao von Gruppen als
System von topol. Gruppen auf, indem wir jedem A,, die diskrete
Topol. geben. I. A. tragt dann @An nicht die diskrete Topologie!

n

Prop. Sei G eine topol. Gruppe. Sei Go D G1 D ... eine
Umgebungsbasis von e von Normalteilern. Dann sind die G, sowohl
offen als auch abgeschlossen in G.

Bem. Sei G eine Gruppe und G D Gg D G1 D ... eine Folge von
Normalteilern. Dann gibt es genau eine Topol. auf G, sodass G eine
topol. Gruppe wird und die G;’s eine Umgebungsbasis von e bilden.

Def. Ein inverses System Ae¢ : ... — A; — Ap von Gruppen heifit
surjektives System, falls die Gruppenhomomor. A,, — A, _1 alle
surjektiv sind.

AH—I

Def. Eine Sequenz ... — Ai_l . AL =2, . inverser

Systeme abelscher Gruppen A, heifit exakt bei A',, falls

s Ai—l ¢n7 Az A’L+1
n
fiir alle n € N bei A% exakt ist.

Prop. Sei 0 — Ae — Be — Co¢ — 0 eine exakte Sequenz inverser
Systeme abelscher Gruppen.

e Der Inverse-Limes-Funktor ist linksexakt, d. h. dann ist auch

OﬁhénAnﬁyLanﬁlgilCn exakt.

n n n

o Ist Ae:... 22 A7 2L Ap dabei ein surjektives System, so ist

O—>l<i£1An—>£iian—>l<iLnCn—>O exakt.

n n n
Bem. Genauer ist die Sequenz

0 — lim Ay — lim By, — lim Cp — lim' A,

— —
n n n n
exakt, wobei £i£11An := coker d* mit A = [TAx und
n n
A A=A, (‘ln)neN g (an - an+1(an+1))n€N-

Der Beweis benutzt das Schlangenlemma und kerd g = yﬂlnA"'

Bem. Die Linksexaktheit von limn folgt daher, dass der Inverse-
Limes-Funktor rechtsadjungiert zu A : Grp — [N°P, Grp] ist.

Vollstindige topologische Gruppen
Konstr. Sei G eine topologische Gruppe mit einer Umgebungsbasis
Go D G1 D G2 D ... von e aus Normalteilern.
e Setze Ap = G/Gy. Dann ist Ae mit den kanon. Abbildungen

Ap =G/Gp - G/Gp_1 = Ap_1 ein inv. System topol. Gruppen.
e Fiir jede Cauchyfolge (£n)nen in G und k € N gibt es ein N € N,

sodass EN}c = kaJrl = ka+2 =... (mod Gk)
e Die Abbildung
G- lim Ap, [(€n)nen] = (N, € Ar)ren

ist dann ein wohldefinierter Homomorphismus topol. Gruppen.

Prop. G — @An ist sogar ein Isomorphismus topol. Gruppen.
n

Satz. Sei 0 » G’ & G I3 G” — 0 eine exakte Sequenz abelscher
Gruppen und eine Topologie auf G definiert durch eine Folge

Go D G1 D ... von Untergruppen. Seien die Topologie auf G’ und
G" durch :7'Gp D +71G1 D ... bzw. w(Go) D ©(G1) D ... erzeugt.
Dann ist die induzierte Sequenz 0 — G — G — G" = 0 exakt.

Kor. Sei G eine abelsche topologische Gruppe und Go O G1 D .
eine Umgebungsbasis von 0 aus Untergruppen. Fiir jedes n 1nduz1ert
dann ¢ : G — G einen Isomorphismus G/G, — G/Gp.

Def. Eine topologische Gruppe G heifit vollsténdig, falls
¢ : G — G ein Isomorphismus ist.

Prop. Sei G eine abelsche topol. Gruppe und Gop D G1 D ... eine
Umgebungsbasis von 0 aus Untergruppen. Dann ist G vollstandig.



Topologische Ringe und Moduln

Def. Ein topologischer Ring ist ein Ring (A, +,-,0, 1), sodass
(A, +,0) eine topologische Gruppe ist und die Multiplikation
AXA— A, (z,y) — xy stetig ist.

Bem. Sei A ein topol. Ring. Dann ist A wieder ein Ring und
¢:A— A ein Ringhomomorphismus.

Konstr. Sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Trage die additive
Gruppe A die durch die Umgebungsbasen (1) Da>a? > ... von 0
definierte Topologie, die a-adische Topologie. Die Multiplikation
ist bzgl. dieser Topologie stetig, also A ein topologischer Ring.
Dieser ist genau dann hausdorffsch, wenn [, a" = (0).

Def. Die Vervollstandigung Aq von A bzgl. der a-adischen
Topologie heifit a-adische Vervollstédndigung von A.

Def. Sei A ein topol. Ring. Ein topol. A-Modul ist ein
A-Modul M, dessen additive Gruppe eine topologische Gruppe ist,
sodass die Multiplikation A x M — M, (a,z) — az stetig ist.

Bem. Die Vervollstindigung M eines A-Moduls M ist in kanon. Art
ein A-Modul. Auerdem ist M — M eine stetiger Homomorphismus
M — M# von A-Moduln.

Konstr. Sei A ein Ring und a C A ein Ideal und M ein A-Modul.
Trage M die durch die Folge M D aM D a?M O ... von Untermo-
duln def. Topologie, die a-adische Topologie. Damit wird M zu einem
topologischen A-Modul, wenn A auch die a-adische Topologie tragt.

Def. Die Vervollstéindigung Mg von M bzgl. der a-adischen Topol.
ist ein Aq-Modul und heifit a-adische Vervollstédndigung.

Bem. Jeder Homomorphismus ¢ : M — N von A-Moduln ist stetig
bzgl. der a-adischen Topologie auf beiden Moduln und induziert
damit einen Homomorphismus ¢4 : Mq — Ng von Ag-Moduln.
Damit ist a-adische Vervollstiandigung ein Funktor

(), : A-Mod — A,-TopMod.

Bspe. e Sei K ein Kérper. Dann ist I?m@) = K[z].

e Sei p eine Primzahl. Dann heifit Z, := Z(p) Ring der p-adischen
Ganzzahlen. Elemente aus Zp kann man als Reihen > 07 janp™
mit 0 < a,, < p schreiben. Es gilt dabei ILm p" =0.

n oo

Def. Elemente von Qp:=(Zp\{0}) 1Z, heiBen p-adische Zahlen.
Def. Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Eine Filtration von M
ist eine (unendliche) Folge

Me : M = Mo D My DMz D ...

von Untermoduln von M. Sei a C A ein Ideal. Die Filtration M,
heif}it a-Filtration, falls Vn : aM,, C M, 4. Eine a-Filtration heifit
stabil, falls ein N € N existiert mit aM,, = M, fir alle n > N.

Bsp. Die a-adische Filtration M D aM D a®M D ... ist eine
stabile a-Filtration.

Lem. Sei a C A ein Ideal. Je zwei stabile a-adische Filtrationen M,
und M, haben eine beschrinkte Differenz, d. h.

dng EN:  Mpyny, CM, A M;L+nogMn.
Kor. Zwei stabile a-adische Filtrationen sind Umgebungsbasen
derselben Topologie auf M.

Gewichtete Ringe und Moduln
Def. Ein gewichteter Ring ist ein Ring A mit einer Familie
(An)nen von UG von (A, +,0), sodass

®n€NAn — A7 (an)neN = ZnENa’”

ein Gruppenisomorph. ist und A, Am C Apym fir alle n,m € N.
Def. Ay =3 <A heifit irrelevantes Ideal in A.

Bsp. A= K][z1,...,zn), An = { homog. Polynome vom Grad n }

Prop. Ag -+ A/A4+, x— [z] ist ein Ringisomorphismus.

Def. Sei A ein gewichteter Ring. Ein gewichteter A-Modul ist
ein A-Modul M zusammen mit einer Familie (M, )nen von UG von
(M, +,0), sodass

®n€NMn — M7 (wn)nEN = ZnEN‘z"
ein Gruppenisomorph. ist und A, My, C My 4, fiir alle n,m € N.
Bem. Insbesondere ist jedes M, ein Ap-Modul.

Sprechweise. Sei A ein gew. Ring und M ein gew. A-Modul. Ein
Element x € M heifit homogen vom Gewicht n, falls x € M,.

Bem. Jedes x € M kann man als Summe xz = ZneNz" schreiben,
wobei x,, homogen vom Gewicht n. Die nicht verschwindenden x,,
heiflen die homogenen Komponenten von x.

Def. Sei A ein gewichteter Ring. Ein Homomorphismus gewichteter
A-Moduln M und N. ist ein Modulhomomorphismus ¢ : M — N mit

Vn €N : ¢(Mn) C N.

Prop. Ein komm. gewichteter Ring A ist genau dann noethersch,
wenn Ag noethersch ist und A als Ap-Algebra endlich erzeugt ist.

Def. Sei A ein komm. Ring und a C A ein Ideal.

Der Reessche Ring von A bzgl. a ist der gewichtete komm. Ring
Rq(t) := Ra(A,t) := {Polynome ant™ + ...+ ag € Alt] mit a; € a*},

Ra(t)n == {ant™ |an € a™}.

Prop. Ist A noethersch, so auch Rq(A,t).

Def. Sei A ein komm. Ring und a C A ein Ideal. Sei M ein
A-Modul mit einer a-Filtration M,. Der Reessche Modul zur
Filtration M, ist der gewichtete Rq(A,t)-Modul

R(Ma,,t) := {Polynome mnt"™ + ...+ mqo € A[t] mit m; € M;},
R(Me,t)n = {mnt"™ | mn € Mp}.

Notation. Fiir die a-adische Filtration Me mit M,, = a" M
schreiben wir Rq(M,t) := R(Ma,,t).

Prop. Sei A kommutativ, noethersch und M endlich erzeugt.
Dann ist R(M,,t) genau dann ein endl. erzeugter Rq (A, t)-Modul,
wenn die Filtration M, stabil ist.

Lem (Artin—Rees). Sei A kommutativ, noethersch und M endlich
erzeugt. Fiir jeden Untermodul M’ von M ist dann

M OMe: M WMo DM NM D...
eine stabile a-Filtration von M’.
Kor. Fiir jeden Untermodul M’ C M gibt es ein ng € N mit
Yn>ng : (a"M)NM' =a® "0 ((a"M)N M').

Kor. Sei A kommutativ, noethersch und M endlich erzeugt.

Sei M’ C M ein Untermodul. Dann haben die Filtrationen
M DaM'Da®M' D ... und M’ D (aM)NM' C (a®>M)NM’' D ...

beschriankte Differenz.



Exaktheit der Vervollstindigung

Prop. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Sei

0— M — M — M"” — 0 eine k. e. S. endlich erzeugter A-Moduln.
Fiir jedes Ideal a C A ist dann

0— M. — My — M! -0 exakt.

Prop. Sei A kommutativ, a C A ein Ideal. Ist M ein endlich
erzeugter A-Modul, so ist die Abbildung M4 — Mq surjektiv.
Ist zus. A noethersch, so ist die Abb. sogar ein Isomorphismus.

Prop. Sei A noethersch und kommutativ. Fiir jedes Ideal a C A
ist Aq eine flache A-Algebra.

Prop. Sei A kommutativ u. noethersch, a C A ein Ideal. Dann gilt:

® g =Aqa=ay o ag =ay o a” /ot = an /ant!

e T, liegt im Jacobsonschen Radikal von Aq, falls a # (1).

Kor. Sei (A, m, F) ein noetherscher lokaler Ring.
Dann ist auch (Am,m, F') ein lokaler Ring.

Satz (Krull). Sei A kommutativ u. noethersch, a C A ein Ideal.
Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt:
ker(M — M) = N2,0"M = {z € M| (1 4 a) Nann(z) # 0}.

n=1
Bem. In der Situation des letzten Satzes sei S := 1 + a. Die univ.
Eigenschaft von S~ A induziert dann einen Homomorphismus

S™1A > Ag, 2 s la.

Der Satz von Krull impliziert, dass ker(A — S71A) = ker(A4 — Aq).
Somit ist obiger Morphismus injektiv, wir kénnen also S71A als
einen Unterring von A, auffassen

Kor. Sei A ein noetherscher Integritidtsbereich.
Fiir jedes echte Ideal a C A gilt dann (2 ,a™ = 0.

Kor. Sei A ein noetherscher komm. Ring, a C j C A ein Ideal, das
im Jacobsonschen Ideal enthalten ist. Fiir jeden A-Modul M ist
dann die a-adische Topologie hausdorffsch, d.h. 72 ,;a" M = 0.

Kor. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring. Fiir jeden endlich
erzeugten A-Modul ist die a-adische Topologie hausdorffsch.

Kor. Seip C A ein Primideal in einem noeth. komm. Ring A. Dann:

ker(A — Ap) = (N { p-primére Ideale in A }.

Der assoziierte gewichtete Ring

Def. Sei A kommutativ, a C A ein Ideal. Der assoziierte
gewichtete Ring zur a-adischen Filtrierung von A ist

Galt) == Ga(A,1) == Ra(A, )/t ' Ra(A, ) =2 T (@ /am e,

Def. Sei A kommutativ, a C A ein Ideal. Sei M ein A-Modul mit
einer a-Filtrierung M,. Der assoziierte gewichtete A-Modul zur
Filtrierung Mo von M ist der Gq(t)-Modul

oo

G(Ma,t) = R(Ma, 1)/t ' R(Mao, )1 = @D (M /My y1)t"
n=0

Notation. Fiir die a-adische Filtrierung Me mit M, = a™ M
schreiben wir Gq(M,t) = G(Ma,t).

Bem. G(—,t) ist funktoriell: Fiir einen filtrierten Morphismus
¢ : M — N von filtrierten A-Moduln, d.h. Vn : ¢(My) C Ny, ist

G(o)
Prop. Fir jeden noeth. komm. Ring A und ein Ideal a C A gilt:
e Der Ring Ga(A,t) ist noethersch.
o Ga(A,t) =

e Fiir jeden endlich erzeugten A-Modul M mit einer stabilen
a-Filtrierung M, ist G(Ma,t) ein endl. erzeugter Ga(A,t)-Modul.

G(Ma,t) = G(No,t), Tt" s p(2)t".

Ga, (Aq,t) als gewichtete Ringe.

Lem. Seien A und B abelsche Gruppen mit Filtrationen Ao bzw.
Be und ¢ : A — B ein filtr. Gruppenhomomorphismus. Dann gilt: Ist
G(p) : G(Aa,t) = G(Bs,t) injektiv/surjektiv, so auch ¢ : A — B.

Prop. Sei A kommutativ und a C A ein Ideal. Sei M ein bzgl. der
a-adischen Topol. vollstdndiger A-Modul mit einer a-Filtration Ma,,
deren Topologie hausdorffsch ist (d.h. N2 M, = 0). Angenommen,
G(Ma,t) ist als Ga(A, t)-Modul endlich erzeugt. Dann ist M ein
endlich erzeugter A-Modul.

Kor. In der Situation vom letzten Satz sei G(Ma,t) sogar ein
noetherscher Go(A, t)-Modul. Dann ist M ein noetherscher A-Modul.

Satz. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Fiir jedes Ideal a
von A ist Ay noethersch.

Folgerung. Fiir jeden noetherschen komm. Ring A ist der Potenz-
reihenring A[X1,...,X,] als Vervollstindigung von A[X1,..., Xn]
bzgl. der (X1, ..., Xn)-adischen Topologie vollstindig.



Dimensionstheorie

Hilbertfunktionen
Sei A = @ A, ein noetherscher gewichteter kommutativer Ring.
neN

(Dann ist A als Ag-Algebra endlich erzeugt.) Sei A eine Z-wertige
additive Funktion auf der Klasse aller endlich erzeugten Ap-Moduln.

Prop. Sei M = @ eNMn ein endlich erz. gewichteter A-Modul.
n
Dann ist M, fir alle n € N ein endlich erzeugter Ag-Modul.

Def. Die Poincarésche Reihe eines gewichteten endlich erzeugten
A-Modul M ist

A(M, t) = i::OA(Mn)t" e Z[4].

Satz (Hilbert-Serre). Fiir jeden endl. erz. gewichteten
A-Modul M ist dann A(M,t) eine rationale Funktion der Form
S
AM,t)=ft)- [TQ—t*)"!  mit f € Z[t], und k; € N,
i=1

Def. Die Polordnung von A(M,t) an ¢t = 1 heifit GroBe dy (M)
von M zu A

Prop. Angenommen, A wird als Ag-Algebra von A; erzeugt.
Sei M ein endlich erzeugter gewichteter A-Modul.
Dann existiert ein p € Q[n] vom Grad deg(p) = dx(M,t) — 1 mit

INeN:Vn>N : A(Mn) =pn).

Bem. Insbesondere nimmt p(n) fiir n > N nur ganzzahlige Werte an
und ist damit ein numerisches Polynom.

Prop. Sei M ein endlich erzeugter gewichteter A-Modul.
Ist x € Ay, k € N, reguldr in M,d.h. VmeM : am=0 — m= 0,
so gilt dy(M/zM) =d (M) — 1.

Bsp. Ist Ag ein artinscher Ring, so ist die Lénge £ von Ag-Moduln
eine additive Funktion auf der Klasse der endlich erz. Ap-Moduln.
Fiir den gew. Ring A = Ap[X1, ..., Xs] wird A, als Ap-Modul frei
von den Monomen X< mit o € N°, |a| = n, erzeugt. Somit

UAn) = Hae N [lo =n} = (*T" 1),

s—1
Mit Taylorentwicklung folgt £(A,t) = ﬁ

Prop. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring.

Sei g ein m-priméres Ideal, das von minimal s Elementen erz. wird.
Sei M ein endlich erzeugter A-Modul mit einer stabilen g-Filtration.
Dann gibt es genau ein Polynom Xé\/[' € Q[n] mit deg Xé\/[' < sund

INEN:Vn>N : {(M/My,) = x§" (n).
N—_——r
=3 r (M /Myy)

Def. Xéu' heift charakteristisches Polynom von q iiber M,.

Beweisidee. Existenz: X;V[' ist die bestimmte Summe (im Sinne der
Differenzenrechnung) des Polynoms p(n) € Q[n] mit
INEN:Vn>N: A\M?*/M" 1) =p(n).

Bem. Dabei hdngen Grad und Leitkoeffizient von Xéw’ nur von M
und ¢, nicht aber von der Filtrierung M, ab.

Notation. Im Falle der g-adischen Filtration Ae von M = A heif}t
Xq = X?‘ charakteristisches Polynom von (.

Bem. Betrachte das char. Polynom xm des maximalen Ideals m in
einem noeth. lokalen Ring A. Nach einer fritheren Prop. besitzt das
Polynom p(n) aus der Beweisidee zur letzten Prop. den Grad
(dA(Gm(A,t)) —1). Somit hat xm den Grad deg(xm) = dA(Gm(A4,1)).

Def. dj(A) :=degxm = da(Gm(A,t)) heift GroBe des lokalen
noetherschen Rings (A, m).

Prop. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring und q ein
m-priméres Ideal. Dann ist deg xq = deg xm.

Dimensionstheorie noetherscher lokaler Ringe
Prop. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring und ¢ ein
m-priméres Ideal. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Sei x € A
regulidr in M und M" = M/xM. Dann gilt deg Xéwll < deg X[IIVI —1.
Satz (Dimensionssatz). Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring.
Dann sind folgende Groéflen gleich:

e die maximale Linge dim A von Primidealketten in A,

o der Grad d(A) des charakteristischen Polynoms xm von A und

e die minimale Anzahl §(A) von Erzeugern m-primérer Ideale von A

Kor. Sei (A, m, F') ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist
dim A < dimp m/m?.

Kor. Sei A ein komm. noetherscher Ring. Seien z1,...,z, € A.
Ist p ein minimales Primideal mit p D (z1,...,zr), so gilt htp < r.

Kor (Krulls Hauptidealsatz). Sei A ein kommutativer
noetherscher Ring und = € A regulér. Sei p C A ein mit der
Eigenschaft p O (z) minimales Primideal. Dann gilt htp = 1.

Kor. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring und x € m regulir.
Dann gilt dim A/(z) = dim A — 1.

Kor. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring und A seine m-adische
Vervollstdndigung. Dann gilt dim A = dim A.

Def. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring mit dim A = d.
Ein Parametersystem fiir A ist eine d elementige Menge von
Erzeugern eines m-priméren Ideals von A.

Prop. Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring. Sei {z1,..
Parametersystem fiir A mit erzeugten Ideal q :== (z1, ...
Ist f € A[X1,...,X4] homogen vom Grad s mit
flz1,...,xzq) € ¢°T1, so folgt f € m[X1,..., Xq].

Kor. Sei K ein Kérper und (A, m) eine lokale K-Algebra, sodass K
isomorph auf A/m abgebildet wird. Ist {z1,...,z4} ein Parameter-
system fiir A, so sind z1,..., x4 algebraisch unabhingig iiber K.

.,xq} ein
s Td)-

Regulire lokale Ringe

Lem/Def. Ein noeth. lokaler Ring (A, m, F') der Dimension d heif}t
regulér, falls er folgende dquivalente Eigenschaften besitzt:

o Gn(At) 2 F[Xy,..
e Fiir die Dim. des Zarisk. Kotangentialraums gilt dimz m? /m = d.

., X4] als gewichtete F-Algebren.

e Es ex. ein Parametersystem {z1,...,24} von A mit (z1,...,z4)=m.
Lem. Regulédre lokale Ringe sind Integritdtsbereiche.

Prop. Sei (4,m) ein noeth. lokaler Ring. Wir wissen, dass dann
auch die m-adische Vervollstdndigung (A, m) ein lokaler Ring ist.
Es gilt: (A, m) ist genau dann reguldr, wenn (A, m) regulir ist.

Bsp. Sei K ein Kérper und (A, m, F') eine regulire lok. K-Algebra,
sodass K isomorph auf F' abgebildet wird. Sei d := dim A.
Dann gilt Gm(A4,t) 2 K[X1,...,X4] und somit A =2 K[X1,...,Xq4].
Bsp. Sei K ein Kérper und m = (X1 — z1,..., X4 — z4) ein max.
Ideal in A := K[X1,...,X4]. Dann ist Ay ein reguldrer lokaler Ring.

Transzendente Dimension

Def. Sei L D K eine Korpererweiterung. Eine Transzendenzbasis
von L iiber K ist eine max. Menge von iiber K algebraisch unabh.
Elementen in L. Der Transzendenzgrad der Korpererweiterung

L D K ist die Lange einer Transzendenzbasis von L iiber K.

Situation. Sei K ein Korper und A eine endlich erzeugte
K-Algebra, welche ein Integritétsbereich ist.

Def. Die (transzendente) Dimension trdimg A von A iiber K
ist der Transzendenzgrad der Korpererweiterung K(A) D K, wobei
K (A) der Quotientenkdrper von A ist.

Bsp. trdimg K[X1,..

.y Xn] = Transz’grad von K(X1,...,Xn)=n

Satz. Fiir alle maximalen Ideale m C A gilt:
dim A = dim Ay, = trdimg A.
Satz. Fiur alle Primideale p C A gilt htp 4 depthp = dim A.
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