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Endliche Markovketten

Setting. Sei E # () eine héchstens abzéhlbare Menge, die
Zustandsmenge. Eine stochastische Matrix II auf F ist geg. durch
eine Abbildung p: E x E — [0, 1] mit

>yepp(®y) =1 VzeE.
Def. Fiir einen Vektor w: E — R ist wll : E — R definiert durch

(wl)(z) = 3. epm(2) - p(2, ).
(Annahme dabei: Y7, p|7(2)] - p(z,2) < oo fiir alle x € E.)

Def. Eine Folge von ZVn {X, € E} heifit Markovkette auf E mit
Ubergangsmatriz p, falls fir alle n > 1 und zo,...,zpn4+1 € E gilt:

]P(Xn+1 = Tn+1 | Xo=z0,..-,Xn = xn)
= ]P(Xn+1 = Tn41 |Xn = En) = P(xn+1vzn)

Interpretation. Bei gegebener Gegenwart X, = z, ist die Zukunft
Xn+1 unabhéngig von der Vergangenheit.

Bem. Die Verteilung der ganzen Folge {X,,} ist durch die Verteilung
von X (Startverteilung) und durch p eindeutig bestimmt:

, Xn = xpn) =P(Xo = w0) - szlp(xn—lvxn)

Gibt 7o : E — [0, 1] die Startverteilung an, und 7, die Verteilung
nach dem n-ten Schritt fiir n > 1, so gilt

P(Xo = zo, . ..

Ty = moll™.
Def. Firn € Nund z,y € F ist
Pl (@, y) = B(Xp = y| Xo = x)
die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit von z nach y.

Lem (Kolmogorov-Chapman-Gleichung).
Fir 6,k e N, z,y € E gilt

p(k+[) ('7:7 y) = Zngp(k) (.T, Z)p(E) (Z7 y)
Bem. Bekannte Spezialfille:

Vorwirtsgleichung:  p* ) (z,y) = 3. p™ (2, 2)p(2, )
Riickwirtsgleichung:  p®*+tY (z,y) = > .cep(z, 2)p®) (z,7)

Def. Eine Verteilung 7 heifit stationér, falls 7 = =1L

Satz. Sei {Xn} eine Markovkette auf einem endl. Zustandsraum E
mit der Ubergangsmatrix II. Dann sind dquivalent:

e Es gibt ein ng > 1 mit Va,y € E : p™0)(z,y) > 0.
e Es existiert ein 7 : E — (0, 1] mit

n—oo

P (z,y) =5 w(y) Va,y € E.

In diesem Fall ist 7 die einzige stationédre Verteilung.
Die Konvergenz ist exponentiell schnell:

‘p(n) (z,y) — m(y)| < Ce™ ™ fiir Konstanten C,a > 0.

Desweiteren gilt unabhingig von der Startverteilung

n—oo

P(Xn =y) —— 7(y) Vy€eE.

Beweisidee. Def. Folgen {mgn)}neN und {M;n)}nEN fiir j € E durch
m;n> = min;e gp'™ (4, §), M;n) = max;e gp™ (i, §).

Dann ist {mgn)} monoton steigend und {M](.n)}neN monoton

(

fallend, also konvergent gegen m joo) bzw. M}oo>. AuBlerdem kann
man zeigen:

(n+no) (n+m0) (n) (n)
M; —m; <A-e€) - (M7 —m; ),

wobei € := mini’jeEp("O)(i,j). Somit gilt m§.°°) = M;Oo) und nach
dem Sandwichsatz konvergieren alle p(") (%,7)-

Achtung. Stationire Verteil. kénnen ohne Konvergenz existieren!
Satz. FallsVz,y€ E : p<”0>(x, y) > 0 fiir ein ng € N, so gilt

P

Bem. Eine Ubergangsmatrix heift doppelt stochastisch, falls
ZyeEp(z,y) =1Vy€E und ZzeEp(x,y) =1Vze€E.

Fiir jede solche Ubergangsmatrix auf einem endlichen Raum ist die
uniforme Verteilung stationér.

Bem (Paradox von Parrondo). Es gibt zwei Gliicksspiele, bei
denen man fast-sicher irgendwann all sein Geld verliert, dies aber
nicht der Fall ist, falls man sie abwechselnd spielt! Diese Gliicksspiele
kann man als Markovketten modellieren, wobei der aktuelle Zustand
durch die Anzahl an Euros im Besitz des Spielers gegeben ist.

Abzihlbare Markovketten

Notation. Sei im Folgenden {Z,} eine Markovkette auf einem
abzéhlbaren Zustandsraum E.

Def. Fiir z € E und n € N def. die ZV 7\") € NU {oo} ind. durch

V= inf {n>0|2Z, ==z},
7= inf {n> k=1 | Zn =a}, k> 1.

(Beachte: 7$¥) ist eine messbare Abbildung.)

Bem. F(z,y) >0 <= In>1: p(">(x,y) >0
Bem. Ferner gilt {ngk) =n} €o0(Zo,Z1,...,2Zn).

Def. Fiir ¢,y € E sei F(z,y) = P(Ty(l) <oo|Zg==x)

Lem. Fiir alle z,y € E und k£ > 1 gilt
P(r{?) < oo | Zo = x) = F(z,y) - F(y,y)* .
Bem. Mit ((y) = Y32, 1{Z; = y} gilt {7\ <oo} = {€ > k}.

Def. Ein Zustand x € F heifit
e absorbierend, falls p(z,z) =1,
e rekurrent, falls F(z,2) =1 und
e transient, falls F(z,z) < 1.

Bem. Absorbierende Zustinde sind rekurrent.

Bsp. In der Markovkette

1 p p p
o o7 Yo e ..
1—p 1—p 1—p 1—-p

ist (0) genau dann rekurrent, falls p < 1/2, ansonsten transient.
Def. Die Anzahl der Besuche in y € E ist
() =372k =y}
Die Green’sche Funktion von {Z,} ist G : E X E — [0, co] mit
Gz, y) =E(l(y) | Zo = x).

Bem. G(z,y) = EGZo1{Zk =y} |20 =2)
= YitoP(Zr=y|Zo=1)
= bay + 25210 (2, y).
Satz. Fiir alle z,y € F gilt
F(x, 1— F(y, falls x R
Gla,y) :{ (z,9)/( (v v)) sfy
1/(1 - F(y,y)) falls z = y.
Kor. z ist rekurrent <= G(z,z) = oo
Lem. Ist F(z,y) € (0,1), so ist « nicht rekurrent.
Satz. Ist # € E rekurrent und F(z,y) > 0, so ist y auch rekurrent
und F(z,y) = F(y,z) = 1.
Satz. Es sind dquivalent:
e 2 ist rekurrent
o Flz,z)=1 e Vye E : F(z,y) € {0,1}
e G(z,x) =00 e Vye E : G(z,y) € {0,00}

Def. {Z,} heifit irreduzibel, falls Va,y € E : F(z,y) > 0.

Satz. Sei {Z,} irreduzibel. Dann sind entweder alle Zusténde
rekurrent oder alle Zusténde transient.

Satz. Irreduzible Ketten auf endlichen Rdumen sind rekurrent.
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Rekurrenz und Transienz von Irrfahrten
Situation. {Z,} ist eine Irrfahrt auf Z¢, d.h.

p(z,y) = p(0,y — z) =: q(y — ).
Mit and. Worten: Die Zuwdchse {Zn — Zn—1}n>1 sind i.i.d. ZVn.

Bsp. Einfache Irrfahrt auf Z:  p(0,1) =p, p(0,—-1)=¢=1—pIn
diesem Fall kann man die Green’sche Funktion exakt berechnen:

G(z,z)=...=1/]2p— 1|
Satz. Sei {Z,} eine Irrfahrt auf Z mit

> zezlrlp(0,2) < oo
{Zn} ist rekurrent <= >, xp(0,x) = 0.

E|Z1 — Zo| =
Dann gilt:
Def. Die einfache symmetrische Irrfahrt auf 7% ist die
translationsinvariante Markovkette mit

p(0,%e;) = o5 firi=1,....d.

Bem. Fiir einfache symmetrische Irrfahrten gilt:
(271)! —2n
~(2d)

ki,ookgen (kD)2 (kq!)

k1+4...+kg=n
Mit der Stirling’schen

(Qn) 2n]
ﬁ' Somlt gilt Zflozop(zn)(o, 0) = o0

PP (z,2) =

Fiir d = 2 gilt p(?™(0,0) =
Formel folgt p(*™)(0,0) ~

Fazit. Die zweidimensionale einfache symm. Irrfahrt ist rekurrent.
Resultat. Fiir einfache symm. Irrfahrten auf z? gilt

p(Q”) (0,0) < C’d/nd/2 fiir eine Konstante Cy > 0.
Somit ist die einfache Irrfahrt transient fiir alle d > 3.

Def. o(t) == Zzezdei(t'z)p(ﬂ, x)  fiir t € RY

Bem. Da die Zuwiichse {Z,, — Z,,—1} i.1.d. sind, gilt

Sz €M (0,2) = (), n>1

Inversionsformel:  p\™(0,z) = J e~ P o (1) dt

%
(27) ()
Satz. Fiir jede Irrfahrt {Z,} auf Z% gilt

lim [ dRe(#M)dt =0
)

G(0,0) = (er )d A

Bsp. Fiir die einfache symm. Irrfahrt {Z,,} auf Z% ist
() = 132, cos(ty).
Mit der Ungleichung 1 — cos(u) > cou? fiir alle u € [—m, 7] folgt

o(t)
1
T—Ae()

co |t‘2
It| =2

IN IV

=

)\co
Die Funktion [t|=2 ist Vd > 3 auf [, 7)? integrierbar. Somit:
Satz. Jede irreduzible Irrfahrt auf Z¢ mit d > 3 ist transient.

Bsp. Sei {Z,} eine Irrfahrt auf Z mit p(0,z) = p(0, —z). Gelte

z%p(0,z) 2222 ¢ € (0, 00)

fiir ein @ > 1. Dann ist

o0 t o0
— (1) = 51— cos(nt)p(0,n) wnd T=E = Fpnlp(0. )l ()
mit f(z) = (1 — cos(x))/|z|*. AuBerdem ist |n|*p(0,n) = c+ €n,
wobei €, — 0 fiir [n| — co. Es folgt

O E s £

n=—oo

enltlf (nt).
Fiir t — 0 hat man

5 |t|f(nt)ﬁjfof(a:)d:v und 3> enltlf(nt) = 0.

n=-—oo n=-—oo

Es folgt fiir a < 3:

50 Jefa—1

Folglich ist 1/(1 — o(t)) fiir
e o < 2 integrierbar und somit {Z,} transient und fiir
e o =2 in der Umg. von 0 nicht int’bar und damit {Z,} rekurrent.

Fiir a > 2 ist > |z|p(0,2) < oo und somit ist die Irrfahrt rekurrent,
da der Erwartungswert der Zuwéchse null ist.

Erneuerungstheorie

Situation. Seien {X}};>1 unabhingige ZVn mit Werten in No und
P(X}y > 1) >0, wobei {X}}1>2 identisch vert. sind. Dann definiert

Zn =3 =1 Xk

eine Irrfahrt {Zn }, >0 mit nicht-negativen Zuwichsen auf Z.
Setze py == P(X2 = k) fiir k > 0. Wir nehmen an, dass

a = E[Xo] = 3272 kpy € (0,00).
Ziel. Untersuche das asympt. Verhalten von G(0, z).
Def. Die erzeugende Funktion einer Folge {ay} ist
A(s) = >0 pans™.

Rechnung. Def. g, == %Z;’;kpj fiir K > 1. Dann ist > 72 g, = 1.
Sei X1 eine ZV mit P(X1 = k) = g, k > 1. Setze

f(s) = XRlimes® =E[s*2],  |s| <1
9s) = Rlias” =E[sM1], |5 <1
P(s) = >32,G(0,z)s” [s| <1
Dann gilt fiir |s| < 1:
U(s) = 3R219(8) ()1 = g(s)/(1 = f(s))
AufBlerdem gilt:
0(s) = 21— f)T208" = oy (L ()

Es folgt ¥(s) = . Somit ist G(0,z) = %

zla

Satz. Angenommen, ggT{k|pr > 0} = 1. Dann gilt fiir jede
Verteilung von X7, dass

G(0,z) 2= 1,

a
Def. Seien {X}},>1 unabhingige, nichtneg. ZVn und seien
{Xk}r>2 identisch verteilt. Setze Z, = Y ;\_; X. Dann heifit

n(t) =
H(T) =

min{k > 1|Z; >t} Erneuerungsprozess und
E[n(t)] Erneuerungsfunktion.

Falls X nur Werte aus N annimmt, so kénnen wir das Verhalten

von H(t) — H(t — 1) wie folgt beschreiben:
o0 o0
H(t) = E[n(t)] = Z P(n(t) > k) = Z P(Zy <t)
= H(t) - H(t—1) = z P(Zi = 1) T 1/B[Xa].
Def. ~(t) = t—2Z,4)-1 >0 heifit Undershoot,
x(t) = Zyp —t>0 heiBt Overshoot.
Satz. Sind die Bedingungen des letzten Satzes erfiillt, so gilt

P(y(t) =4, x(t) = J) tooo, Pitj

fir alles > 0,5 > 1.

E[X2]
Kor. P(y(t) =1) too0 %Zl?;i-upk fiir ¢ > 0,
Pix(t)=j) =% iy pe  firj>0



Positive Rekurrenz

Def. z € E heifit positiv rekurrent, falls ]E[ngl)\Zo =z] < 0.

Ist « rekurrent, aber nicht pos. rekurrent, so heifit £ nullrekurrent.

Bem. positive Rekurrenz = Rekurrenz

Lem. Sei z ein positiv rekurrenter Zustand.
Ist F(z,y) > 0, so ist auch y positiv rekurrent.

Kor. Ist {Z,} irreduzibel und zg € E positiv rekurrent, so gilt:
e alle Zustidnde sind positiv rekurrent

o m(z,y) = ]E[7'7§1>\Z0 =] < oo fiir alle z,y € E

Def. Die Zahl d, := ggT{n > 1|p(™ (z,z) > 0} heift Periode

von z. Falls d = d, fiir alle z € E, so heifit d Periode der Kette {Zy,}.

Lem. Ist {Z,} irreduzibel, so gilt d = dy fiir alle z,y € E.
Satz. Es gibt eine Familie {my € R>o},cE, sodass
Va,y € B : p™(z,y) =25 7y

genau dann, wenn

e {Z,} irreduzibel und

e aperiodisch (d.h. d = 1) ist und

e ein xo existiert, sodass m(xo, o) < 0.

Die Folge {7y }ycE ist die eindeutige Lésung zu

Y yeplPyl < oo
EyEEwy =1
Y wepTap(z,y) =y fir alley € B

Es gilt my = 1/m(y,y).

Def. Eine Verteilung {pq}ocp auf E heifit stationér, falls
He =3, cphyp(y,z) firallez € B (kurz: p = pP).
Bem. Fiir eine stationdre Verteilung {uz }zcr gilt

fr = ZyeE“yp(n)(y7 z) firallex € Eund n € N.

Lem. Sei z ein positiv rekurrenter Zustand. Dann definiert
T,(l) -1

N 1 »
/1,5,") =—7E| > Zo==x
m(xzm) k=0

fiir alle y € E eine stationdre Verteilung {,ugc)}yeE.

H{Z =y}

Satz. Sei {Z,} eine irreduzible Kette. Dann gilt:
{Z,} ist pos. rekurrent <= {Z,} hat eine stationére Verteilung.

In diesem Fall ist die stationédre Verteilung eindeutig.

Satz. Eine irreduzible Kette auf einem endlichen Zustandsraum ist
immer positiv rekurrent. Ferner existieren C' > 0 und ¢ € (0,1) mit

P(‘rzgl) >n|Zo=xz)<Cq¢" furallen>1undz,y€E.

Satz (Ergodizitét). Sei {Z,} irreduzibel und positiv rekurrent.
Sei f: E— R integrierbar beziiglich der stationidren Verteilung
{mz}, d.-h. 3o cplf()|me < co. Dann gilt

n—1
LY f(z) = 3 f@)m
k=0 zeE

Beweisskizze. Fiir f(y) := 1{y = xo}: Betrachte die i.i.d. ZVen

X = 'r;];) - ’T;§71>. Nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen gilt

Too/m=(X1+ ...+ Xn)/n —= m(zo,zo) fast sicher.
n oo
Dies ist dquivalent zu > 5 _; 1{X} = x0} — 1/m(=zo, zo) fast sicher.

Bsp. Fir f(y) := 1{y = zo} fiir eine zg € E erhalten wir

1 f
= H{Zy =20} ——— Tagy,
n—
k=0
n—1
1 k
e - p*) (2, z0) —— Tz
n—oo

Lem. Sei {Z,} eine irreduzible Kette mit der Periode d > 1.
Fiir jedes x € E existiert ein m, > 1 mit

P(Md) (z,z) >0 fiir alle m > mg.

Prop. Sei {Z,} irreduzibel und periodisch mit d > 1.
Dann existieren paarweise disjunkte Co,C1,...,Cq_1 C E mit
CoU...UCy_1 = E und

{ye Elz € Ci,p(z,y) > 0} = Cli41)%4-

In anderen Worten: Die Mengen C; werden zyklisch besucht.
Bem. Die Markovkette {Z,,q}m>0 ist nicht irreduzibel (fiir d > 1)

aber die Restriktion auf jedes Cj ist irreduzibel und auflerdem
aperiodisch. Mit dem Ergodensatz erhalten wir

p(7md) (z,y) —= d/m(y,y) fir alle z,y € C;

Falls € Co und wir wollen p(™4+7)(

y € Cyr zu betrachten. Definiere

z,y) berechnen, so reicht es

(1)

Fr(z,y) = P(T@Sl) < 00, Ty r (modd) | Zp = x)

Es gilt dann:

(md+r) (

Martingale
Setting. Sei im Folgenden (2, F, P) ein Mafiraum.

Def. Eine wachsende Folge 7y C F;1 C ... von o-Algebren heifit
Filtration. Eine Folge von ZVn {My} heifit adaptiert an die
Filtration {F,}, falls M,, Fpn-messbar ist fiir jedes n > 0.

Def. Sei X eine ZV mit E[|X|] < co. Eine ZVe X heifit bedingte

Erwartung von X bzgl. einer o-Alg. A, falls sie A-messbar ist u.
E[X14] =E[X1,4] firalle A € A.

Def. Eine {F, }-adapt. Folge { My} mit Vn : E[|My|] < co heifit

Martingal
Submartingal
Supermartingal

} falls E[Mn+1|]:n]{

INIV I

}Mn Vn > 0.

Bem. o {My} ist Submartingal <= {—M,} ist Supermartingal
o {My} ist Martingal <= {M,} ist Super- und Submartingal
Bem. Martingal-Strategie fiir wdh. Werfen einer fairen Miinze:

e 1. Runde: Einsatz = 1 Euro, bei Gewinn Ausstieg

e 2. Runde: Einsatz = 2 Euro, bei Gewinn Ausstieg, ...

e n. Runde: Einsatz = 2" ! Euro, bei Gewinn Ausstieg

Es gilt: T' = inf{n > 1| n-te Runde ist gewonnen} < oo fast sicher,
der Gewinn ist 1 Euro.

Bsp. Seien {X;} unabh. ZVn mit E[X;] = 0 for alle ¢ > 0. Sei
M, = X1 + ...+ Xp. Dann ist {M,} ein Martingal bzgl. der
Filtration {Fn} mit Fpn = 0(X1,...,Xn).

Def. Fiir eine Folge {My} von ZVn heiit {o (Mo, My, ...
natiirliche Filtration.

) Mn)}nzo

Def. {My} ist Martingal :<=- {My} ist Martingal bzgl.
der natiirlichen Filtration

Lem. Ist {M,} ein Submartingal, so gilt E[M; 1] > E[M;].
Lem. Sei {M,} ein Martingal bzgl. {F,}. Dann gilt:

fiir alle i < n.

Lem. Sei {My} ein Martingal bzgl. {F,} und sei ¢ eine konvexe
messbare Funktion. Falls E[|¢(My)|] < oo fiir alle n > 1, so ist die
Folge {p(Mn)}n>0 ein Submartingal bzgl. {Fy}

Bem. Die Aussage des vorh. Lemmas gilt auch, falls { My, } nur ein
Submartingal, dafiir aber ¢ zusédtzlich monoton wachsend ist.

Bsp. {M,} Martingal = M2, M, , |M,| Submartingale



Bsp. Ein Anleger kauft Hy Aktien einer Firma. Es sei W der Wert
der Aktien beim Kauf, Y;, der Kurs der Aktie n Tage nach dem
Kauf und H,, die Anzahl der Aktien n Tage nach dem Kauf.
Forderung: Hy, soll o(Yp, ..., Y,_1)-messbar sein. Sei Wy, der Wert
der Aktien n Tage nach dem Kauf. Es gilt

Wn = Wn—l + Hn(Yn - Yn—l) = WO + Z?lez(sz - Yvifl)
Falls {Y»} ein Martingal ist, so gilt

E[Wn41|Fn]
- Wn + IE[HTL+1(Y’)’L+1 - Yn)|]:n]
= Wn + Hn+lE[Yn+1 - Yn‘}—n]
= Wn + Hn+1(E[Yn+1‘]:n] - Yn)
= Wy (bzw. > W, fiir Sub- und < W, fiir Supermartingale).

Fazit: Mit Handelsstrategie kann man keine Anlage verbessern.

Def. Eine Folge {Hn}nzl heifit pravisibel, falls H,, F,_1-messbar
ist fiir alle n > 1. Definiere {H - Y}, durch

(H . Y)n = ?:1Hi(Yi - Yz‘—1)

Satz. Sei {Y,} ein Supermartingal und sei {Hy, } prévisibel jeweils
bzgl. der Filtration {Fy}. Falls H, € [0,Cy] fiir Konstanten {Cy, },
so ist {(H - Y)n} auch ein Supermartingal.

Bem. Man kann den Satz fiir Submartingale und Martingale
formulieren. Fiir Martingale reicht es anzunehmen, dass |Hyn| < Ch,.

Def. Eine Abb. T': Q@ — N U {oo} heifit Stoppzeit bzgl. {F,}, falls

{T'=n} e F, firallen>0.

Bsp. Sei {My} eine Folge von ZVn und sei A € B(R). Dann ist
T = inf{n > 0| M,, € A} eine Stoppzeit bzgl. {c(Mo, ..., Mn)}n.

Satz (Optional Stopping Theorem 1).
Ist {My} ein (Sub-/Super-) Martingal und T eine Stoppzeit,
50 ist {Mpin(7,n)} auch ein (Sub-/Super-) Martingal.

Fast sichere Konvergenz

Sei {Mp,} eine Folge von ZVn und a < b reelle Zahlen. Definiere
Ng = 71,
Nop—1 = inf{n > Nog_o | My, < a},
Noy, inf{n > Noj_1 | My > b}.

Die Anzahl der Aufkreuzungen ist dann
Up = max{k| Nox < n}.

Satz (Doob’sche Aufkreuzungsungleichung).
Ist {My} ein Submartingal, so gilt fiir alle a < b und alle n > 1:

E[Un] < (E[(Mn — a)*] = E[(Mo — a)*])/(b — a).

Beweisskizze. Def. Submartingal {Y; } durch Y, := max{a, Mn}.
Sei {Hm} Folge mit Hy, == 1{3k : Nox_1 < m < Noi}. Dann gilt
(H-Y)p >Upn - (b—a).
Die Aussage folgt nun zusammen mit der Abschéitzung
E[(H - Y)a] = E[Ya — Yo] — E[((1 — H) - Y)n] < E[Vs — Yo].
Satz (Martingalkonvergenzsatz).

Sei {M,} ein Submartingal mit sup,,~oE[M;"] < co. Dann existiert
eine ZV Moo mit E[|Mso|] < co sodass My, — My fast-sicher.

Beweisskizze. Aus der Aufkreuzungsungleichung folgt, dass
P(limp—ooUn < 00) =1 (unabh. von a und b). Somit ist

P(Ugpeq{liminf, oo My < a < b < limsup,,_, Mn}) = 0.

Dies ist dquivalent dazu, dass { My} fast-iiberall konvergiert.

Bsp (Polya-Urne). Urne mit b blauen und r roten Kugeln. In jeder
Runde wird eine Kugel gezogen und mit einer weiteren Kugel
gleicher Farbe zuriickgelegt. Sei R, die Anzahl von zugefiigten roten
Kugeln nach n Runden.
Man kann zeigen: {Mp = (r+ Rn)/(r+b+n)}n>0 ist ein Martingal.
AuBerdem gilt sup E[M;}] <1 Nach dem vorherigen Satz gilt also
My, — Mxo fast-sicher. Man kann zeigen, dass M« ~ Beta(r,b),
fre (x) =

$r71(1 _ $)b71.

B(r,b)
Kor. Sei {M,} ein nichtnegatives Supermartingal.

Dann existiert M~ € L1 mit M,, - My fast-sicher.

Martingalungleichungen

Satz (Optional Stopping Theorem 2).
Sei {Mp} ein Submartingal und sei T' eine Stoppzeit bzgl. derselben
Filtration mit P(T < N) =1 fiir ein N > 1. Dann gilt:

E[Mo] < E[Mr] < E[My].
Satz (Doob’sche Ungleichung).
Sei {My} ein Submartingal. Setze M,: := max{Mi, ..., My,}. Dann:
X P(My; > \) <E[Mp1{M; > \}] <E[M,]].
Beweis. Definiere disjunkte Mengen Fi, ..., F, durch
Fp={Mi <X\ ...,Mgx_1 <\ Mg > A} € Fn.
Summieren folg. Ungleichung fiir k = 1,...,n liefert Behauptung:
A -P(My > N) SE[My - 1{My, > A} <E[My, - 1{M > \}].
Bem. Die Doob’sche Ungl. verbessert die Markov-Ungleichung.

Kor (Kolmogorov-Ungleichung). Seien {X;} unabh. ZVn mit
E[X;] = 0 und E[X?] < co. Setze S, = X1 + ... + X},. Dann gilt:

P(max|Sk| > A) < Var(Sn)/A%.

Satz. Ist {M,} ein Submartingal, dann gilt fiir jedes p € (1, c0):
El(max MY )] < (p/(p — )E{(M;)]

Kor. Sei {My,} ein Martingal. Dann gilt fiir jedes p € (1, 00):
El(max|Mcl)?) < (v/(p — 1)7E[|Mq 7]

Gleichgradige Integrierbarkeit, Konvergenz in L'

Satz. Sei {My} ein Martingal mit sup,, > E[|Mn|P] < oo fiir ein

p > 1. Dann konvergiert M,, fast-sicher und in LP.

Def. Eine Familie {X;};cs heit gleichgradig integrierbar, falls
Ve>0:3IM>0:Viel: B|Xilyx,>my] <e

Lem. Sei (2, F, P) ein Wkts-Raum, X € L1(Q, F, P) und {A;}icr

die Famile aller o-Subalgebren von F.
Dann ist die Familie {E[X|.A;]};cr gleichgradig integrierbar.

Lem. Sei {F,} eine Filtration und X € L!. Dann ist {M,} mit
My, = E[X|Fy] ein gleichgradig integrierbares Martingal.

Satz. Fiir jedes Martingal {M,,} (bzgl. {Fn}) sind dquivalent:
{My} ist gleichgradig integrierbar

{M,} konvergiert fast sicher und in L*
{M,} konvergiert in L'
IMeL! :Vn>0: M, =E[M|F,] fs.

Satz (Lévy’s ‘Upward’ Thm). Sei € € LY(Q, F,P) und {F,} eine
Filtration. Setze Foo = 0(UpeoFr) und M, = E[¢|F,]. Dann gilt
fiir das gleichmifig beschriinkte Martingal { My, }:

M, —— E[¢| Foo] fast-sicher und in L.
n—oo

Kor (Kolmogorow’s 0-1-Gesetz). Seien {X;} unabh. ZVn und
T = Np>10(Xn, Xnt1,...) die termin. o-Algebra. Dann folgt fiir
alle A € 7, dass 14 = P(A) f.s. und somit P(A) € {0,1}.

Bsp. Betrachte eine Lipschitz-stetige Funktion f : [0,1) — R. Setze
Xn SR (k= 1)/2"L[(k — 1)/2" k/2"),
Mnp, 2n(f(Xn +1/2n) _f(Xn))

Dies sind ZVn auf Q = [0,1) mit dem Lebesgue-MaB. Dann ist {My}
ein gleichgradig integrierbares Martingal. Somit gibt es ein M € Lt

mit M, 222 M fast-sicher und in L'. Es gilt dann

F(@) = f(0) = [M(t)dt firalle e € [0,1).
0

Optional Stopping Theorem

Satz. Sei T eine Stoppzeit. Falls

o {M,} ein gleichgradig integrierbares Submartingal ist oder

e E[|Mr|] < oo und {M,1{T > n}} gleichgradig integrierbar sind,
so ist die Folge { M1, } ebenfalls gleichgradig integrierbar.

Satz. Sei {My} ein gleichgradig integrierbares Submartingal.
Dann gilt fir jede Stoppzeit T':

E[Mo] < E[MT] < E[M].
Satz (Optional Stopping Theorem 3).

Seien S < T zwei Stoppzeiten. Ist {Mra,} ein gleichgradig
integrierbares Submartingal, so gilt

Mg < E[Mr|Fs].



Rekurrenz/Transienz mit Martingaltheorie

Rekurrenz/Transienz von Folgen nichtneg. ZVn
Setting. Sei {Y,} eine Folge nichtnegativer ZVn.

Def. {Y,} heiit (topologisch) rekurrent, falls
Jr >0 : P(liminfp 500 Yn <7) =1.

{Yn} heiBit (topologisch) transient, falls P(lim,—ccYn = 00) = 1.

Satz. Sei {Y,} eine Folge mit P(limsup,, , Yn = o0) = 1.
Falls ein M > 0 mit E[Yy,41|Yn = @n, ..., Yo = zo] < zyp fiir alle
Tn > M existiert, so ist {Y5} rekurrent.

Beweisskizze. Es reicht zu zeigen, dass P(Am >k : YV, < M) =1

fiir alle k € N. Sei dazu U = Vi - 1{Vs > M, ..., Ypin_1 > M}.

Dann ist {Uﬁk)}neN ein nichtnegatives Supermartingal. Somit gibt
es Ugf) mit UT(Lk) — UC(,f) fast sicher. Aus

(v >0}
Q\ {limsup,,_, o Yn = oo}

{Vm>k: Yy >M}
c (v, U c

folgt, dass P({Vm >k : Yy, > M}) =0.

Satz. Angenommen, es gibt Konstanten 7" > M > 0 mit
VneN: P(Y, <T)=1und P(limsup,, ,Yn =T) = 1 sowie
EYn+1|Yn = an,..., Yo =x0] > zn fir alle n € N und z, > M.

n—o00

Dann gilt Y,, ——— T fast-sicher.

Beweisidee. Folgt aus dem Martingalkonvergenzsatz fiir das
Submartingal {V;,} mit V3, :== max{M,Y,} < T.

Setting. Setze 7 :=inf{n >1|Y, <r} und Y, = Yonr.
Satz. Angenommen, es gibt ein € > 0 mit
E[Yni1lo(Yo,...,Yn)] < Yy —el{r >n} fiir alle n € N.
Dann gilt fiir jeden konst. Startwert Yy die Ungleichung
E[r] < Yp/e < oo.

Beweis. 0 <E[Yn,11] < Yo —e- >0 (P(t> k) <Yy —e-E[7]

Satz. Angenommen, Yy > r, E[Vy41]|0(Y0,...,Yn)] > ¥» und

IM >0 : E[|[Vyi1 — Yaullo(Yo,...,Yn)] < M fast sicher.

Dann gilt E[7] = co.

Beweisskizze. Zunichst gilt K[|V, 41 — Yn|] < M -P(7 > n) fiir alle n.

Es folgt E[Yr41] < E[Yo] + M- 3 p_oP(r > k) < E[Yo] + M - E[r].
Wire E[7] < oo, so wiirde ?n — Y- konvergieren und es wire

E[Y:] > E[Yn] > E[Yo] > r > E[Y;].

Transienz und Rekurrenz von Markovketten
Setting. Sei {Z,} eine Markovkette auf Ny. Definiere

mi(z) = E[Z1 — Zo |Zo = x] = > cpkp(x, x4+ k),
ma(z) = E[(Z1 — Zo)2 |Zo = ] = ZkeZka(a:,x + k).

Frage. Unter welchen Voraussetzungen an m1, ma ist {Z,}
(positiv) rekurrent oder transient?

Bem. Falls mq(x) < —e fiir alle > z9, so folgt positive Rekurrenz
aus dem vorletzten Satz: Die Stoppzeit 7 :== min{n > 0| Z, <r}
hat endlichen Erwartungswert fiir jedes r > xg.

Frage. Was passiert in dem Fall, wenn m1(z) von Null nicht
getrennt ist? Hier hingt vieles von ma(x) ab.

Satz. Falls es ein zg € N und ein € > 0 gibt mit
Va >xo : 2z -mi(x) + ma(x) < —¢,
so ist die Kette {Zn} positiv rekurrent.
Beweisidee. Betrachte Y, = ZZ, Dann gilt
E[Ynt1 — Ynlo(Zo, ..., Zn)] < —e auf {Y, > 22}
Somit ist {Y5} und damit auch {Z,} rekurrent.

Bsp. Angenommen, mi(z) ~ —c¢/x und ma(z) ~ 1. Dann ist
2zmi (z) + ma(z) ~ 1 — 2c. Fiir ¢ > 1/2 ist die Kette pos. rekurrent.

Satz. Sei {Z,} irred. mit |Z,4+1 — Zn| < B fast-sicher fiir alle n
und ein B > 0. Auflerdem gelte inf,ma(x) > 0.

e Falls Vz > z1 : 2ami(z) < (1 — €)ma(z), so ist {Z,} rekurrent.
e FallsVa >z : 2zmi(z) > (1 + €)ma(x), so ist {Z,} transient.

Bsp. Sei {Z,} eine einfache Irrfahrt auf Z¢ mit Z, 11 — Z, € Uy
wobei Uy = {%e1,...,+eq}, alle gleich wahrscheinlich. Wir wissen:

{Z,} ist rekurrent <= d < 2.

Dies kénnen wir auch wie folgt zeigen: Betrachte X, := || Zy||. Dann:

E[Xp41 = Xn | Zn =] =...= 25/ 4 0(1/2]?)
E[(Xn41 — Xn)?| Zn = 2] =...= 1/d+O(1/||z])

Fiir d =1 ist also
E[Xn+1 = Xn | Zn = 2] < (1 - QE[(X1 — X0)?|Z0 = 2]/ (2]l

Mit Hilfe von Y, = log(1 + X,) erhalten wir, dass { X, } rekurrent
ist. Bei d > 3 gilt

E[Xnt1 = Xn|Zn = 2] 2 (1+ OE[(X1 — X0)?|Z0 = «]/(2]2[])

Fiir d = 2 kénnen wir den vorh. Satz leider nicht benutzen.
Man kann den Satz aber verbessern, sodass aus

2zmy(z) < (1+ lzgi)mz(w)

schon Rekurrenz folgt.

Rekurrenz / Transienz mit Lyapunov-Fktn

Lem. Sei {Z,} eine irreduzible abzihlbare Markovkette.
Falls es eine endliche Menge A C E mit

IE[TA‘ZO = x} <oo VzeA
gibt, so ist {Z,} positiv rekurrent.
Satz (Kriterium von Foster). Sei {Z,} eine irreduzible
abzahlbare Markovkette. Dann sind dquivalent:
e Die Kette {Z,} ist positiv rekurrent.

e Es gibt eine Abbildung f : E — Rxq, ein € > 0 und eine endliche
Teilmenge A C E mit

VeeFE :
und Vz e E\A:

E[f(Z1)|Z0 = 2] < o0
E[f(Z1) — f(Z0)|Z0 = x] < —e.

Beweisskizze. ,<=*“ Sei x € E beliebig. Setze

GTL = Z f(y)P(Zl €A7"'7Z’n—1 €A7Zn:y|ZO:x)
yeE

Dann gilt
Gn<...<G1—e SPIP(ta > k| Zo = )
und somit
Elta|Zo =2 <1+ Gi/e < oo.

Die Aussage folgt aus dem vorh. Lemma.
»,=“ Wihle z¢ € E beliebig und setze A := {z}. Dann erfiillt

f@) ={?

m(x,x0) = E[1z, | Zo = ]

fiir z = zo
fiir x # xo

die Gleichung E[f(Z1) — f(Zo) | Zo = ] = —1 fiir alle z # zo.
Lem. Im Kontext der rechten Seite des Satzes:
Seiy € E\ A mity < infycaf(z). Dann gilt:
P(ra < oo|Zo =y) < f(y)/infzecaf(z).
Beweisskizze. Betrachte das nichtneg. Supermartingal {Y;,} mit
Yo = f(Znar, ). Es existiert dann Yoo mit Yy, — Yoo fast sicher.
Nach dem Fatou-Lemma gilt f(y) > E[Y | Zo = y]. Es gilt
Yoo - 1{74 < 00} > (infyeaf(z)) - 1{ra < oo}
und somit
f(¥) 2 E[Yoo - 1{74 < o0} | Zo =y] 2 (infzeaf(z)) - P(Ta < 00).
Satz. Sei {Z,} eine irr. Markovkette auf E, E abzéhlbar. Dann gilt:
{Z,} ist transient <= FA#ADCE : 3f: E—Rxg :

infyep f(2) <infreaf(z),
VZ‘GE\A : ]E[f(Zl) — f(ZO) | Zo = ac] <o0.

Beweisskizze. ,<*“ Aus dem vorhergehenden Lemma folgt direkt
P(Ta < 00| Zg = y) < 1, was Transienz impliziert.
»,=“ Wihle 2o € E und setze A := {z0}. Dann erfiillt

@) = {

die Gleichung E[f(Z1) — f(Z0) | Zo = z] = 0 und auBerdem
f(z) < 1= f(xo) fir alle z # xo.

1 fir x = xo,

F(z,z0) = P(10y < 00| Zg =x) fir z # zo



Kor. Sei {Z,} eine irr. Markovkette auf E, E abzihlbar. Dann gilt:

{Z,} ist transient <= Jzg € £ : 3h: E >R :
h beschrankt, nicht konstant und
Yz #xo : E[f(Z1) — f(Z0) ]| Zo =2] =0.

Def. Eine Funktion f: X — R (mit | X| = oo) heifit unbeschrinkt,
falls sup,c g f(x) = oo fiir jede unendliche Teilmenge B C X.

Satz. Sei {Z,} eine irred. Kette auf E, E abz. unendlich. Dann gilt:

{Z,} ist rekurrent <= Jendliche Teilmenge A C E :
Junbeschrinkte Funktion f: E — R>q :

VzeE\A : E[f(Z1) — f(Zo)| Zo = z] < 0.

Beweisskizze. ,,<=“ Betrachte die Folge {Y,,} mit Y, := f(Z,). Es
gilt P(limsup,,_, oo Yn = 00) = 1 und auBerdem

E[Yn+1 — Yn | Yn =y] <O fiir alle y > M := 1 4+ maxsea f(a). Nach
einem fritheren Resultat ist {Y5,} topol. rekurrent und damit wegen
der Unbeschrénktheit von f auch {Z,} rekurrent.

Harmonische Fktn fiir Ubergangskerne

Def. P = (p(,y))z,ycr heift substochast. Ubergangskern, falls
e p(z,y) >0 fir alle z,y € E und
® > erp(z,y) <1lfiralleze k.

Er heifit strikt substochastisch, falls -, - pp(wo,y) < 1 fiir
mindestens ein zg € E.

Notation. Fiir h: E — R sei Ph: E — R definiert durch
(Ph)(z) =3, cpP(z, y)h(Y).
(Annahme dabei: h ist integrierbar, d.h. 37, c pp(z,y)|h(y)| < co.)

Def. Eine integrierbare Funktion h : £ — R heifit

{ harmonisch

superharmonisch} falls h(z) {Z} (Ph)(z) V€ B.

h heiit strikt superharmonisch, falls h(zo) > ZyeEp(a:o,y)h(y) fiir
mindestens ein xg € E.

Bsp. Bei Diskretisierung der Laplace-Gleichung auf R? mit der
Finite-Differenzen-Methode erhélt man das Gleichungssystem

Ph = h,

wobei P der stochastische Ubergangskern der einfachen
symmetrischen Irrfahrt auf Z2 ist.

Bsp. Sei {Z,} eine irreduzible Irrfahrt auf Z. Setze
h(z) =PNVn>0:Z,>0|Zg=x) firzeclZ.
Dann ist h harmonisch fiir den substochastischen Ubergangskern

P(z,y) = p(z,y)1{z > 1,y > 1}.

Verfahren. Falls P substochastisch ist, so kann man die Gleichung
fir harmonische Fktn zu einer Gleichung mit einem stochastischen
(aber leider nicht irreduziblen) Kern P’ umformulieren: Setze

E = EU{{}
und definiere p’ : E' x E' — [0,1] fiir z,y € E durch

P'(z,y) =plz,y), p'(z,1)=1-2, cpp(z,v),
P'(ty) =0, Pt =1
Dann ist P’ stochastisch. Fiir h: E — R sei A’ : E’ — R def. durch
K|g=h und HK(}):=0.
Dann gilt fiir alle h: E — R:

h ist harmonisch fiir P <= h’ ist harmonisch fiir P’.
Bem. Ist P stochastisch, so ist jede Konstante harmonisch.

Ist P strikt substochastisch, so ist jede Konstante # 0 strikt
superharmonisch.

Bsp. Sei P ein substochastischer Kern und
G(z,y) = oo™ (z,y)
die Green’sche Funktion. Fiir festes y € E betrachte die Funktion
hy(z) = G(z,y).

Ist y transient (d.h. G(y,y) < 00), so ist hy superharmonisch.
Ist P irreduzibel (d.h.Va,y € E : An>1 : p(™(z,y) > 0), so gilt
auflerdem hy(x) > 0 fur alle z € E.

Lem (Mazimumsprinzip). Sei P irreduzibel, substochastisch und h
harmonisch fiir P. Falls ein Zustand zg € E mit

M = h(zo) = max h(x)

existiert, so ist h = M konstant.
Ferner gilt: Falls M # 0, so ist P stochastisch.
Lem. Sei P irreduzibel und h > 0 superharmonisch. Dann gilt:

o PMp st superharmonisch fiir alle n > 0.
e Entweder ist h = 0 konstant oder Vz € E : h(z) > 0.

Lem. Sei {h;}ics eine Familie von superharmon. Funktionen.
Ist h(z) = inf;crh(x) integrierbar, so ist auch h superharmonisch.

Satz. Sei {Z,} eine irred. Kette mit Ubergangsmatrix P. Dann gilt:

{Zn} ist rekurrent <= jedes fiir P superharmon. f > 0 ist konstant.

Beweisskizze. ,,=“ Betrachte das nichtneg. Supermartingal {Y5,}
mit Y, = h(Zy). Dieses konvergiert gegen Yoo. Wegen Rekurrenz
muss aber Yoo = h(y) fast iiberall fiir alle y € E gelten.

»<=“ Wihle y1,y2 € E. Ist {Z,} transient, so ist die Funktion
G(—, y2) harmonisch. Aus der Annahme folgt

F(y1,y2)/(1—F(y2,v2)) = G(y1,y2) = G(y2,y2) = 1/(1— F(y2,92))-
Somit F'(y1,y2) = 1. Analog F(y2,y1) = 1. Also y1, y2 rekurrent.

Bem. Jeder strikt substochastische, irreduzible Kern ist transient:
Soiop™(z,y) <oo Va,yeE

Lem/Def. Sei P ein substoch. Kern und h > 0 superharmonisch.
Die Doob’sche h-Transformation von P ist der durch

h(y)
h(x)

ph(xvy) = p(x,y), zy€l

definierte substochastische Ubergangskern. Des Weiteren gilt:

h harmonisch <= P}, stochastisch.
Lem. (Py)" = (P™), fir alle n € N und h substochastisch fiir P

Bsp. Sei P der strikt substoch. Ubergangskern auf Ny mit

p(i,j) =1/2 fir 4,j € Ny mit [¢ —j| =1, p(i,5) =0 sonst.

Die harmonischen Funktionen sind {h.|c € R} mit he(k) =k - c.
Die h.-transformierte fiir bel. ¢ > 0 ist dann
puli,i)=% = & + L fir i,5 € Ny mit [i — 5| =1,
pn(i,7)=0 sonst.

Sei {Zn} die Markovkette auf N1 mit Ubergangsmatrix P, und
{Zn} die einfache symm. Irrfahrt auf Z. Dann gilt

P () = y/z ™ (2,y)
=y/x -P(Zn=y,VO<Ek<n:

=y/x-2’”-(

Zk >0|Zp =x)
(o)~ Gy )
12-n+y-a) " 12 -y -a)
Potentiale und Ladungen
Sei P im Folgenden transient, d. h.
0< G(z,y) <oo Vaz,y€E.
Def. Eine Funktion f: E — R heiffit G-integrierbar, falls

>yepGE@Ylf(y) <oo VzeE.
Das Potential g = Gf von einem solchen f ist def. durch

9(z) =3, cpG@y)fly) z€L.
Dann heifit f auch Ladung von g.

Lem. Fiir g = Gf gilt:

o f(z)=g(z) — Pg(z)

e Ist f >0, so ist g superharmonisch auf E und harmonisch auf
{z € E| f(z) = 0}.

e P"g — 0 fiir n — oo punktweise

Satz (Riesz’sche Zerlegung). Fiir jede superharmonische
Funktion u > 0 existiert ein Potential g = Gf und eine harmonische
Funktion A > 0 mit u = g + h. Diese Zerlegung ist eindeutig.

Beweisidee. Setze h(z) :=limp—oo P"u(z), f(z):=u— Pu.
Die Eindeutigkeit folgt aus P"h = h und P"g — 0 fiir n — oo.



Martin-Kompaktifizierung
Bsp. Sei P irreduzibel auf £ = Ey LI R, wobei Ey endlich ist und
wir R als den Rand ansehen. Setze E := EU {{} und betrachte P mit

P(z,y) == P(z,y) fir v € Eo,y € E, P(z,1) =1 firz € RU{t}.

Fiir alle r € R ist dann G(—,7) harmonisch auf Eg. Man kann zeigen,
dass jede harmonische Funktion f : F — R eindeutig durch f|gr
festgelegt ist. Somit gilt

f= 3 G 9)f(s),

sER

da beide Funktionen harmonisch sind und auf R iibereinstimmen.

Situation. Sei E abzihlbar, P transient und es existiere g € E
mit G(zo,y) > 0 fiir alle y € E. Sei N : E — N bijektiv.

Def. Der Martin-Kern ist dann die Abbildung
K(z,y) = G(z,y)/G(z0,y)-

Lem. K(z,y) < F(a:07z)’1 fir alle z,y € E

Def. Auf E ist eine Metrik p definiert durch

p(y,2) =27 NW _2=NE | 4 S K (z,y) — K(z, 2)|F(z0, 2)2~ V@),
TEE

Def. (E*,p) sei die (Cauchy-)Vervollstdndigung von (E, p).
Der Martin-Rand ist 0F := E* \ E.

Bem. Der Martin-Rand besteht aus Aquivalenzklassen von Folgen
(Zn)nen in E mit

e N(zn)— oo fiir n — oo und

o K(z,xn) ist Cauchyfolge fiir alle € E.

Lem. Jede Folge in E hat eine Teilfolge, die eine Cauchy-Folge ist
(und somit in E* konvergiert).

Beweisidee. Diagonalfolgenargument

Kor. (E*,p) ist kompakt.

Lem/Def. K(z,-) ist gleichméBig stetig auf F und lisst sich
deswegen eindeutig auf E* fortsetzen durch

K(z,a) = lim K(z,an) fir o= [(an)nen]-
n—oo
Lem. Sei u > 0 superharmonisch. Dann gilt:
e v ist Potential <= P"™u — 0 punktweise fiir n — oo

e u < v, v Potential = wu Potential
e K(z,c) ist fiir jedes o € §E superharmonisch in .

Satz (Martin-Darstellung). Fiir jede harmonische Funktion
h > 0 existiert ein MaB pup(d o) auf OF, sodass

h(z) = [ K(z,0)un(da).
OFE

Beweisskizze. Wihle eine Folge {h,} von Potentialen mit hy 1 h.
Sei fp, die Ladung zu hy,. Dann gilt

hn(z) = [ K(z,y)un(dy)
E

wobei pn({y}) = fn(y)G(zo,y) fir y € E und p,(9FE) := 0. Nach
dem Satz von Prokhorov (beachte: un(E*) = hpn(z0) < h(zo))
existiert eine schwach konvergente Teilfolge pin, — pp, fiir ein Maf3
up, auf E*. Mit der Harmonizitét von h lisst sich zeigen, dass

supp up, C {a € OFE | K(—, «) ist harmonisch} C 9E.
Kor. Jede superharmonische Funktion u > 0 lisst sich schreiben als
u(z) = Ef K (z,y)pu(dy)
mit einem Mafl p, auf E*.

Bem. Man kann zeigen: Die Martin-Darstellung wird eindeutig
wenn man den minimalen Martin-Rand

OmE ={a € OF| K(—, o) ist minimal harmonisch}

anstatt OF verwendet. Dabei heifit eine harmonische Funktion A
manimal harmonisch, falls alle harmonischen Funktionen v < h von
der Form v = ¢+ h mit ¢ € R sind.

Resultat. Fiir alle A C B(0m E) gilt

P( ILm Zn =170 €AlZy=2x)= [K(z,a)u1(da).
n o0 A

Bem. Insbesondere IF"(nliﬁmOo Zn =Z € A Zy = xz0) = p1(A)

Bem. Sei h > 0 harmonisch mit h(zg) = 1. Sei P}, die
h-Transformation von P. Fiir den zugeh. Martin-Kern gilt dann
Kn(w,y) = K (z,y)/h(z). Es folgt

1= [ Kp(z,0)pp(da) fiir alle z € E.
oFE

Somit stellt pup, die konstante Funktion 1 bzgl. K}, dar. Mit dem
Resultat folgt fiir die Markovkette {Z/} mit Ubergangskern Py:

P( lim zZ" =2% € A|Z} =2) = [Kn(z,a)un(d )
A

n— oo
fiir alle A € B(IF). Fiir h = K(—, 8) mit 8 € O F kann man zeigen:
HE(-,B) = 0. Somit ist

P(lim zKCP) € A|Zy = 20) = 1{B € A}.
n— oo

Bsp. Sei {Z,} die Markovkette auf N2 mit
p((z,9), (z+1,9)) = 3 = p((z,y), (z,y + 1)).
Startpunkt ist (zo,y0) = (0,0). Dann gilt
K((x7 y)7 (m7 ’I’L)) ~ 21+yaﬁz,n(1 - amyn)y

mit am,n = m/(m + n). Die Folge {K((z,y), (mk,nk))} mit
(my,ny) = Zj, konvergiert genau dann, falls {am,, n, } konvergiert.
Diese Folgen bilden den Martin-Rand.
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