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Kategorientheorie

Bem. Die Topologie-Zusammenfassung bietet eine Übersicht über
Grundbegriffe der Kategorientheorie. Weiterführende Begriffe
werden in der Homologische-Algebra-Zusammenfassung behandelt.

Def. Eine (schwache) 2-Kategorie C besteht aus

• einer Ansammlung ObpCq von Objekten,

• für jedes Paar pC,Dq von Objekten einer Kategorie
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• für jedes Tripel pC,D, Eq von Objekten einem Funktor

HomCpC,Dq ˆHomCpD, Eq Ñ HomCpC, Eq, pF,Gq ÞÑ G ˝ F,

• für jedes Objekt C P ObpCq einem Objekt IdC P HomCpC, Cq,
• für alle C,D, E,F P ObpCq einem natürlichen Isomorphismus

αC,D,E,F : – ˝ p– ˝ –q ùñ p– ˝ –q ˝ –,

wobei beide Seiten Funktoren sind vom Typ

HompE,Fq ˆHompD, Eq ˆHompC,Dq Ñ HompC,Fq,

• und für alle C,D P ObpCq natürlichen Isomorphismen

λC,D : pIdD ˝ –q ñ IdHompC,Dq, ρC,D : p– ˝ IdCq ñ IdHompC,Dq,

sodass folgende Kohärenzbedingungen erfüllt sind:

• Für alle pC F
ÝÑ D G

ÝÑ E H
ÝÑ F K

ÝÑ Gq P C kommutiert

KpHpGF qq pKHqpGF q ppKHqGqH

KppHGqF q pKpHGqqF

αC,E,F,G

KαC,D,E,F

αC,D,E,G

αC,D,F,G

αD,E,F,GF

• Für alle pC F
ÝÑ D G

ÝÑ Eq P C kommutiert

G ˝ pIdD ˝F q pG ˝ IdDq ˝ F

G ˝ F

αC,D,D,E

GλC,D

ρD,EF

Bspe. • Die Kategorie Cat der Kategorien ist eine 2-Kategorie.

• Jede Kategorie C ist natürlich eine 2-Kategorie.

• Die Kategorie der Ringe R mit ObpRq :“ tRinge mit Eins u und
HomRpA,Bq :“ Kat. der B-A-Bimoduln mit N ˝M :“ N bB M
für M P HompA,Bq und N P HompB,Cq. Dabei ist IdA :“ A.

Def. Eine monoidale Kategorie ist eine 2-Kategorie mit genau
einem Objekt. In der Regel wird dann b anstelle von ˝ geschrieben.

Def. Sei S : Cop ˆ C Ñ A ein Funktor. Ein Ende E P ObpAq von S
ist eine Familie αc : E Ñ Spc, cq, c P ObpCq von Morphismen in A,
sodass für alle pf : cÑ c1q P C das Diagramm

Spc, cq

E Spc, c1q

Spc1, c1q

Spidc,fqαc

αc1 Spf,idc1 q

kommutiert, und E universell (terminal) mit dieser Eigenschaft ist.
Sprechweise: Ein Ende ist ein terminaler S-Keil.

Notation. E “
ş

c
Spc, cq.

Bem. Enden sind spezielle Limiten, und umgekehrt sind Limiten

spezielle Enden: limF “
ş

c
F pcq; der Integrand ist Cop ˆ C Ñ C F

Ñ A.

Bem. Das duale Konzept ist das eines����Anfangs Koendes
c
ş

Spc, cq.

Bsp. Seien F,G : C Ñ A zwei Funktoren. Dann ist
ş

c
HomApF pcq, Gpcqq – NatpF,Gq.

Satz (Fubini). Sei S : DopˆDˆCopˆC Ñ A ein Funktor. Dann gilt
ş

pd,cq

Spd, d, c, cq –
ş

d

ş

c
Spd, d, c, cq,

falls die rechte Seite und
ş

c
Spd, d1, c, cq für alle d, d1 P D existieren.

Bsp. Sei R ein Ring, aufgefasst als präadditive Kategorie mit einem
Objekt ˚. Ein additiver Funktor Rpopq Ñ Ab ist nichts anderes als
ein R-Linksmodul (bzw. R-Rechtsmodul). Dann ist

AbR B –
˚PR

ş

AbZ B.

Lem (Ninja-Yoneda-Lemma). Für jede Prägarbe F : Cop Ñ Set gilt

F –
c
ş

F pcq ˆHomCp–, cq.

Def. Sei C eine 2-Kategorie. Seien C,D P C. Eine Adjunktion von
F P HomCpC,Dq und G P HomCpD, Cq ist geg. durch Morphismen
η : IdC ñ G ˝ F (genannt Eins) und ε : F ˝Gñ IdD (Koeins) mit
Gε ˝ ηG “ IdG und εF ˝ Fη “ IdF . Man notiert F % G.

Lem. R/L-Adjungierte sind eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie.

Bem. Seien F : C Ñ D und G : D Ñ C Funktoren. Dann gilt F % G
genau dann, wenn es einen nat. Iso zwischen den Hom-Mengen gibt:

HompF ˝ –, –q – Homp–, G ˝ –q

Bsp. D f % f˚ % @ f

Bsp. Betrachte die 2-Kat. der Ringe. Dann gilt: Ein B-A-Modul M
ist genau dann ein Linksadjungierter, wenn M als Rechts-A-Modul
endlich erzeugt und projektiv ist.

Bem. Sind η und ε in F % G sogar Isomorphismen, so heißt F % G
auch adjungierte Äquivalenz. Jede beliebige Äquivalenz lässt sich
stets (unter Beibehaltung von F und G sowie einem der Morphismen
ε, η) zu einer adj. Äquivalenz verfeinern.

Kan-Erweiterungen

Def. Sei A T
ÐÝM K

ÝÑ C ein Ausschnitt einer 2-Kategorie. Eine
Rechts-Kan-Erw. (RKE) pR, εq von T längs K besteht aus

• einem Morph. R : C Ñ A • einem 2-Morph. ε : R ˝K ñ T ,

sodass gilt: Für alle Möchtegern-RKE pS : C Ñ A, η : S ˝K ñ T q
gibt es genau ein σ : S ñ R mit ε ˝ σK “ η. Notation: R “ RanKpT q

Bem. Es sind äquivalent: • pR, εq ist RKE von T längs K
• η ÞÑ ε ˝ ηK : NatpS,Rq Ñ NatpS ˝K,T q ist bij. @S : C Ñ A

Bem. Es gilt R “ RanKpT q genau dann, wenn es in S P rC,As
natürliche Isomorphismen NatpS,Rq – NatpS ˝K,T q gibt.

Prop. RKEs sind eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie.

Bspe. • Die RKE eines bel. Morphismus T :MÑ A längs IdM
existiert stets und ist gegeben durch pT, T ˝ IdM ñ T q.

• In der 2-Kategorie der Ringe existieren alle RKE:

RanKpT q “ pHomM pK,T q, ev : HomMpK,T q bC K ñ T q.

Bsp. Sei K :MÑ 1, ˚ ÞÑ 1 und T :MÑ A irgendein Funktor.
Dann ist eine RKE von T längs K dasselbe wie ein Limes von T .

Thm. Seien K :MÑ C und T :MÑ A Funktoren. Existiere für
alle c P ObpCq der Limes Rpcq :“ limppf : cÑ Kmq ÞÑ Tmq.
Dabei ist die Indexkategorie des Limes die Kommakat. ∆pcq Ó K.
Dann lässt sich diese Setzung zu einem Funktor C Ñ A ausdehnen
und zwar zu einer RKE von T längs K.

Bem. Ist M klein und C lokal klein und ist A vollständig, so sind
die Voraussetzungen des Theorems für jeden Funktor K :MÑ C,
T :MÑ A erfüllt. Insbesondere ist dann jede solche RKE von der
Form im Theorem. Solche RKE heißen auch punktweise RKE.

Lem. Eine RKE ist genau dann punktweise, wenn sie für alle
a P ObpAq unter dem Funktor HomApa, –q erhalten bleibt.

Thm. Sei K :M Ñ C ein Funktor. Betrachte K˚ : rC,As Ñ rM,As.

• Wenn ein Funktor RanK : rM,As Ñ rC,As mit K˚ % RanK ex.,
so ist RanKpT q für alle T :MÑA eine RKE von T längs K.

• Existiere für alle T :MÑ A eine RKE RanKpT q. Dann kann
man die Zuordnung T ÞÑ RanKpT q zu einem Rechtsadjungierten
von K˚ ausdehnen.

Thm. Sei G : AÑ X in einer 2-Kategorie. Dann sind äquivalent:

• G besitzt einen Linksadjungierten.

• RanGpIdAq existiert und G ˝ RanGpIdAq “ RanGpG ˝ IdAq.

In diesem Fall gilt RanGpIdAq % G und RanGpIdAq wird sogar von
allen Morphismen H : AÑ Y bewahrt.

Thm. Rechtsadjungierte bewahren RKE.

Kor. Rechtsadjungierte bewahren Limiten (RAPL)
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Algebraische Strukturen in Kategorien
Def. Ein Retrakt ist ein Morphismus r : Y Ñ X, sodass ein
Morphismus i : X Ñ Y mit r ˝ i “ idX existiert.
Sprechweise: X ist ein Retrakt von Y (vermöge i).

Bsp. Ein Modul U ist genau dann Retrakt von einem Modul M ,
wenn U ein direkter Summand von M ist.

Prop.
”
– ist Retrakt von –“ ist eine reflexive und trans. Relation.

Def. Ein Retrakt eines Morphismus pX
g
ÝÑ Y qPC ist ein Mor.

f : AÑ B, sodass es ein komm. Diagramm folgender Form gibt:

A X A

B Y B

i

f

idA r

g f

j

idB

s

Bem. Ein Retrakt von g P MorpCq ist ein Retrakt von g P ObpCÑq.

Prop. • Retrakte von Isomorphismen sind Isomorphismen.

• Sei f ˝ g “ id. Dann ist f ein Retrakt von g ˝ f .

Prop. Sei F : C Ñ D ein Funktor. Dann ist die Klasse
tf P MorpCq |F pfq ist ein Isou abgeschlossen unter Retrakten.

Def. Sei i : AÑ X und p : E Ñ B. Dann werden als äq. definiert:

• p ist i-injektiv • i ist p-projektiv • i� p

• i hat die Linkshochhebungseigenschaft (LHHE) bzgl. p

• p hat die Rechtshochhebungseigenschaft (RHHE) bzgl. i

• Für alle f , g wie unten, sodass das Quadrat kommutiert, gibt es
ein diagonales λ, sodass die Dreiecke kommutieren:

A E

X B

g

i p

f

Dλ

Bsp. Wegeliftung aus der Topologie: i : t0u Ñ r0, 1s erfüllt die
LHHE bezüglich allen Überlagerungen π : E Ñ B.

Bsp. Ein Objekt P einer ab. Kat. A ist genau dann projektiv,
wenn p0 Ñ P q die LHHE bzgl. aller Epis in A hat. Dual ist I PObpAq
injektiv g.d.w. alle Monos in A die LHHE bzgl. pI Ñ 0q besitzen.

Bsp. In Set gilt: Alle Inj. haben die LHHE bzgl. aller Surjektionen.

Lem (Retrakt-Argument). Sei f“q ˝ j.

• Ist f q-projektiv (f � q), so ist f ein Retrakt von j.

• Ist f j-injektiv (j � f), so ist f ein Retrakt von q.

Zellenkomplexe
Def. Sei λ eine Ordinalzahl. Eine λ-Sequenz in einer Kategorie C
ist ein kolimesbewahrender Funktor X : λÑ C (wobei man λ als
Präordnungskategorie aller β ă λ auffasst). Ihre transfinite
Komposition ist der induzierte Morphismus X0 Ñ colimβăλXβ .

Bem. Kolimesbewahrung bedeutet: colimαăβ Xα“Xβ für alle βăλ.

Def. Sei C eine kovollständige Kategorie, I Ă MorpCq eine Menge.

• Ein relativer I-Zellenkomplex ist eine transf. Komp. einer
λ-Sequenz Z, sodass @αPOn mit α`1ăλ ein Pushoutdiagramm

C Zα ^ Anklebeabbildung

B Zα`1 ^ Zelle

f
x

mit f P I existiert. Sprechweise:

”
Zα`1 entsteht aus Zα, indem wir B längs C ankleben.“

• Ein Objekt A P ObpCq heißt I-Zellenkomplex, wenn der Morph.
0 Ñ A aus dem initialen Obj. ein relativer I-Zellenkomplex ist.

Bsp. CW-Komplexe aus der algebraischen Topologie sind
I-Zellenkomplexe mit I :“ tSn´1 ãÑ Bn |n ě 0u (und C “ Top).

Bspe. • Identitäten AÑ A sind relative I-Zellenkomplexe.

• Das initiale Objekt ist ein absoluter I-Zellenkomplex.

Lem. Sei Z : λÑ C eine λ-Sequenz. Sei jeder Mor. Zβ Ñ Zβ`1

(β ` 1 ă λ) ein Pushout eines Morphismus aus I oder ein Iso.
Dann ist die transfinite Komposition von Z ein I-Zellenkomplex.

Thm. Die Klasse der relativen I-Zellenkomplex ist abgeschl. unter:
• transfiniten Kompositionen • Isomorphismen • Koprodukten

Faktorisierungssysteme
Def. Eine Unterkat. L Ď C heißt links-saturiert, falls L abgeschl.
ist unter Pushouts, transfiniten Kompositionen und Retrakten.

Lem. Sei L Ď C links-saturiert. Dann ist L unter Koprodukten
abgeschlossen und enthält alle Isomorphismen.

Bsp. Sei R Ă MorpCq. Dann ist die Unterkategorie L Ď C mit
MorpLq :“ �R :“ tiPMorpCq | @ rPR : i� ru links-saturiert.

Def. • L Ď MorpCq heißt proj. abgeschlossen, falls L Ě �
pL�q.

• R Ď MorpCq heißt injektiv abgeschlossen, falls R Ě p�Lq�.

Prop. • �
pL�q ist die projektive Hülle von L, d. h. die kleinste

Klasse von Morphismen, die projektiv abgeschl. ist und L umfasst.

• Die projektive Hülle von L ist links-saturiert. Ist L schon
projektiv abgeschlossen, so ist L insbesondere links-saturiert.

Def. • Ein Paar pL,Rq von Klassen von Morphismen von C
faktorisiert C, falls @ f P MorpCq : D i P L, p P R : f “ p ˝ i.

• Ein faktorisierendes Paar pL,Rq heißt schwaches
Faktorisierungssystem (SFS), falls L “ �R und R “ L�.

• Ein SFS pL,Rq heißt orth. Faktorisierungssystem, falls jedes
iPL die eindeutige LHHE bzgl. allen p P R erfüllt.

Prop. Sei pL,Rq faktorisierend. Dann ist pL,Rq genau dann ein
SFS, wenn L�R und L und R unter Retrakten abgeschlossen sind.

Bsp. ptSurjektionen u, t Injektionen uq ist ein (S)FS in Set

Modellkategorien

Motto. Modellkat. sind ein Werkzeug, math. Theorien zu studieren.

Def. Eine Klasse W Ď MorpCq von Morphismen erfüllt die
2-aus-3-Eigenschaft, falls für jede Komposition h “ g ˝ f in C gilt:
Liegen zwei der drei Morphismen f , g, h in W , so auch der dritte.

Def. W Ď C wie eben heißt Unterkat. schwacher Äquivalenzen,
falls W die 2-aus-3-Eig. erfüllt und abgeschl. unter Retrakten ist.

Bsp. Sei F : C Ñ D ein Funktor. Dann ist W :“ F´1pt Isos in D uq
eine Unterkategorie schwacher Äquivalenzen.

Def. Ein Tripel pW, C,Fq von Unterkategorien einer Kategorie M
heißt Modellstruktur auf M, falls sowohl pC,F XWq als auch
pC XW,Fq schwache Faktorisierungssysteme sind und W die
2-aus-3-Eigenschaft erfüllt.

Def. Eine bivollständige Kategorie M zusammen mit einer
Modellstruktur pW, C,Fq heißt eine Modellkategorie.

Sprechweise. Man verwendet folgende Bezeichnungen und Pfeile:

W „
ÝÑ schwache Äquivalenz

C ãÝÑ Kofaserung

C XW „
ãÝÑ azyklische Kofaserung

F ÝÑÑ Faserung

F XW „
ÝÑÑ azyklische Faserung

Bem. Ist pW, C,Fq eine Modellstruktur auf M, so ist
pWop,Fop, Copq eine Modellstruktur auf Mop.

Bem. Wegen C “ �
pF XWq bzw. F “ pC XWq� ist das Datum

pW, C,Fq überbestimmt.

Bsp. Sei M bivollständig. Sei W :“ C :“ t Isos in M u.
Dann wird M mit F :“M eine Modellkategorie.

Prop. In einer Modellkategorie sind C und C XW links-saturiert.

Lem. W enthält alle Isomorphismen und ist unter Retrakten
abgeschlossen, bildet also eine Unterkat. schwacher Äquivalenzen.

Notation. Das initiale Objekt von M wird mit H, das terminale
Objekt mit ˚ bezeichnet.

Def. • Ein Objekt X P ObpMq heißt kofasernd, falls HÑ X eine

Kofaserung ist. Eine azyklische Faserung q : QX
„
ÝÑÑ X mit QX

kofasernd heißt kofasernder Ersatz (oder Approx.) von X.

• Dual heißt X P ObpMq fasernd, falls X in Mop kofasernd ist

und X
„
ãÝÑ RX mit RX fasernd heißt fasernder Ersatz von X.

Bsp. Sei X P ObpMq beliebig. Dann faktorisiere HÑ X wie folgt:

H X

QX
„



Man erhält also immer einen kofasernden Ersatz QX für X.
Dual gibt es immer einen fasernden Ersatz RX für X.

Prop. Seien q : QX
„
ÝÑÑ X und q1 : Q1X

„
ÝÑÑ X zwei kofasernde

Approximationen von X. Dann existiert eine schwache Äquivalenz
ξ : QX

„
ÝÑ Q1X mit q1 ˝ ξ “ q.

Def. Ein Obj. X heißt bifasernd, falls es fasernd und kofasernd ist.

Prop. Für alle X P ObpMq sind RQX und QRX schwach
äquivalent und beide bifasernd.

Lem (Ken Brown). Sei F :MÑ N ein Funktor, M eine Modell-
kategorie, N besitze eine Unterkat. W 1 schwacher Äquivalenzen.
Wenn F azyklische Kofaserungen zwischen kofasernden Objekten
nach W 1 abbildet, so bildet F alle schwachen Äquivalenzen zwischen
kofasernden Objekten nach W 1 ab.

Def. Sei M eine Modellkategorie. Ein Zylinderobjekt XˆI zu
einem X PObpMq ist ein Obj. zusammen mit Morphismen wie folgt:

X

XˆI X

X

i0
„

id

p
„

„

i1

id

Der Zylinder XˆI heißt gut, falls X >X Ñ XˆI eine Kofaserung
ist. Ein guter Zylinder heißt sehr gut, falls p : XˆI Ñ X eine
azyklische Faserung ist.

Bem. Sei die Kodiagonale ∇ : X >X Ñ X wie folgt faktorisiert:

X

X >X XˆI X

X

∇

„

Dann erhalten wir ein (sehr gutes) Zylinderobjekt XˆI für X.

Def. Zwei Morphismen f, g : X Ñ Y in M heißen links-homotop
(notiert f „l g), falls ein Zylinder XˆI und ein Diagramm der Form

X

XˆI Y

X

„

f

h

„

g

existiert. Wir definieren πlpX,Y q :“ HomMpX,Y q{x„ly, wobei x„ly

die von der symmetrischen, refl. Relation „l erzeugte Äq’relation ist.
Die Homotopie heißt (sehr) gut, wenn der Zylinder XˆI es ist.

Beob. Sei X >X
i
ÝÑ C

p„
ÝÝÑ X irgendein Zylinderobjekt. Faktorisiere

i “ q ˝ i1 in Kofaserung und azyklische Faserung. Dann ist auch

X >X
i1
ãÝÑ X 1

pq„
ÝÝÝÑ X

ein Zylinderobjekt, sogar ein gutes. Ebenso kann man p faktorisieren
und ein anderes Zylinderobjekt erhalten.

Lem. Sei X kofasernd, X >X Ñ XˆI Ñ X ein gutes Zylinderobj.
Dann sind i0,1 : X Ñ X >X Ñ XˆI azyklische Kofaserungen.

Lem. Sei h : f »l g. Dann: f PW ðñ g PW.

Def. Ein Pfadobjekt XI ist eine Faktorisierung

X
i
ÝÑ
„

XI p
ÝÑ X ˆX

des Diagonalmorph. ∆ : X Ñ X ˆX. Das Pfadobjekt XI heißt gut,
wenn p eine Faserung und sehr gut, wenn zus. i eine Kofaserung ist.

Def. Eine Rechtshomotopie h : f »r g ist ein k. D. der Form

Y

X Y I

Y

h

f

g

p0
„

„
p1

Bem. Ein Pfadobj. in M ist dasselbe wie ein Zylinderobj. in Mop.

Lem. Seien f, g : X Ñ Y und e : W Ñ X, d : Y Ñ Z.

• Dh : f »l g ðñ Dh1 : f »l,gut g.

• Sei Y fasernd. Dann: Dh : f »l,gut g ðñ Dh1 : f »l,sehr gut g

• Dh : f »l g ùñ Dh1 : d ˝ f »l d ˝ g

• Dh : f »l,sehr gut g ùñ Dh1 : f ˝ e »l,sehr gut g ˝ e

• Sei X kofasernd. Dann ist »l eine Äq’relation auf HomMpX,Y q.

Kor. Sei Y fasernd. Dann induziert Komposition eine Abbildung

πlpX,Y q ˆ πlpW,Xq Ñ πlpW,Y q, prgs, rf sq ÞÑ rg ˝ f s.

Prop. Seien f, g : X Ñ Y .

• Sei X kofasernd. Dann: f »l g ùñ f »r g

• Sei Y fasernd. Dann: f »l g ðù f »r g

Notation. Wenn X kofasernd und Y fasernd ist, schreibt man

πpX,Y q :“ πlpX,Y q “ πrpX,Y q.

Thm. Sei X kofasernd. Sei p : Z
„
ÝÑÑ Y eine azyklische Faserung.

Dann ist p˚ : πlpX,Zq Ñ πlpX,Y q, rf s ÞÑ rp ˝ f s eine Bijektion.

Thm (Whitehead).
Für einen Morphismus f : X Ñ Y zw. bifasernden Objekten gilt

f PW ðñ f ist eine Homotopieäquivalenz

:ðñ D g : Y Ñ X : g ˝ f » idX ^f ˝ g » idY .

Lem. Sei f : X Ñ Y . Seien RX und RY fixierte fasernde Approx.
an X bzw. Y . Dann hängt Rf : RX Ñ RY bis auf Rechts- und auch
Linkshomotopie nur von der Rechtshomotopieklasse von r ˝ f ab.

Achtung. I. A. ist f ÞÑ Rpfq nicht funktoriell.

Die Homotopiekategorie einer Modellkategorie
Def. Sei C ein Kategorie, S Ă MorpCq eine Klasse von Morphismen.
Die Lokalisierung CrS´1s von C ist eine Kategorie, die folgende
2-universelle Eigenschaft erfüllt:

• γ : C Ñ CrS´1s schickt Morphismen aus S aus Isos.

• Für jede Kategorie D ist γ˚ : rCrS´1s,Ds Ñ rC,DsS ÞÑIsos eine
Kategorienäquivalenz.

Bem. Die Homologische-Algebra-Zusammenfassung behandelt
Lokalisierung von Kategorien.

Def. Die Homotopiekategorie HoM einer Modellkategorie M ist
die Lokalisierung von M an der Klasse der schwachen Äquivalenzen.

Konstr. Ganz explizit:

ObpHoMq :“ ObpMq
HomHoMpX,Y q :“ πpRQX,RQY q

Nach einem früheren Lemma ist die Komposition prf s, rgsq ÞÑ rf ˝ gs
wohldefiniert. Der Funktor γ :MÑ HoM ist gegeben durch

X ÞÑ X, f ÞÑ rRQf s.

Lem. Sei f : X Ñ Y in M. Dann gilt f PW ô Qf PW ô RQf PW.

Lem. γ wie definiert ist ein Funktor.

Lem. f PW ðñ γpfq ist ein Iso.

Lem. Sei X kofasernd und Y fasernd. Dann ist die Abbildung

πpX,Y q Ñ HomHoMpX,Y q, rf s ÞÑ rRQf s

eine Bijektion.

Lem. Ist F :MÑ C ein Funktor, der schwache Äq. auf Isos schickt,
dann identifiziert F links- bzw. rechtshomotope Morphismen.

Lem. Jeder Morphismus in HoM ist Komposition von Morphismen
der Form γpfq, f P MorpMq und der Form γpfq´1, f PW.

Lem. Obige Konstruktion erfüllt die geforderte univ. Eigenschaft.

Lem. Sei Mc ĂM die volle Unterkategorie der kofasernden
Objekte und F :Mc Ñ C ein Funktor, der azyklische Kofaserungen
auf Isos schickt. Dann identifiziert F rechtshomotope Morphismen.

Thm. Ein Morphismus p : Z Ñ Y zw. fasernden Objekten ist genau
dann eine schwache Äquivalenz, wenn p˚ : πpX,Zq Ñ πpX,Y q
bijektiv ist für alle kofasernden Objekte X PM.

Beob. Sei X kofasernd und Y fasernd. Dann ist
HomHopMqpX,Y q “ HomMpX,Y q{„.

Def. Eine Klasse W Ď MorpCq besitzt die 2-aus-6-Eigenschaft,
wenn für alle Folgen von Morphismen

X
u
ÝÑ Y

v
ÝÑ Z

w
ÝÑ K P C

gilt: Wenn v ˝ u und w ˝ v aus W sind, so auch u, v, w und w ˝ v ˝ u.

Beob. Die Klasse der Isomor. besitzt die 2-aus-6-Eigenschaft.

Kor. Die Klasse der schwache Äquivalenzen in einer
Modellkategorie besitzt die 2-aus-6-Eigenschaft.

http://timbaumann.info/uni-spicker/homoalg.pdf


Klassen von Modellkategorien

Lokal präsentierbare Kategorien
Motto. Eine lokal präsentierare Kategorie ist eine große Kategorie,
welche erzeugt wird von kleinen Objekten unter kleinen Kolimiten.

Def. Eine 8-große Kardinalzahl κ heißt regulär, wenn die
Vereinigung von weniger als κ vielen Mengen, die alle weniger als
κ-viele Elem. enthalten, selbst weniger als κ-viele Elemente enthält.

Bem. Zu jeder Kardinalzahl λ existiert ein reguläres κ mit λ ď κ.

Def. Sei κ eine Kardinalzahl. Eine Kategorie heißt κ-klein, falls sie
nur κ-viele Morphismen besitzt.

Bem. Sei κ regulär. Dann ist eine Kat. bereits dann κ-klein, falls sie
nur κ-viele Objekte besitzt und alle Hom-Mengen κ-klein sind.

Def. Eine Kategorie heißt κ-filtriert, wobei κ eine reguläre
Kardinalzahl ist, wenn jedes α-kleine Diagramm in der Kategorie
einen Kokegel besitzt, wobei α ă κ.

Def. Eine teilweise geordnete Menge pI,ďq heißt α-gerichtet, falls
die zugehörige Kategorie α-filtriert ist, d. h. jeweils weniger als
α-viele Elemente haben eine obere Schranke.

Bem. Sei λ ě κ. Dann ist jede λ-filtrierte Kategorie auch κ-filtriert.

Def. Ein Objekt X einer Kat. C heißt κ-kompakt oder κ-klein,
wenn HompX, –q : C Ñ Set mit κ-filtrierten Kolimiten vertauscht:

colimi HomCpX,Tiq
–
ÝÑ HomCpX, colimi Tiq

für alle κ-filtrierte Diagramme pTiqiPI .

Def. Ein Objekt heißt genau dann klein, wenn es κ-kompakt ist für
irgendeine reguläre Kardinalzahl κ.

Bspe. • Jede endliche Menge ist ℵ0-kompakt in Set.

• Jeder endlich-dim. VR ist ℵ0-kompakt in VectpRq.
• Jeder endlich-präsentierte Modul ist ℵ0-kompakt in ModpRq.

• Unendliche Mengen sind nicht ℵ0-kompakt in Set.

• Jeder nicht diskrete topologische Raum ist nicht ℵ0-kompakt.

• Set ist lokal ℵ0-präsentierbar mit S “ t♥u.
• ModpRq ist lokal ℵ0-präsentierbar mit
S “ tRn{ impAq |n ě 0, A P Rnˆm,m ě 0u

Def. Eine lokal κ-präsentierbare Kategorie ist eine lokal kleine
und kovollständige Kategorie, sodass eine Menge S Ď ObpCq von
κ-kompakten Objekten existiert, sodass jedes Objekt aus C kleiner
Kolimes von Objekten aus S ist.

Def. Eine Kategorie heißt genau dann lokal präsentierbar, wenn
sie lokal κ-präsentierbar für eine reguläre Kardinalzahl κ ist.

Lem. Ist C lokal präsentierbar, so auch C{X mit X P ObpXq.

Bspe. • sSet ist lokal präsentierbar.

• Sei C klein. Dann ist PShpCq“rCop,Sets lokal präsentierbar.

• FinSet ist nicht lokal präsentierbar (weil nicht kovollständig)

Fun Fact. Sei C lokal präsentierbar. Wenn auch Cop lokal präsen-
tierbar ist, dann ist C die zu einer Quasiordnung gehörige Kategorie!

Lem. Sei X : I ˆ J Ñ Set ein Funktor, wobei I α-filtriert und J
α-klein. Dann ist der kanonische Isomorphismus
colimi lim

j
Xpi, jq Ñ lim

j
colimiXpi, jq eine Bijektion.

Bsp. α-kleine Kolimiten α-kompakter Obj. sind wieder α-kompakt.

Kombinatorische Modellkategorien

Lem (Kleines-Objekt-Argument).
Sei C lokal präsentierbar, I Ă MorpCq eine Menge, CellpIq die
Unterkat. der relativen I-Zellenkomplexe und CofpIq die Unterkat.
der Retrakte von CellpIq. Dann ist pCofpIq, I�q ein SFS.

Def. • Eine Modellkategorie pW, C,Fq heißt kofasernd erzeugt,
wenn Mengen I,J Ă MorpMq mit C “ CofpIq und
C XW “ CofpJ q existieren.

• Lokal präsentierbare und kofasernd erzeugte Modellkategorien
heißen kombinatorisch.

Sprechweise. Die Kof. in I heißen erzeugende Kofaserungen,
die in J azyklische erzeugende Kofaserungen.

Satz. Sei M eine lokal präsentierbare Kategorie. Sei W Ď MorpMq
eine Unterkat. schw. Äquivalenzen. Seien I,J Ď MorpMq Mengen.
Dann sind I und J genau dann erzeugende (azyklische)
Kofaserungen einer Modellstruktur auf M, falls

• CellpJ q ĎW (Azyklizität) • I� “ J� XW (Kompatibilität)

Eigentliche Modellkategorien

Def. Eine Modellkategorie M heißt linkseigentlich, falls für alle
Pushouts der Form

A B

X Y

„

xg

auch der Morphismus g : X Ñ Y eine schwache Äquivalenz ist.
M heißt rechtseigentlich, falls Mop linkseigentlich ist, d. h.
Pullbacks schwacher Äquivalenzen längs Faserungen wieder
schwache Äquivalenzen sind.

Bsp. Eine Modellkategorie, in der jedes Objekt kofasernd ist, ist
linkseigentlich.

Def. M heißt eigentlich, falls M links- und rechtseigentlich ist.

Prop. In jeder Modellkategorie ist der Pushout einer schwachen
Äquivalenz zwischen kofasernden Objekten längs Kofaserungen
wieder eine schache Äquivalenz.

Bem. Gute Homotopien kann man längs Kofaserungen erweitern:

A Y I

X Y

H

i p0„

f

h

Prop. Eine Modellkategorie M ist genau dann links-eigentlich,
wenn für alle Diagramme der Form

A C B

A C B

f„

i k

g„ h„

j l

auch der ind. Mor. AYC B Ñ A1 YC1 B
1 eine schwache Äq. ist.



Quillen-Adjunktionen
Motto. Wir wollen Modellstrukturen und -kategorien vergleichen.

Def. Sei M eine Modellkategorie, H eine beliebige Kategorie.
Ein Funktor F :MÑ H heißt homotopisch, falls F die schwachen
Äquivalenzen in M auf Isomorphismen in H abbildet.

Bem. Homotopische Funktoren faktorisieren über MrW´1s.

Bsp. Sei F :MÑ N ein Funktor zw. Modellkategorien, der
schwache Äquivalenzen erhält. Dann ist δ ˝ F :MÑ HopN q
homotopisch, wobei δ : N Ñ HopN q die Lokalisierung ist.

Bem. Solch ein Funktor F :MÑ N induziert einen Funktor
HopMq Ñ HopN q.

Def. Ein linksabgeleiteter Funktor eine Funktors F :MÑ H
ist ein Funktor LF : HopMq Ñ H zusammen mit einer natürlichen
Transformation µ : LF ˝ γ ñ F , sodass für alle weiteren Funktoren
G : HopMq Ñ H und nat. Transformationen ξ : G ˝ γ ñ F genau
eine natürliche Transformation ν : Gñ LF existiert mit ξ “ µ ˝ ν,
d. h. NatpG,LF q – NatpG ˝ γ, F q ist für alle G eine Bijektion, d. h.
eine Linksableitung von F ist nichts anderes als eine
Rechts-Kan-Erweiterung von F längs γ.

M H

HopMq

γ

F

LF

Analog ist eine Rechtsableitung RF von F eine
Linkskanerweiterung von F längs γ :MÑ HopMq.

Satz. Sei F :MÑ H ein Funktor, der azyklische Kofaserungen
zwischen kof. Obj. auf Isomorphismen abbildet. Dann existiert LF
und µX : LF pXq Ñ F pXq ist ein Iso für alle kofasernden X.

Konstr. Sei hMc die volle Unterkategorie der kof. Objekte von M
modulo Rechts-Homotopie. Betrachte die Komposition

M Q
ÝÑ hMc

F˚
ÝÝÑ H.

Dabei ist Q der kofasernde Ersatz und F˚ wird induziert von F , da
F homotope Morphismen identifiziert. Nach Ken Brown bildet die
Komposition schwache Äquivalenzen auf Isos ab und induziert daher
den gesuchten Funktor LF : HopMq Ñ H mit LF ˝ γ “ F˚ ˝Q.
Definiere µ : LF ˝ γÑF durch µX :“F pq : QXÑXq für X PObpMq.
Falls X selbst kofasernd ist, so ist q eine schwache Äquivalenz zw.
kofasernden Objekten und somit µX “ F pqq ein Isomorphismus.

Def. Sei F :MÑ N ein Funktor zwischen Modellkategorien. Eine
totale Linksableitung LF ist ein Funktor LF : HopMq Ñ HopN q,
sodass LF die Linksableitung von δ ˝ F ist:

M N

HopMq HopN q

F

γ δ

LF

Ein Funktor F :MÑ N bilde azyklische Kofaserungen zwischen
kofasernden Objekten auf schache Äquivalenzen ab. Dann existiert
seine totale Linksableitung LF : HopMq Ñ HopN q.

Def. Eine Adjunktion F : M // Noo
_ : U von Modellkategorien

heißt Quillen-Adjunktion, falls eine der folgenden äquivalenten
Bedingungen erfüllt ist:

• F erhält Kofaserungen und U erhält Faserungen,

• F erhält Kofaserungen und azyklische Kofaserungen,

• U erhält Faserungen und azyklische Faserungen,

• F erhält azyklische Kofaserungen und U azyklische Faserungen.

Bem. Die Äquivalenz folgt aus Fi� p ðñ i� Up.

Def. Eine Quillen-Adj. pF,Uq heißt Quillen-Äquivalenz, falls

@X PMc, Y P Nf : pFX Ñ Y q PW ðñ pX Ñ UY q PW.

Satz. Sei pF,Uq eine Quillenadjunktion. Dann existieren LF , RU
und bilden eine Adjunktion LF : HopMqÕ HopN q : RU .
Ist pF,Uq sogar eine Quillenäquivalenz, so ist pLF,RUq eine
Adjunktion aus Äquivalenzen.

Kor. Quillenäq. Modellkat’n haben äquivalente Homotopiekat’n.

Prop. Für eine Quillenadjunktion F :MÕ N : U sind äquivalent:

• pF,Uq ist eine Quillenäquivalenz

• pLF,RUq ist eine Adjunktion von Äquivalenzen

• F reflektiert schw. Äq’n zw. kof. Objekten und die Komposition

FQUY
F pqUY q
ÝÝÝÝÝÑ FUY

ε
ÝÑ Y ist eine schw. Äq. für alle fas. Y .

• U reflektiert schw. Äq’n zw. fas. Objekten und die Komposition

X
η
ÝÑ UFX

UprFX q
ÝÝÝÝÝÝÑ URFX ist eine schw. Äq. für alle kof. X.

Falls U schw. Äq’n in N erzeugt, dann ist auch äquivalent:
• η : X Ñ UFX ist eine schwache Äq. für alle kofasernden X.

Falls F schw. Äq’n in M erzeugt, dann ist auch äquivalent:
• η : X Ñ UFX ist eine schwache Äq. für alle kofasernden X.

Def. Sei f : AÑ B ein Mor. in der Modellkat. M. Dieser induziert
Funktoren f˚ : B{MÑ A{M und f˚ :M{AÑM{B. Der Funktor
f˚ besitzt einen Linksadj. f! : A{MÑ B{M, der durch Pushout

entlang f geg. ist, und f˚ besitzt einen Rechtsadj. f ! :M{BÑM{A.

Prop. M ist genau dann linkseigentlich, wenn pf!, f
˚q eine

Quillenadjunktion ist und genau dann rechtseigentlich, wenn pf˚, f
!q

eine Quillenadjunktion ist für alle schwachen Äquivalenzen f .

Satz. Sei F :MÕ N : U eine Adj. von einer komb. Modellkat. M
mit erz. Kofaserungen I und erz. azyklischen Kofaserungen J und
einer lokal präsentierbaren Kategorie N . Der Funktor U erzeuge
schwache Äquivalenzen in N (d. h. wir nennen f P MorpN q eine
schwache Äquivalenz, falls Upfq eine schwache Äquivalenz ist).
Dann wird N eine Modellkategorie mit erzeugenden Kofaserungen
FI und erzeugenden azyklischen Kofaserungen FJ , falls gilt:
Jeder relative FJ-Zellenkomplex ist eine schwache Äquivalenz (d. h.
UpCellpFJqq ĂWM). Bezüglich dieser Modellstruktur auf N wird
pF,Uq zu einer Quillenadjunktion.

Scheibenkategorien als Modellkategorien

Lem. Sei M eine Modellkategorie, X P ObpMq ein Objekt.
Dann sind die Scheibenkategorien X{M und M{X Modellkat’n,
wobei die Modellstruktur vom Vergissfunktor U : X{MÑM bzw.
U :M{X ÑM erzeugt wird, d. h. ein Mor. f ist genau dann eine
Faserung/Kofaserung/schwache Äquivalenz, wenn Upfq es ist.

Lem. • Ist M links- oder rechtseigentlich, so auch M{X u. X{M.

• Ist M eigentlich, so auch M{X und X{M.

• Ist M kofasernd erzeugt, so auch M{X.

• Ist M kombinatorisch, so auch M{X.



Monoidale Modellkategorien
Def. Eine monoidale Kategorie ist eine Kategorie C zusammen
mit einem Bifunktor b : C ˆ C Ñ C, einem Objekt 1 P ObpCq,
natürlichen Isomorphismen α : p–b –q b – ñ –b p–b –q,
λ : 1b – ñ – und ρ : –b 1ñ –, sodass die Kohärenzdiagramme aus
der Definition einer schwachen 2-Kategorie kommutieren.

Bem. Eine monoidale Kategorie ist das gleiche wie eine 2-Kategorie
mit nur einem Objekt.

Bspe. Monoidale Kategorien sind: • pSet,ˆ, t♥ uq
• pR-Mod-R,bR, Rq wobei R ein Ring mit Eins ist

Def. Eine symm. monoidale Kategorie ist eine monoidale Kat.
zusammen mit einem nat. Isomorphismus γ : X b Y Ñ Y bX,
sodass die geeigneten Kohärenzdiagramme kommutieren. Es reicht
aus, zu zeigen, dass folgende Diagramme kommutierten:

pY bXq b Z pX b Y q b Z X b pY b Zq

Y b pX b Zq Y b pZ bXq pY b Zq bX

α

γbidZ α

γ

idY bγ α

1bX X b 1

X

γ

λ
ρ

Def. Ein monoidaler Funktor zwischen (symm.) monoidalen
Kategorien C und D ist ein Funktor F : C Ñ D zusammen mit
natürlichen Isomorphismen F–bD F– ñ F p–bC –q und F1C ñ 1D,
welche verträglich mit α, λ, ρ (und eventuell γ) sind.

Bsp. Set Ñ R-Mod, X ÞÑ freier R-Modul mit Basis X

Def. Seien F,G : C Ñ D monoidale Funktoren. Eine natürliche
Transformation η : F ñ G heißt monoidal, wenn folgende
Diagramme kommutieren:

FX b FY F pX b Y q 1

GX bGY GpX b Y q F p1q Gp1q

ηXbηY ηXbY

η1

Def. Sei C eine monoidale Kategorie. Ein Rechts-C-Modul ist eine
Kategorie D mit einem Funktor b : D ˆ C Ñ D und . . .

Bsp. Die Kat. D besitze kleine Koprodukte. Dann wird D zu einem
Set-Modul durch ˆ “ b : D Ñ Set Ñ D, pX, Iq ÞÑ >iPIX

Def. Sei C monoidale Kategorie. Ein Funktor F : D Ñ D1 zwischen
C-Rechts-Moduln D und D1 heißt C-Modulfunktor, falls F pXq b I
und F pX b Iq natürlich isomorph sind.

Def. Seien C, D monoidale Kat’en und i : C Ñ D ein monoidaler
Funktor. Dann heißt pD, iq eine C-Algebra. Morphismen von
C-Algebren sind kommutative Quadrate von monoidalen Funktoren.

Def. Eine C-Algebra D heißt zentral, falls ipAq bD B – B bD ipAq
natürlich für alle A P ObpCq, B P ObpDq.

Bem. Ist die C-Algebra D symmetrisch, so auch zentral.

Def. Seien C, D, E Kategorien. Eine Adjunktion in 2 Variablen
oder Biadjunktion besteht aus Funktoren

b : C ˆD Ñ E, Homr : Dop ˆ E Ñ C,Homl : Cop ˆ E Ñ D

und natürlichen Isomorphismen

HomDpD,HomlpC,Eqq – HomEpCbD,Eq – HomCpC,HomrpD,Eqq.

Notation. CE :“ HomlpC,Eq, E
D :“ HomrpD,Eq

Bem. k b i� p ðñ k �Homrpi, pq ðñ i�Homlpk, pq

Bsp. Seien R, S, T drei Ringe, C :“ R-Mod-S, D :“ S-Mod-T ,
E :“ R-Mod-T . Eine Biadjunktion ist dann gegeben durch

b : C ˆD Ñ E, pM,Nq ÞÑM bS N,

Homr : Dop ˆ E Ñ C, pN,P q ÞÑ HomMod-T pN,P q,

Homl : Cop ˆ E Ñ D, pM,P q ÞÑ HomR-ModpM,P q.

Def. Eine monoidale Kategorie pC,b,1q heißt monoidal
abgeschlossen, wenn b Teil einer Biadjunktion ist.

Bspe. • pR-Mod-R,bR, Rq • pSet,ˆ, t♥ uq

Def. Sei b : C ˆD Ñ E Teil einer Biadjunktion, C, D und E
Modellkategorien. Dann heißt b Quillen-Biadjunktion, falls für
alle Kof’en pf : U ãÑ V q P C, pg : W ãÑ Xq P D der Morphismus

f ˝ g : P pf, gq :“ V bW YUbW U bX Ñ V bX

eine Kofaserung in E ist, welche azyklisch ist, wenn f oder g
azyklisch ist.

Lem. Die Bedingung ist äquivalent zu: Für alle Kofaserungen
pg : W ãÑ Xq P D und Faserungen pp : Y � Zq P E ist

Homr,˝ : HomrpX,Y q Ñ HomrpX,Zq ˆHomrpW,Zq HomrpW,Y q

eine Faserung und azyklisch, wenn g oder p es ist. Analog für Homl.

Prop. Sei CˆD Ñ E ein Quillenbifunktor. Ist C P ObpCq kofasernd,
so ist C b – : D Ñ E ein Quillenfunktor mit Rechtsadj. HomlpC, –q.

Bem. Analog: Sei E fasernd. Dann ist Homrp–, Eq : D Ñ Cop ein
Quillen-Links-Adjungierter zu Homlp–, Eq : Cop Ñ D.

Lem. Sei b : CˆD Ñ E eine Biadj, IĎMorpCq, JĎMorpDq Mengen.
Dann gilt: CofpIq ˝ CofpJq Ď CofpI ˝ Jq mit CofpKq :“�

pK�q.

Satz. Seien pC, I, Jq, pD, I 1, J 1q kombinatorische Modellkategorien.
Dann ist b : C ˆD Ñ E genau dann ein Quillenbifunktor, wenn
I ˝ I 1 Kofaserungen in E und I ˝ J 1, J ˝ I 1 jeweils azyklische
Kofaserungen in E sind.

Def. Eine monoidale Modellkategorie ist eine Modellkategorie
M mit monoidal abgeschlossener Struktur pM,b,1q, sodass

• b :MˆMÑM ein Quillenbifunktor und

• Q1bX Ñ 1bX – X und X bQ1Ñ X b 1 – X für alle
kofasernden X jeweils schwache Äquivalenzen sind.

Bem. Die zweite Bedingung ist äquivalent zu:

X – Homrp1, Xq Ñ HomrpQ1, Xq, X – Homlp1, Xq Ñ HomlpQ1, Xq

sind schwache Äquivalenzen für alle fasernden X.

Beob. SeiM eine mon. Modellkat, pA
i
ÝÑ Xq, pE

p
ÝÑ Bq PM. Es gilt

i� p ðñ pHomMpX,Eq Ñ P pi, pqq ist surjektiv.

Def. Eine Kategorie C heißt kartesisch abgeschlossen, falls
pC,ˆ,˚q eine abgeschlossene monoidale Kategorie ist.

Bsp. Sei C eine bivollständige, kartesisch abgeschlossene Kategorie.
Sei C˚ :“ ˚{C. Das initiale und terminale Objekt dieser Kategorie ist
id˚, sie ist also punktiert. Für X,Y P ObpC˚q definiere
X ^ Y P ObpCq durch folgenden Pushout:

X > Y X ˆ Y

˚ X ^ Y

Für X P ObpCq sei X` :“ X > ˚ P ObpC˚q.
Es besteht die Adj. p–q` : C Õ C˚ : U , wobei U der Vergissfunktor
ist. Mit S0 :“ ˚` “ ˚ > ˚ wird pC˚,^, S0q zu einer symmetrischen
monoidalen Kategorie und p–q` zu einem monoidalen Funktor.
Für V,W P ObpC˚q definiere HomC˚ pV,W q als Pullback

HomC˚ pV,W q HomCpV,W q

HomCp˚,˚q HomCp˚,W q

Dann ist HomC˚ pX, –q rechtsadjungiert zu –^X für alle

X P ObpC˚q und damit C˚ sogar monoidal abgeschlossen.
Trage C zusätzlich eine Modellstruktur, sodass ˆ : C ˆ C Ñ C ein
Quillenfunktor und ˚ kofasernd ist (also pC,ˆ,˚q eine monoidale
Modellkategorie ist). Dann erzeugt U : C˚ Ñ C eine symmetrische
monoidale Modellstruktur auf pC˚,^, S0q und p–q` % U ist eine
Quillenadjunktion, sogar eine monoidale:

Def. Seien C, D monoidale Modellkategorien.

Eine Quillen-Adjunktion F : C // Doo
_ : U heißt monoidal, falls

• F monoidal ist und

• FQ1C
Fq
ÝÝÑ F1C eine schwache Äquivalenz ist.

Def. Sei C eine mon. Modellkat. Eine C-Modellkategorie ist eine
Modellkat. D mit Struktur b : Dˆ C Ñ D als C-Rechtsmodul, sodass

• b : D ˆ C Ñ D ist eine Quillen-Biadjunktion,

• X bQ1
idX bq
ÝÝÝÝÝÑ X b 1 ist eine schw. Äq. für alle kof. X PObpDq.

Bem. Wenn C punktiert ist, so auch D.



Prop. Sei pC,ˆ,˚q eine monoidale Modellkategorie und ˚
kofasernd. Ist dann D eine C-Modellkategorie, so ist D˚ eine
C˚-Modellkategorie. Damit gibt es eine Äquivalenz

tpunktierte C-Modellkategorie u ÐÑ t C˚-Modellkategorien u.

Prop. Seien C, D, E Modellkategorien und b : C ˆD Ñ E eine
Quillen-Biadjunktion. Dann ist bL : HopCq ˆHopDq Ñ HopEq eine
Biadjunktion mit Adjungierten RHomr und RHoml.

Satz. Ist C eine (symm.) monoidale Modellkategorie, so ist HopCq
eine monoidal abgeschlossene Kategorie.

Simpliziale Mengen

Ref. Die Homologische-Algebra-Zusammenfassung enthält eine
Einführung in simpliziale Mengen.

Bspe. • I :“ ∆r1s heißt Intervall,

• ∆irns :“ txP∆rns | iR impxquĂ∆rns heißt i-Seite,

• Sn :“ Yni“0∆irns heißt n-Sphäre.

• Λirns :“ Yj‰i∆
jrns heißt i-Horn.

Def. Ein Morphismus p : E Ñ X simplizialer Mengen heißt
Kan-Faserung, falls tΛirns ãÑ ∆rns | 0 ď i ď nu� p

Def. Eine simpl. Menge heißt Kan-Komplex, falls X Ñ ˚ :“ ∆r0s
eine Kan-Faserung ist.

Def. • Ein inneres Horn ist ein Λirns Ă ∆rns mit 0ă iăn.

• Eine simpl. Menge X heißt innerer Kan-Komplex, falls

tΛirns ãÑ ∆rns | 0 ă i ă nu� pX Ñ ˚q.

Bem. Es ist X also genau dann ein (innerer) Kan-Komplex, wenn
man (innere) Hörner in X füllen kann.

Def. Seien X P sSet, x, y P X0, d. h. x, y : ∆r0s Ñ X0. Setze

x „ y :ðñ Dα : I Ñ X : αp0q “ x^ αp1q “ y.

mit αpεq :“ α ˝ pΛεr1s ãÑ Iq für ε “ 0, 1. Setze π0pXq :“ X{„.

Prop. Ist X ein Kan-Komplex, so ist „ eine Äq’relation.

Def. Eine anodyne Erweiterung ist ein Morphismus i : AÑ B
von simpl. Mengen, welcher die LHHE bzgl. aller Kan-Faserungen
hat, d. h. die Unterkategorie der anodynen Erweiterungen ist die
Saturierung von tΛirns Ñ ∆rns u, also CofptΛirns Ñ ∆rns uq.

Satz. Die Monomorphismen in sSet sind genau die Retrakte von
Zellkomplexen über t B∆rns ãÑ ∆rns u.

Def. Eine triviale Faserung ist ein Mor. in sSet, welcher die
RHHE bzgl. t B∆rns ãÑ ∆rns u, d. h. bzgl. allen Monomor. hat.

Satz. panodyne Erweiterungen,Kan-Faserungenq und
pMonomorphismen, triviale Faserungenq sind jeweils schwache
Faktorisierungssysteme von sSet.

Satz (Gabriel-Zisman). Sei k : Y Ñ Z ein Monomorphismus.
Ist dann i : AÑ B anodyn, so ist i ˝ k : AˆZ YAˆY BˆY Ñ BˆZ
(mit b :“ ˆ) ebenfalls anodyn.

Bem. Damit wird folgen, dass sSet eine kartesisch abgeschlossene
Modellkategorie wird (d. h. ˆ ist ein Quillen-Bifunktor).

Def. Seien X, Y simpliziale Mengen. Dann ist der
Funktionenkomplex Y X P ObpsSetq definiert durch

pY Xqn :“ HomsSetp∆rns ˆX,Y q

Bem. Es gilt HompZ, Y Xq – HompZ ˆX,Y q.

Kor. Ist Y ein Kan-Komplex, so ist Y X wieder ein Kan-Komplex.

Def. Zwei Morphismen f, g : X Ñ Y zwischen simpl. Mengen X, Y
heißen homotop, falls f „ g in Y X , d. h. die Menge der
Homotopieklassen von Morphismen ist π0pY

Xq.

Kor (Homotopieerweiterungseigenschaft, HEE).
Sei p : E Ñ X eine Kan-Faserung und i : Y Ñ Z ein
Monomorphismus. Im kommutativen Diagramm

Y ˆ I E

Z ˆ I X

Z ˆ Λεr1s

h1

iˆidI p

h

h

existiert der gestrichelte Pfeil.

Def. Ein Monomorphismus i : AÑ B in sSet heißt starker
Deformationsretrakt (SDR), falls ein r : B Ñ A mit ri “ idA und
rirs “ ridBs P π0pB

B in A{sSetq, d. h. es existiert h : B ˆ I Ñ B mit
h0 “ idB , h1 “ ir, h|AˆI “ idAˆI oder ein Zickzack solcher h’s.

Bspe. Λ0r1s,Λ1r1s Ă ∆r1s sind starke Deformationsretrakte.

Prop. Sei i : AÑ B anodyn, A, B Kan-Komplexe.
Dann ist A ein SDR von B vermöge i.

Prop. Sei i : AÑ B ein Monomorphismus, sodass A ein SDR von
B ist. Dann ist i anodyn.

Prop. Für eine Kan-Faserung p : E Ñ X sind äquivalent:

• p ist trivial.

• Es existiert ein Schnitt s : X Ñ E und ein h : E ˆ∆r1s Ñ E mit
ps “ idX und h : idE „ sp (mod X)

• p ist eine Homotopieäquivalenz, d. h. es existiert ein s : X Ñ E
mit Homotopien k : ps „ idX und h : sp „ idE .

Prop. Sei p : E Ñ X eine Faserung, i : AÑ X ein SDR. Dann ist
p´1pAq Ñ E im Diagramm

p´1pAq E

A X

x

ebenfalls ein SDR.

Kor. Sei p : E Ñ X ˆ∆r1s eine Faserung. Sei p0 :“ p|p´1pXˆΛ0r1sq,

p1 :“ p|p´1pXˆΛ1r1sq : Ei Ñ X Dann sind p0, p1 : Ei Ñ X faserweise
homotopieäquivalent, d. h. es existieren f , g in

E0 E1 E0

X

f

p0

g

p1
p0

mit idE0
„ gf (mod X) und fg „ idE1

(mod X)

Kor. Sei p : E Ñ Y eine Faserung und f, g : X Ñ Y homotop. Dann
sind die Pullbacks f˚E und g˚E faserweise homotop (also mod Y ).

Kor. Sei X zshgd (d. h. π0pXq “ ˚), p : E Ñ X eine Faserung.
Dann sind je zwei Fasern von p homotopieäquivalent.

Def. • Seien x, y : ∆rns Ñ X zwei n-Simplizes in einer simplizialen
Menge X mit x|B∆rns “ a “ x|B∆rns. Schreibe x „ y (B∆rns), falls
Dh : ∆rns ˆ∆r1s Ñ X mit h|Λ0r1s “ x, hΛ1r1s “ y, hB∆rns “ a.

• Ein Kan-Komplex X heißt minimal, falls

x „ y (B∆rns) ðñ x “ y.

TODO: Definition vervollständigen

Lem. Sei X ein Kan-Komplex. Dann existiert ein SDR X 1 von X,
sodass X 1 minimal ist.

Lem. Sei X minimal und f : X Ñ X mit f „ idX . Dann ist f ein
Isomorphismus.

Kor. Sei f : X Ñ Y eine Homotopieäquivalenz zwischen minimalen
Komplexen. Dann ist f schon ein Isomorphismus.

Def. Eine Faserung p : E Ñ X heißt minimal, falls für alle
Simplizes x, y : Homp∆rns, Eq mit p ˝ x “ p ˝ y mit x „ y (mod
B∆rns).

Def. Ein Bündel mit Faser F ist eine Abb. p : E Ñ B, sodass für
alle Simplizes σ : ∆rns Ñ B der Pullback ∆rns ˆB E
homotopieäquivalent zu ∆rns ˆ F ist.

Lem. Eine minimale Faserung p : E Ñ X ist ein Bündel.

Def. Ein Morphismus f : X Ñ Y in sSet heißt schwache
Äquivalenz, falls für alle Kan-Komplexe K die ind. Abb.
rf,Ks : rY,Ks Ñ rX,Ks (mit rY,Ks :“ π0pK

Y q) bij. ist.

Bspe. • Homotopieäquivalenzen ist eine schwache Äquivalenzen.

• Triviale Faserungen sind schwache Äquivalenzen.

• Sei i : AÑ B eine anodyne Erweiterung. Für jeden Kan-Komplex
K ist dann Ki : KB Ñ KA eine triviale Faserung, insbesondere
also eine schwache Homotopieäquivalenz.

• Ist f : X Ñ Y eine schwache Äquivalenz zwischen
Kan-Komplexen X, Y , so ist f eine Homotopieäquivalenz.

Bem. f ist genau dann eine schwache Äquivalenz, wenn in allen
Diagrammen der Form

http://timbaumann.info/uni-spicker/homoalg.pdf


X X

Y Y

f f

mit X, Y Kankomplexe, X Ñ X, Y Ñ Y anodyn der Morphismus f
eine schwache Äquivalenz ist.

Lem. Sei i : AÑ B anodyn, p : E Ñ A ein Bündel. Dann existiert
ein Pullback-Diagramm

E E1

A B

p p1

mit einem Bündel p1. Weiter ist p1 eindeutig bis auf Isomorphie.
Außerdem ist E ãÑ E1 anodyn.

Prop. • Eine Faserung p : E Ñ X ist genau dann trivial, wenn p
eine schwache Äquivalenz ist.

• Eine Kofaserung i : AÑ B ist genau dann anodyn, wenn i eine
schwache Äquivalenz ist.

Lem. Pullbacks längs Bündeln erhalten schwache Äquivalenzen.

Satz (Quillen). Die Kategorie der simplizialen Mengen mit den
schwachen Äquivalenzen wird zu einer kartesisch abgeschlossenen,
eigentlichen, kombinatorischen Modellkategorie, wenn als
Kofaserungen die Monomorphismen und als Faserungen die
Kan-Faserungen gewählt werden.

Kettenkomplexe
Sei R ein Ring und Mod-R die Kategorie der R-Moduln.

Def. Ein P P ObpMod-Rq heißt projektiv, falls
HomrpP, fq : HompP,Mq Ñ HompP,Nq für alle surjektiven
f : M Ñ N surjektiv ist.

Bem. Eine Abb. f : M Ñ N ist genau dann surjektiv, wenn
HompP, fq surjektiv für alle projektiven P .

Bspe. • R ist projektiv

• Direkte Summen projektiver Moduln sind projektiv.

• Retrakte projektiver Moduln sind wieder projektiv.

Bem. Damit hat Mod-R genügend viele projektive, d. h. jedes
Modul M erlaubt eine Surjektion P ÑM mit P projektiv.

Def. Sei Ch˚pRq die Kategorie der Kettenkomplexe, die in
nichtnegativen Graden konzentriert sind, d. h. Objekte sind
Diagramme der Form

. . .Ñ C3
B3
ÝÝÑ C2

B2
ÝÝÑ C1

B1
ÝÝÑ C0 mit Bi ˝ Bi`1 “ 0.

Elemente in ZnC :“ tx P Cn | Bnpxq “ 0u heißen n-Zykel und
Elemente in BnC :“ tBnpyq | y P Cn`1u Ď ZnC heißen n-Ränder.
Die Gruppe HnpCq :“ ZnC{BnC heißt n-te Homologie. Ist
f : C Ñ C1 ein Morphismus von Kettenkomplexen, so induziert
dieser einen Morphismus Hnpfq : HnpCq Ñ HnpC

1q. Es heißt f ein
Homologie-Isomorphismus (oder Quasi-Isomorphismus), falls Hnpfq
für alle n ě 0 ein Isomorphismus ist.

Satz. Zusammen mit den Homologie-Isomorphismen als schwache
Äquivalenzen wird Ch˚pRq zu einer komb. Modellkategorie, wenn
wir als Kofaserungen gradweise Monomorphismen mit gradweise
projektivem Kokern und als Faserungen Morphismen, die im
positiven Grad gradweise Surjektionen sind, wählen.

Def. Diese Modellstr. heißt proj. Modellstruktur auf Ch˚pRq.

Bem. Alle Komplexe in die projektive Modellstruktur sind fasernd,
insbesondere ist Ch˚pRq rechtseigentlich. Die kofasernden Objekte
sind die Komplexe projektiver Moduln. Projektive Auflösung
entspricht dem kofasernden Ersatz.

Def. Es sei Dpnq der Komplex . . .Ñ R
id
ÝÑ RÑ 0 Ñ . . . mit R im

Grad n und n´ 1 und Spnq der Komplex . . .Ñ 0 Ñ RÑ 0 Ñ . . .
mit R im Grad n.

Def. Der Einhängungsfunktor ist

Σ : Ch˚pRq Ñ Ch˚pRq, pΣCqn`1 :“ Cn, pΣCq0 :“ 0.

Bem. Es gilt Dpn` 1q “ ΣpDpnqq und Spn` 1q “ ΣpSpnqq.

Bem. Es gilt HompDpnq, Cq – Cn und HompSpnq, Cq – ZnC.

Lem. Ein Morphismus f : C Ñ C1 ist genau dann eine Faserung
(d. h. im positiven Grad surjektiv), wenn f die RHHE bzgl. aller
t0 Ñ Dpnq |n ě 1u hat.

Bem. Folglich ist t0 Ñ Dpnq |n ě 1u die Menge der erz. azykl. Kof.
der projektiven Modellstruktur.

Lem. Sei f : C Ñ C1 ein Mor. in Ch˚pRq. Dann sind äquivalent:

• f ist ein Homologie-Isomorphismus und in positiven Graden
surjektiv

• Für alle n ě 0 ist Cn Ñ Zn´1C ˆZn´1C
1 C1n, x ÞÑ pBx, fpxqq

surjektiv.

• f hat die RHE bzgl. tSpnq Ñ Dpnq |n ě 0u

Bem. Folglich ist tSpnq Ñ Dpnq |n ě 0u die Menge der erzeugenden
Kofaserungen der projektiven Modellstruktur.



Die Homotopiekategorie als HopsSetq-Modul
Def. Die Kategorie der Räume ist S :“ HopsSetq.

Ziel. Zeige, dass HopMq für jede Modellkategorie M in natürlicher
Weise ein Modul über S ist, d. h. wir wollen Funktoren

HopMq ˆ S Ñ HopMq, pX,Kq ÞÑ X bL K,

HopMqop ˆHopMq Ñ S, pX,Y q ÞÑ MappX,Y q “: Y X ,

Sop ˆHopMq Ñ HopMq, pK,Xq ÞÑ RHompK,Xq :“ XK ,

sodass gilt:

HomHopMqpX b
L K,Y q – HomSpK,Y

Xq – HomHopMqpX,Y
Kq.

Weiter gilt: X bL ∆r0s – X, d. h. HomHopMqpX,Y q –

HomHopMqpX ˆ∆r0s, Y q – HomSp∆r0s, Y
Xq “ π0pY

Xq.

Def. Sei B eine kleine Kategorie und λ eine Ordinalzahl. Ein
Funktor f : B Ñ λ heißt lineare Einbettung, falls:

@u : bÑ c : F puq “ id ùñ u “ id .

In diesem Fall heißt F piq für i P ObpBq der Grad von i.
Eine Kategorie mit einer linearen Erweiterung heißt gerichtet.
Ist Bop gerichtet, so heißt B inverse Kategorie.

Def. • Sei C kovollständig, B gerichtet, i P ObpBq.
Das i-te Latching-Objekt LiX eines Funktors X P ObpCBq ist
LiX :“ colim

j
`
ÝÑi

Xj . Die Indexkategorie ist dabei die

Scheibenkategorie der Objekte vom Grad ă i über Xi.

• Sei B invers und C vollständig. Das i-te Matching-Objekt von
X ist MiX :“ lim

i
´
ÝÑj

Xj .

Bem. Es gibt nat. Transformationen LiX Ñ Xi und Xi ÑMiX.

Satz. Sei M eine Modellkategorie, B gerichtet. Dann gibt es
folgende Modellstruktur auf MB: Ein Funktor τ : X Ñ Y ist eine

• schw. Äq. ðñ @ i P ObpBq : τi : Xi Ñ Yi ist schw. Äq,

• Faserung ðñ @ i P ObpBq : τi : Xi Ñ Yi ist Faserung,

• Kof. ðñ @ i P ObpBq : Xi YLiX LiY Ñ Yi ist eine Kof,

• triv. Kof. ðñ @ iPObpBq : Xi YLiX LiY Ñ Yi ist eine triv. Kof.

Bzgl. dieser Modellstr. ist colim : CB Ñ C ein Linksquillenfunktor.

Bem. • Dual: MBop
» pMopqB

• Ist τ eine Kofaserung in MB und B gerichtet, so ist insbesondere
@ i : τi : Xi Ñ Yi eine Kofaserung.

Beweis. Da colim ein Linksquillenfunktor ist, ist LiX Ñ LiY eine
Kofaserung. Damit ist auch Xi Ñ Xi YLiX LiY als Pushout von
LiX Ñ LiY eine Kofaserung. Somit ist auch die Komposition mit
der Kofaserung Xi YLiX LiY Ñ Yi wieder eine Kofaserung.

Def. Eine Reedy-Kategorie ist eine Kategorie B zusammen mit
Unterkategorien B` und B´ und einem Funktor d : B Ñ λ, der
Gradfunktion, wobei λ eine Ordinalzahl ist, sodass folgendes gilt:

• B` ist bzgl. d gerichtet, • B´ ist bzgl. d invers,

• Jeder Morphismus f P MorpBq lässt sich eindeutig faktorisieren
als f “ ip mit i P B` und p P B´.

Bsp. ∆ ist Reedy mit ∆` :“ t injektive u und ∆´ :“ t surjektive u.

Bspe. • Sei A‚ ein kosimpliziales Objekt in C, d. h. A‚ P ObpC∆q.
Wir schreiben A‚rns :“ A‚rns. Dann

L0A
‚“H, L1A

‚“A‚r0s >A‚r0s, M0A
‚“˚, M1A

‚“A‚r0s.

• Sei X‚ ein simpl. Objekt in C, d. h. X P ObpC∆op
q. Dann

L0X‚ “ H, L1A‚ “ X0, M0X‚ “ ˚, M1X “ X0 ˆX0.

Bem. Sei B eine Reedy-Kategorie. Dann können wir Funktoren
X P ObpCBq wie folgt rekursiv konstruieren: Sei dazu d : B Ñ λ die
Gradfunktion und X|Băβ schon definiert. Sei dann i P B mit

dpiq “ β. Wähle eine Faktorisierung LiX Ñ Xi ÑMiX.
Sei iÑ j mit dpiq, dpjq ď β. Gesucht ist ein Morphismus Xi Ñ Xj .
Ohne Einschränkung sei piÑ jq ‰ id. Faktorisiere

piÑ jq “ pk
`
ÝÑ jq ˝ pi

´
ÝÑ kq. Gesucht ist also Xi Ñ Xk und

Xk Ñ Xj für i
´
ÝÑ k, k

`
ÝÑ j. Dazu betrachte

Xi
gewählt
ÝÝÝÝÝÑMiX

kanonisch
ÝÝÝÝÝÝÝÑ Xk, Xk

kanonisch
ÝÝÝÝÝÝÝÑ LjX

gewählt
ÝÝÝÝÝÑ Xj .

Def. Sei B “ ∆ und A P C. Dann sind `‚A, r‚A P ObpC∆q def. durch

`‚Aris “ Aˆ ris :“ A > . . . >A, r‚Aris :“ A.

Bem. `‚ % pEv‚ : X‚ Ñ X‚r0sq % r‚

Satz. Sei M eine Modellkategorie und B eine Reedy-Kategorie.
Dann existiert folgende Modellstruktur auf MB:
Eine natürliche Transformation f : X Ñ Y ist eine

• schw. Äq. ðñ @ i P ObpBq : fi : Xi Ñ Yi ist schw. Äq.

• (triv.) Kof. ðñ @ i P ObpBq : Xi YLiX LiY Ñ Yi ist (triv.) Kof.

• (triv.) Fas. ðñ @ iPObpBq : Xi Ñ Yi ˆMiY MiX ist (triv.) Fas.

Bsp. M∆, M∆op
sind wieder Modellkategorien.

Def. Sei C eine Modellkategorie, A P ObpCq.

• Ein kosimplizialer Rahmen von A ist eine Faktorisierung von
`‚AÑ r‚A der Form `‚A ãÑ A˚

„
ÝÑ r‚A., sodass A˚r0s “ A.

• Dual ist ein simpl. Rahmen eine Faktorisierung
l‚A

„
ÝÑ A˚ � r‚A.

Bem. Ist A˚ ein kosimplizialer Rahmen von A, so ist A˚r1s ein
gutes Zylinderobjekt.

Bsp. Sei C eine simpliziale Modellkategorie. Ist dann A kofasernd,
so ist Ab∆op mit pAb∆‚qrns “ Ab p∆‚rnsq ein kosimplizialer
Rahmen von A. Insbesondere ist Ab∆‚r1s ein gutes Zylinderobjekt.

Die Wirkung von S “ HopsSetq

Konstr. Sei M eine Modellkategorie, K eine simpl. Menge, X ein
Objekt aus M. Wir wollen X bL K P ObpHopMqq definieren:

a) Wähle kofasernden Ersatz QX
„
ÝÑÑ X

b) Wähle kosimplizialen Rahmen `‚QX ãÑ X˚
„
ÝÑ r‚QX

c) Setze X bL K :“
n
ş

X˚rns ˆKn.

d) Fasse X bL K als Objekt in HopMq auf.

Sei Y P ObpMq. Wir wollen Y K P ObpHopMqq wie folgt definieren:

• Wähle fasernden Ersatz Y
„
ãÝÑ RY .

• Wähle simplizialen Rahmen `‚RY Ñ Y˚ Ñ r‚RY .

• Setze Y K :“ RHompK,Y q “
ş

n
Y˚rns

Kn .

• Fasse Y K als Objekt in HopMq auf.

Wir definieren Y X P ObpSq wie folgt:

• Wähle QX Ñ X und Y Ñ RY wie eben.

• Wähle X˚, Y˚ wie eben.

• Setze Y X :“ MappX,Y q “ diag HompX˚, Y˚q “ HompX˚, Y q “
HompX,Y˚q.

• Fasse Y X als Objekt von HopsSetq “ S auf.

Satz. Diese Konstruktion macht HopMq zu einem wohldefinierten,
abgeschl. S-Modul. Sie ist mit Quillenadjunktionen verträglich.

Satz. Analog wird die Homotopiekategorie einer jeden punktierten
Modellkategorie M in kanonischer Weise zu einem S˚-Modul, wobei
S˚ :“ HopsSet˚q. Wir erhalten

HopMq ˆ S˚ Ñ HopMq, pX,Kq ÞÑ X ^L K,

HopMqop ˆHopMq Ñ S˚, pX,Y q ÞÑ Map˚pX,Y q,

Sop
˚ ˆHopMq Ñ HopMq, pK,Y q ÞÑ RHom˚pK,Y q.

Es gilt dann A^L K` “ AbL K.



Punktierte Modellkategorien

Def. Sei C˚ eine punktierte Kategorie und f : X Ñ Y ein
Morphismus in C˚. Sei 0 : X Ñ ˚ Ñ Y der eindeutig bestimmte
Morphismus.

• Die Kofaser cofib f von f ist der Differenzkokern von
f, 0 : X Ñ Y .

• Die Faser fib f von f ist der Differenzkern von f, 0.

Bem. Folgende Diagramme sind Pushout- bzw. Pullbackdiagramm:

X Y fib f X

˚ cofib f ˚ Y

f

x

{
f

Def. S0 :“ ∆r0s` P ObpsSet˚q “ ObpS˚q, S1 :“ ∆r1s`{B∆r1s`

Def. Sei C˚ eine punktierte Modellkategorie. Dann heißt

Σ : HopC˚q Ñ HopC˚q, X ÞÑ X ^L S1 Einhängung und

Ω : HopC˚q Ñ HopC˚q, Y ÞÑ RHom˚pS
1, Y q Verschleifung.

Bem. Σ % Ω

Konstr. Sei X P ObpHopC˚qq. Wähle einen kofasernden
Repräsentanten QX P ObpC˚q von X. Wähle dann einen
komsimplizialen Rahmen pQXqo. Dann ist

pQXqo ^L S1 “ ppQXqo ^∆r1s`q { ppQXq
o ^ δ∆r1s`q

“ ppQXqo b∆r1sq { ppQXqo b B∆r1sq “ pQX ˆ Iq {pQX _QXq

“ cofibpQX _QX Ñ QXˆIq

für einen gutes Zylinderobjekt QXˆI zu QX. Ist X kofasernd, so
gilt X ^L S1 “ cofibpX _X Ñ XˆIq. Dual gilt für ein kofaserndes
Y : ΩY “ fibpY I Ñ Y q für ein gutes Wegeobjekt Y I .

Def. Sl :“ ΣlS0 heißt l-Sphäre.

Notation. rX,Y s :“ HomHopMqpX,Y q für X,Y P ObpMq

Bem. π0 Map˚pX,Y q – rS
0,Map˚pX,Y qs,

πl Map˚pX,Y q “ rΣ
lX,Y s

Bem. S1 ist eine folgendermaßen ein Kogruppenobjekt in S˚:
Für X P ObpsSetq sei X̃ definiert als Pushout

sk0X X

∆r0s X̃
x

Zum Beispiel ist Ć∆r1s “ S1. Die Inklusionen i : ∆1r2s Ñ ∆r2s und

s : ČΛ1r2s Ñ Ć∆r2s induzieren Abbildungen ĩ : S1 “ Č∆1r2s Ñ Ć∆r2s und
s̃ : S1 _ S1 “ Λ1r2s Ñ ∆r2s. Da s eine anodyne Erweiterung ist, ist
auch s̃ als Pushout von s anodyn, also eine schwache Äquivalenz.
Dann ist die Kogruppenkomultiplikation der Morphismus

S1 ĩ
ÝÑ Ć∆r2s

s̃´1

ÝÝÝÑ S1 _ S1 in S˚.

Satz. Sei X P HopC˚q. Dann ist

• ΣlX kanonisch eine Kogruppe für l ě 1 und abelsch für l ě 2,

• ΩlY kanonisch eine Gruppe für l ě 1 und abelsch für l ě 2.

Kor. πlX :“ π0RHom˚pS
l, Xq “ rSl, Xs ist eine Gruppe für l ě 1

und abelsch für l ě 2.

Bem. Die Index-Kategorie I :“ t‚ Ð ‚ Ñ ‚u von
Pushoutdiagrammen ist gerichtet, d. h. CI˚ trägt eine Modellstruktur.

Bzgl. dieser ist colim : CI˚ Ñ C˚ ein Linksquillenfunktor. Wir

erhalten einen Funktor colimL : HopCI˚q Ñ HopC˚q.

Def. Die Homotopiekofaser eines Morphismus pA
f
ÝÑ Bq P C˚ ist

cofibLpfq :“ colimLp˚ Ð A
f
ÝÑ Bq.

Konstr. Wir haben das Diagramm p˚ Ð A
f
ÝÑ Bq P ObpCI˚q.

Durch Faktorisierung finden wir pQ˚ Ðâ QA ãÑ QBq P ObpCI˚q,
wobei Q˚, QA und QB kofasernde Ersatzobjekte für ˚, A, bzw. B
und die Morphismen Kofaserungen sind. Dieses Diagramm ist dann
ein kof. Ersatz für das originale Diagramm in CI˚ und somit gilt

cofibLpfq “ QB YQA Q ˚ .

Def. Dual ist die Homotopiefaser eines Mor. pA
f
ÝÑ Bq P C˚

fibRpfq :“ limRp˚ Ñ B
f
ÐÝ Aq.

Bspe. • ΩY “ fibRpX
∆
ÝÑ X ˆXq

• X ^L S1 “ cofibpQX _QX Ñ QXˆgutIq “ cofibLpX _X
∇
ÝÑ Xq

Def. Die Folge A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C “ cofibLpfq heißt Kofasersequenz

und X “ fibRphq Ñ Y
h
ÝÑ Z heißt Fasersequenz.

Bem. ΣA kooperiert folgendermaßen auf C “ cofibLpfq:
Die Kooperationsabbildung C Ñ C _ ΣA entspricht nach dem
Yoneda-Lemma einer Operation rΣA,Xs ˆ rC,Xs Ñ rC,Xs, welche
natürlich in X P ObpHopC˚qq ist. Sei zunächst RX ein faserner
Ersatz von X. Sei j P rΣA,Xs und k P rC,Xs. Dann ist die Wirkung

der Morphismus C
β
ÝÑ RX ˆRX

pr1
ÝÝÑ RX in folgendem Diagramm:

QA A ΩX RXI

QB RX ˆRX RX

C “ cofibLpfq X RX

Qf

„ j˚

„

Dα

pr0

pr1

k

D! β

„

Beachte:

• Dabei ist RXI ist ein sehr gutes Pfadobjekt.

• Die ganz rechte Faserung ist azyklisch nach der
2-aus-3-Eigenschaft.

• pr0 und pr1 sind Faserungen sind als Pullback von RX � ˚.

• Der Morphismus QB ãÑ C ist als Pushout einer Kofaserung selbst
eine Kofaserung (siehe Konstruktion der Homotopiekofaser).

TODO: Wie genau sind jetzt α und β definiert? Und mit welcher
Eigenschaft ist dann β eindeutig und warum? Wer dies hier liest, und
mir diese Fragen beantworten kann, bekommt ein Ü-Ei geschenkt!

Dual. Sei X “ fibRphq Ñ Y
h
ÝÑ Z eine Fasersequenz. Dann operiert

die Gruppe ΩZ auf X. In einem Setting von topologischen Räumen
ist die Wirkung folgendermaßen gegeben: Ein Element von ΩZ wird
repräsentiert durch einen geschlossenen Weg γ : I Ñ Z mit
γp0q “ γp1q “ z0. Sei x ein Element der Homotopie-Faser von h.
Dann ist rγs.x “ γ̃p1q, wobei γ̃ : I Ñ Y ein Lift von γ ist.

Satz. Das sind in der Tat (Ko-) Operationen.

Def. Sei A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C eine Kofasersequenz. Dann heißt

B : C
Koop
ÝÝÝÝÑ C _ ΣA

pCÑ˚q_id
ÝÝÝÝÝÝÝÑ ˚_ ΣA “ ΣA

der Korandoperator in der Kofasersequenz A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C

B
ÝÑ ΣA.

Dual. Sei X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z eine Fasersequenz. Dann heißt

B : ΩZ “ ΩZ ˆ ˚
ΩZˆp˚ÑXq
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ ΩZ ˆX

Op
ÝÝÑ X

der Randoperator in der Fasersequenz ΩZ
B
ÝÑ X

f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z.

Bsp. ˚ Ñ X
id
ÝÑ X

B
ÝÑ ˚ “ Σ˚ ist eine Kofasersequenz und als

˚ “ Ω˚
B
ÝÑ X

id
ÝÑ X Ñ ˚ gleichzeitig eine Fasersequenz.

Prop. Sei X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z eine Kofasersequenz (in HopC˚q).

Dann ist Y
g
ÝÑ Z

B
ÝÑ ΣX wieder eine Kofasersequenz, wobei die

Kooperation von ΣY auf ΣX wie folgt ist:

ΣX
Komult.
ÝÝÝÝÝÝÑ ΣX _ ΣX

id_Σf
ÝÝÝÝÝÑ ΣX _ ΣY

id_Inv.
ÝÝÝÝÝÑ ΣX _ ΣY.

Dual. Ist X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z eine Fasersequenz, so ist ΩZ

B
ÝÑ X

f
ÝÑ Y

mit geeigneter Operation von ΩY auf ΩZ eine Fasersequenz.



Kor. Ausgehend von X
f
ÝÑ Y gibt eine lange Sequenz

X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z “ cofibLpfq

B
ÝÑ ΣX

´Σf
ÝÝÝÑ ΣY

´Σg
ÝÝÝÑ ΣZ

´ΣB
ÝÝÝÑÑ . . .

in der jedes Objekt die Homotopiekofaser der vorh. Mor. ist.

Dual. . . .Ñ ΩX Ñ ΩY Ñ ΩZ Ñ X Ñ Y Ñ Z

Satz. • Ist X Ñ Y Ñ Z eine Kofasersequenz, so ist

. . .Ñ rΣZ,W s Ñ rΣY,W s Ñ rΣX,W s Ñ

Ñ rZ,W s Ñ rY,W s Ñ rX,W s

für alle W P ObpHopC˚qq eine exakte Sequenz von Gruppen bzw.
punktierten Mengen.

• Ist X Ñ Y Ñ Z eine Fasersequenz, so ist

. . .Ñ rW,ΩXs Ñ rW,ΩY s Ñ rW,ΩZs Ñ

Ñ rW,Xs Ñ rW,Y s Ñ rW,Zs

für alle W eine exakte Sequenz.

Bem. Für W “ S0 erhält man eine lange exakte Sequenz von
Homotopiegruppen:

. . .Ñ π2pZq Ñ π1pXq Ñ π1pY q Ñ π1pZq Ñ

Ñ π0pXq Ñ π0pY q Ñ π0pZq

Lem. Es sei der durchgezogene Teil des folgenden Diagramms
gegeben. Dann existiert der gestrichelte Teil.

X Y cofibLpfq

X 1 Y 1 cofibLpfq

f

s

f 1

Außerdem ist s verträglich mit den Kooperationen.

Lem. Sei der durchgezogene Teil des folgenden Diagramms gegeben:

X Z W

Y V

U

v u

d

s

r

Dabei sind X Ñ Y Ñ U , Y Ñ Z ÑW und X Ñ Z Ñ V
Kofasersequenzen. Dann existieren r, s wie eingezeichnet und r ist
ΣU -äquivariant, s ist Σv-äquivariant. Des Weiteren ist U Ñ V ÑW
eine Kofasersequenz mit Kowirkung

W
Koop
ÝÝÝÝÑW _ ΣY

id_Σd
ÝÝÝÝÝÑW _ ΣU.

Kor. Σ cofibLpuvq “ cofibLpcofibL uÑ Σ cofibL vq

Lem. Sei X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z eine Kofasersequenz in HopC˚q,

X 1
i
ÝÑ Y 1

p
ÝÑ Z1 eine Fasersequenz. Dann gilt

X Y Z ΣX

ΩZ1 X 1 Y 1 Z1

f

α

g

β

B

D ´α˚

B i p

Lem. Ist F : C˚ Õ D˚ : U eine Quillenadjunktion, so erhält LF
Kofasersequenzen und RU Fasersequenzen.

Satz. Der Funktor –^L – : HopC˚q ˆ S˚ Ñ HopC˚q ist mit
Kofasersequenzen verträglich, d. h.

• Ist A P ObpHopC˚qq, X Ñ Y Ñ Z eine Kofaserseq. in S˚, so ist
A^L X Ñ A^L Y Ñ A^L Z eine Kofaserseq. mit Kowirkung

A^L Z Ñ A^L pZ _ ΣXq – pA^L Zq _ pA^L ΣXq

– pA^L Zq _ ΣpA^L Xq.

• Ist K P S˚, X Ñ Y Ñ Z eine Kofasersequenz in HopC˚q, so ist
X^LK Ñ Y ^LK Ñ Z^LK eine Kofasersequenz mit Kowirkung

Z ^L K Ñ pZ _ ΣXq ^L K – pZ ^L Kq _ pΣX ^L Kq

– pZ ^L Kq _ ΣpX ^L Kq.

Achtung. Man beachte das Vorzeichen:

Sn ^L Sm Sm`n

Sm ^L Sn Sn`m

kan
„

γ„ p´1qmn id

kan
„

Stabile Modellkategorien

Def. Eine punktierte Modellkategorie C˚ heißt stabil, falls
Σ : HopC˚q Ñ HopC˚q eine Kategorienäquivalenz ist.

Bem. Es folgt, dass dann Ω “ Σ´1.

Prop. Damit wird HopC˚q zu einer additiven Kategorie.

Beweis. Jedes Objekt X P ObpHopC˚qq ist natürlicherweise eine
abelsche Gruppe: X – Ω2Σ2X.

Bem. Die Kowirkung von ΣX auf Z zu einer Kofasersequenz

X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z in einer stabilen Modellkategorie ist schon durch

B : Z Ñ ΣX gegeben:

Z Z _ ΣX Z ˆ ΣXKowirk

pid,Bq

Produkt und Koprodukt fallen zusammen, da HopC˚q additiv ist.

Lem. Sei C˚ stabil. Dann gilt

X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z

B
ÝÑ ΣX ist Kofaserseq.

ðñ ΣX
´Σf
ÝÝÝÑ ΣY

´Σg
ÝÝÝÑ ΣZ

´ΣB
ÝÝÝÑ Σ2X ist Kofaserseq.

Prop. Es gilt

X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z

B
ÝÑ ΣX ist Kofaserseq.

ðñ ΩZ
´B˚

ÝÝÝÑ X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ ΣΩZ “ Z ist Faserseq.

Mit anderen Worten fallen Faser- und Kofasersequenzen zusammen
und HopC˚q ist eine triangulierte Kategorie.

Kor. Ist X Ñ Y Ñ Z
B
ÝÑ ΣX ein exaktes Dreieck, so ist

. . .Ñ rW,Σ´1Zs Ñ rW,Xs Ñ rW,Y s Ñ rW,Zs Ñ

Ñ rW,ΣXs Ñ rW,ΣY s Ñ rW,ΣZs Ñ . . .

eine lange exakte Sequenz.

Def (Bousfield-Lokalisierung). Sei S Ď MorpMq eine Menge von
Mor. einer Modellkat. M. Dann heißt X P ObpMq S-lokal, falls

@ pA
f
ÝÑ Bq P S : MappB,Xq

f˚
ÝÝÑ MappY,Xq ist schwache Äq.

Weiter heißt f : AÑ B eine S-lokale Äquivalenz, falls für alle
S-lokalen Objekte X der Morphismus f˚ wie eben eine schwache
Äquivalenz ist. (Offensichtlich gilt dann S Ď t S-lokale Äq. u.)
Ist dann M links-eigentlich und kombinatorisch, so existiert eine
Modellstruktur LSM auf M, deren Kofaserungen diesselben sind
wie von M und deren schwachen Äq. die S-lokalen Äq. sind.



Def. Sei C˚ eine (punktierte), simpliziale, links-eigentliche,
kombinatorische Modellkategorie. Die Kategorie der Spektren
C8˚ hat als Objekte Familien pXiqiPN von Objekten aus C˚
zusammen mit Morphismen pαi : ΣXi Ñ Xi`1qiPN. Wir schreiben

X8 : X0 99K X1 99K X2 99K . . .

Ein Morphismus besteht aus Morphismen pXi Ñ X 1iqi{inN, welche

mit den αi und α1i verträglich sind.

Bsp. Sei X P ObpC˚q. Dann heißt

Σ8X : X 99K ΣX 99K Σ2X 99K . . . Einhängungsspektrum von X.

Das Sphärenspektrum ist S8 :“ Σ8S0.

Def. Die projektive Modellstruktur auf C8˚ ist diejenige, für die
gilt: Ein Mor. f : X8 Ñ Y8 ist eine

• schwache Äq. ðñ alle fi : X8i Ñ Y8i sind schw. Äq.

• Faserung ðñ alle fi : X8i Ñ Y8i sind Faserungen.

Def. Ein Spektrum X8 heißt Ω-Spektrum, falls alle
α˚i : Xi Ñ ΩXi`1 schwache Äquivalenzen sind.

Lem. Es gibt eine Klasse S Ď MorpC8˚ q, sodass gilt:

X8 ist S-lokal ðñ X8 ist ein Ω-Spektrum.

Bem. Damit existiert die Bousfield-Lokalisierung der projektiven
Modellstruktur auf C8˚ nach den Ω-Spektren. Diese Modellstruktur
ist die übliche Modellstruktur auf C8˚ .

Satz. Mit dieser Modellstr. wird C8˚ zu einer stabilen Modellkat.

TODO: Eilenberg-MacLance-simpliziale-Mengen (K(G, n)’s)

TODO: Dold-Kan vom Übungsblatt



Anhang: Die Ordinalzahlen

Def. Eine Wohlordnung auf einer Menge S ist eine Totalordnung
auf S bezüglich der jede nichtleere Teilmenge A Ď S ein kleinstes
Element besitzt. Eine wohlgeordnete Menge ist ein Tupel pS,ďq
bestehend aus einer Menge S und einer Wohlordnung ď auf S.

Bem. Eine äquivalente Bedingung lautet: Es gibt in S keine nach
rechts unendlichen absteigenden Folgen . . . ą ai ą ai`1 ą ai`2 ą . . .

Bem. Äquivalent zum Auswahlaxiom ist:

Axiom (Wohlordnungssatz). Auf jeder Menge ex. eine Wohlord.

Def. Zwei wohlgeordnete Mengen heißen isomorph, wenn es eine
monotone Bijektion zwischen ihnen gibt.

Def. Eine Ordinalzahl ist eine Isomorphieklasse von
wohlgeordneten Mengen.

Bem. Die Klasse aller Ordinalzahlen wird mit On bezeichnet und ist
eine echte Klasse, keine Menge. Sie ist selbst wohlgeordnet mittels

rpS,ďSqs ď rpT,ďT qs :ðñ D inj. monotone Abb. pS,ďSq Ñ pT,ďT q.

Notation. • 0 :“ rHs, • n :“ rt1, . . . , nus für n P N, • ω :“ rNs
mit der jeweils kanonischen Ordnungsrelation.

Bem. Die ersten Ordinalzahlen sind

0, 1, 2, . . . , ω, ω ` 1, ω ` 2, . . . , ω ¨ 2, ω ¨ 2` 1, . . . , ω ¨ 3, . . . , ωω , . . .

Prinzip (Transfinite Induktion).
Sei P : On Ñ Prop eine Aussage über Ordinalzahlen. Dann gilt:

p@β P On : p@ γ ă β : P pγqq ùñ P pβqq ùñ @α P On : P pαq

Def. Arithmetik von Ordinalzahlen ist folgendermaßen definiert:
Für α “ rpS,ďSqs und β “ rpT,ďT qs P On ist

• α` β :“ rpS > T,ďS>T qs, wobei gilt:

ďS>T |SˆS :“ďS , ďS>T |TˆT :“ďT , S ăS>T T.

• α ¨ β :“ rpS ˆ T,ďS¸T qs mit der lexikogr. Ordnung

ps1, t1q ďS¸T ps2, t2q :“ t1 ă t2 _ pt1 “ t2 ^ s1 ďS s2q

• αβ :“ rptAbb. f : S Ñ T mit fpsq “ 0 für fast alle s P Su,ďqs mit

f ă g :ðñ D t P T : fptq ă gptq ^ p@ t2 ąT t : fpt2q “ gpt2qq

Bem. Es gibt drei Typen von Ordinalzahlen:

a) Die Null 0 :“ rpH,ďqs P On.

b) Die Nachfolgerzahl α` 1 einer Zahl α P On.

c) Die Limeszahl limA :“ supA einer Teilmenge A Ă On.

Bem. Die Rechenop. können auch rekursiv definiert werden durch
a) b) c)

α` 0 :“ α α`pβ`1q :“ pα`βq`1 α`limA :“ lim tα`γ | γ PAu
α ¨ 0 :“ 0 α ¨ pβ`1q :“ pα ¨ βq ` α α ¨ limA :“ lim tα ¨ γ | γ P Au

α0 :“ 1 αβ`1 :“ αβ ¨ α αlimA :“ lim tαγ | γ P Au

Def. Ein Fast-Halbring ist ein Tupel pS,`, ¨, 0q, sodass pS,`, 0q
ein Monoid und pS, ¨q eine Halbgruppe ist mit
• a ¨ pb` cq “ a ¨ b` a ¨ c, • a ¨ 0 “ 0.

Lem (Rechenregeln in On). • α ¨ 0 “ 0 “ 0 ¨ α • α ¨ 1 “ α “ 1 ¨ α
• α0 “ 1 • 0α “ 0 für α ą 0 • 1α “ 1 • α1 “ α
• αβ ¨ αγ “ αβ`γ • pαβqγ “ αβ¨γ

• On ist ein Fast-Halbring (mit einer Klasse statt Menge)

• Das andere Distributivgesetz stimmt nicht!

• Weder Addition noch Multiplikation sind kommutativ.

• Addition und Mult. erlauben das Kürzen von Elementen nur links.

• Addition, Multiplikation und Potenzieren sind in beiden Argu-
menten monoton, allerdings nur im zweiten strikt monoton:

@β ă γ : α`β ă α`γ, α¨β ă α¨γ pαą0q, αβ ă αγ pαą1q.

Lem. Jedes α P On kann geschrieben werden in Cantor-NF:

α “ ωβ1c1 ` ω
β2c2 ` . . .` ω

βkck

mit k P N, c1, . . . , ck P Ną0 und β1 ą . . . ą βk P On.
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