Zusammenfassung Modellkategorien

©o Tim Baumann, http://timbaumann.info/uni-spicker|

Kategorientheorie

Bem. Die Topologie-Zusammenfassung bietet eine Ubersicht iiber
Grundbegriffe der Kategorientheorie. Weiterfithrende Begriffe
werden in der Homologische-Algebra-Zusammenfassung behandelt.

Def. Eine (schwache) 2-Kategorie C besteht aus
e ciner Ansammlung Ob(C) von Objekten,
e fiir jedes Paar (C,D) von Objekten einer Kategorie

A
cﬂp,
~

Hom¢(C,D) =

e fiir jedes Tripel (C,D, ) von Objekten einem Funktor
Hom¢(C, D) x Homg (D, €) —» Home(C, E), (F,G)— GoF,

e fiir jedes Objekt C € Ob(C) einem Objekt Id¢ € Home(C, C),
e fiir alle C, D, &, F € Ob(C) einem natiirlichen Isomorphismus

acpeF: —o(-0o-)=(-0o-)o-,
wobei beide Seiten Funktoren sind vom Typ
Hom(€&, F) x Hom(D, €) x Hom(C, D) — Hom(C, F),
e und fiir alle C, D € Ob(C) natiirlichen Isomorphismen
Ac,p i (Idp o—) = IdHom(e,p); Pe,p : (—olde) = IdHom(e, D),
sodass folgende Kohéirenzbedingungen erfiillt sind:

e Fiir alle (C LpS e p K G) € C kommutiert
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e Fiir alle (C — D — &) € C kommutiert
G o (Idp oF) cep.p.e (Goldp)o F
Gxe.p
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Bspe. e Die Kategorie Cat der Kategorien ist eine 2-Kategorie.

e Jede Kategorie C ist natiirlich eine 2-Kategorie.

e Die Kategorie der Ringe R mit Ob(R) := { Ringe mit Eins } und
Hompg (A, B) := Kat. der B-A-Bimoduln mit N o M := N ®g M
fiir M € Hom(A, B) und N € Hom(B, C). Dabei ist Id 4 := A.

Def. Eine monoidale Kategorie ist eine 2-Kategorie mit genau

einem Objekt. In der Regel wird dann & anstelle von o geschrieben.

Def. Sei S:C° x C — A ein Funktor. Ein Ende E € Ob(.A) von S
ist eine Familie o : E — S(c, ¢), ¢ € Ob(C) von Morphismen in A,
sodass fiir alle (f : ¢ — ¢’) € C das Diagramm

(c;0) \sodc,f)
S(e,c)

kommutiert, und E universell (terminal) mit dieser Eigenschaft ist.
Sprechweise: Ein Ende ist ein terminaler S-Keil.

S
Ey
%S(

)

Notation. E = {S(c,c).
c

Bem. Enden sind spezielle Limiten, und umgekehrt sind Limiten
spezielle Enden: lim F' = {F(c); der Integrand ist C°? x C — C £y
c

c
Bem. Das duale Konzept ist das eines Anfarigs Koendes {S(c, c).

Bsp. Seien F,G : C — A zwei Funktoren. Dann ist
{Hom4(F(c),G(c)) = Nat(F,G).

Satz (Fubini). Sei S: D°?xDxC°® xC — A ein Funktor. Dann gilt

§ S(d,d,c,c) = (§5(d,d,c,c),
(d,c) dc

falls die rechte Seite und {S(d, d’, ¢, ¢) fiir alle d,d’ € D existieren.
c

Bsp. Sei R ein Ring, aufgefasst als praadditive Kategorie mit einem
Objekt *. Ein additiver Funktor R(°®?) — Ab ist nichts anderes als
ein R-Linksmodul (bzw. R-Rechtsmodul). Dann ist

*€ER
A®Rr B~ S A®yz B.
Lem (Ninja-Yoneda-Lemma). Fiir jede Priagarbe F' : C°? — Set gilt
(&
F =~ {F(c) x Hom¢ (-, c).

Def. Sei C eine 2-Kategorie. Seien C, D € C. Eine Adjunktion von
F € Hom¢(C, D) und G € Home (D, C) ist geg. durch Morphismen
n:1de = G o F (genannt Eins) und € : F o G = Idp (Koeins) mit
GeonG =1dg und €F o Fnp = Idp. Man notiert F' 4 G.

Lem. R/L-Adjungierte sind eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie.

Bem. Seien F': C — D und G : D — C Funktoren. Dann gilt F' 4 G

genau dann, wenn es einen nat. Iso zwischen den Hom-Mengen gibt:
Hom(F o—,-) = Hom(—, G o-)

Bsp. Elf#f* VY

Bsp. Betrachte die 2-Kat. der Ringe. Dann gilt: Ein B-A-Modul M

ist genau dann ein Linksadjungierter, wenn M als Rechts-A-Modul
endlich erzeugt und projektiv ist.

Bem. Sind n und € in F' 4 G sogar Isomorphismen, so heifit F' 4 G
auch adjungierte Aquivalenz. Jede beliebige Aquivalenz lisst sich
stets (unter Beibehaltung von F' und G sowie einem der Morphismen
€, 1) zu einer adj. Aquivalenz verfeinern.

Kan-Erweiterungen

Def. Sei A <= M 25 C ein Ausschnitt einer 2-Kategorie. Eine
Rechts-Kan-Erw. (RKE) (R, ¢) von T lings K besteht aus

e cinem Morph. R:C — A e einem 2-Morph. ¢: Ro K = T,

sodass gilt: Fiir alle Méchtegern-RKE (S :C —> A,n: So K =T)
gibt es genau ein o : S = R mit eo oK = n. Notation: R = Rang (T)

Bem. Es sind dquivalent: e (R, ¢) ist RKE von T lings K
e n—eonkK :Nat(S,R) — Nat(So K,T) ist bij. VS:C - A

Bem. Es gilt R = Rang (T') genau dann, wenn es in S € [C, A]
natiirliche Isomorphismen Nat(S, R) = Nat(S o K,T) gibt.

Prop. RKE:s sind eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie.

Bspe. e Die RKE eines bel. Morphismus 7' : M — A ldngs Id o4
existiert stets und ist gegeben durch (T, T oIdp; = T).

e In der 2-Kategorie der Ringe existieren alle RKE:
Rang (T) = (Homp (K, T), ev: Homam (K, T)®c K = T).

Bsp. Sei K: M —> 1, %+~ 1und T : M — A irgendein Funktor.
Dann ist eine RKE von T lings K dasselbe wie ein Limes von T'.

Thm. Seien K : M — C und T : M — A Funktoren. Existiere fiir
alle ¢ € Ob(C) der Limes R(c) = lim((f : ¢ &> Km) — T'm).

Dabei ist die Indexkategorie des Limes die Kommakat. A(c) | K.
Dann ldsst sich diese Setzung zu einem Funktor C — A ausdehnen
und zwar zu einer RKE von T langs K.

Bem. Ist M klein und C lokal klein und ist A vollsténdig, so sind
die Voraussetzungen des Theorems fiir jeden Funktor K : M — C,
T : M — A erfiillt. Insbesondere ist dann jede solche RKE von der
Form im Theorem. Solche RKE heiflen auch punktweise RKE.

Lem. Eine RKE ist genau dann punktweise, wenn sie fiir alle
a € Ob(A) unter dem Funktor Hom 4 (a,—) erhalten bleibt.
Thm. Sei K:M — C ein Funktor. Betrachte K*:[C, A] — [M, A].

e Wenn ein Funktor Rang : [M, A] — [C, A] mit K* 4 Rang ex.,
so ist Rang (T) fir alle T : M — A eine RKE von T lings K.

o Existiere fiir alle T : M — A eine RKE Rang (7). Dann kann
man die Zuordnung T +— Rang (T') zu einem Rechtsadjungierten
von K* ausdehnen.

Thm. Sei G: A — X in einer 2-Kategorie. Dann sind &dquivalent:

e (i besitzt einen Linksadjungierten.
e Rang(Id 4) existiert und G o Rang(Id4) = Rang(G o Id 4).

In diesem Fall gilt Rang(Id 4) 4 G und Rang(Id 4) wird sogar von
allen Morphismen H : A — ) bewahrt.

Thm. Rechtsadjungierte bewahren RKE.

Kor. Rechtsadjungierte bewahren Limiten (RAPL)
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Algebraische Strukturen in Kategorien

Def. Ein Retrakt ist ein Morphismus r : Y — X, sodass ein
Morphismus 7 : X — Y mit r o¢ = idx existiert.
Sprechweise: X ist ein Retrakt von Y (vermoge ).

Bsp. Ein Modul U ist genau dann Retrakt von einem Modul M,
wenn U ein direkter Summand von M ist.

«

Prop. ,— ist Retrakt von —“ ist eine reflexive und trans. Relation.

Def. Ein Retrakt eines Morphismus (X < Y)eC ist ein Mor.
f A — B, sodass es ein komm. Diagramm folgender Form gibt:

A3 X T35 A

bl b

B—Jlsvy _—*+B
idp

Bem. Ein Retrakt von g € Mor(C) ist ein Retrakt von g € Ob(C™).

Prop. e Retrakte von Isomorphismen sind Isomorphismen.
e Sei fog =id. Dann ist f ein Retrakt von go f.

Prop. Sei F': C — D ein Funktor. Dann ist die Klasse
{f € Mor(C) | F(f) ist ein Iso} abgeschlossen unter Retrakten.

Def. Seii: A— X und p: E — B. Dann werden als 4q. definiert:
e pist i-injektiv e i ist p-projektiv e i0p

e ¢ hat die Linkshochhebungseigenschaft (LHHE) bzgl. p

e p hat die Rechtshochhebungseigenschaft (RHHE) bzgl. ¢

e Fiir alle f, g wie unten, sodass das Quadrat kommutiert, gibt es
ein diagonales A, sodass die Dreiecke kommutieren:

A—25E

P
[ ]

X —— B

Bsp. Wegeliftung aus der Topologie: i : {0} — [0, 1] erfiillt die
LHHE beziiglich allen Uberlagerungen 7 : E — B.

Bsp. Ein Objekt P einer ab. Kat. A ist genau dann projektiv,
wenn (0 — P) die LHHE bzgl. aller Epis in A hat. Dual ist 7€ Ob(.A)
injektiv g.d.w. alle Monos in A die LHHE bzgl. (I — 0) besitzen.

Bsp. In Set gilt: Alle Inj. haben die LHHE bzgl. aller Surjektionen.

Lem (Retrakt-Argument). Sei f=qoj.
e Ist f g-projektiv (f @ q), so ist f ein Retrakt von j.
o Ist f j-injektiv (j 14 f), so ist f ein Retrakt von gq.

Zellenkomplexe

Def. Sei A eine Ordinalzahl. Eine A-Sequenz in einer Kategorie C
ist ein kolimesbewahrender Funktor X : A — C (wobei man X als
Priordnungskategorie aller 8 < A auffasst). Ihre transfinite
Komposition ist der induzierte Morphismus Xo — colimg<y Xg.

Bem. Kolimesbewahrung bedeutet: colim, g Xo =X fiir alle 5 <.

Def. Sei C eine kovollstéindige Kategorie, I < Mor(C) eine Menge.

e FEin relativer [-Zellenkomplex ist eine transf. Komp. einer
A-Sequenz Z, sodass Vae Oy, mit a+1< )\ ein Pushoutdiagramm

C —— Z, < Anklebeabbildung

ool

B —— Za+1 +— Zelle

mit f € I existiert. Sprechweise:
»Za+1 entsteht aus Z,, indem wir B langs C' ankleben.*

e Ein Objekt A € Ob(C) heifit I-Zellenkomplex, wenn der Morph.
0 — A aus dem initialen Obj. ein relativer I-Zellenkomplex ist.

Bsp. CW-Komplexe aus der algebraischen Topologie sind
I-Zellenkomplexe mit I := {S"~! <> B™|n = 0} (und C = Top).

Bspe. e Identititen A — A sind relative I-Zellenkomplexe.

e Das initiale Objekt ist ein absoluter I-Zellenkomplex.

Lem. Sei Z : A — C eine A\-Sequenz. Sei jeder Mor. Zg — Zg4 1
(B +1 < ) ein Pushout eines Morphismus aus I oder ein Iso.
Dann ist die transfinite Komposition von Z ein I-Zellenkomplex.

Thm. Die Klasse der relativen I-Zellenkomplex ist abgeschl. unter:
e transfiniten Kompositionen e Isomorphismen e Koprodukten

Faktorisierungssysteme

Def. Eine Unterkat. £ < C heifit links-saturiert, falls £ abgeschl.
ist unter Pushouts, transfiniten Kompositionen und Retrakten.

Lem. Sei £ € C links-saturiert. Dann ist £ unter Koprodukten
abgeschlossen und enthilt alle Isomorphismen.

Bsp. Sei R  Mor(C). Dann ist die Unterkategorie £ € C mit
Mor (L) := PR := {ieMor(C) |VreR : i A r} links-saturiert.

Def. e L < Mor(C) heifit proj. abgeschlossen, falls L 2 P (L?).
e R C Mor(C) heiflt injektiv abgeschlossen, falls R 2 (Y L)?.

Prop. e Z(LY) ist die projektive Hiille von L, d.h. die kleinste
Klasse von Morphismen, die projektiv abgeschl. ist und L umfasst.

e Die projektive Hiille von L ist links-saturiert. Ist L schon
projektiv abgeschlossen, so ist L insbesondere links-saturiert.

Def. e Ein Paar (L, R) von Klassen von Morphismen von C
faktorisiert C, falls V f € Mor(C) : 3ie L,pe R: f=poi.

e Ein faktorisierendes Paar (L, R) heit schwaches
Faktorisierungssystem (SFS), falls L = YR und R = L.

e Ein SFS (L, R) heifit orth. Faktorisierungssystem, falls jedes
i€ L die eindeutige LHHE bzgl. allen p € R erfiillt.

Prop. Sei (L, R) faktorisierend. Dann ist (L, R) genau dann ein
SFS, wenn L @ R und L und R unter Retrakten abgeschlossen sind.

Bsp. ({Surjektionen }, { Injektionen }) ist ein (S)F'S in Set

Modellkategorien

Motto. Modellkat. sind ein Werkzeug, math. Theorien zu studieren.

Def. Eine Klasse W < Mor(C) von Morphismen erfiillt die
2-aus-3-Eigenschaft, falls fiir jede Komposition h = go f in C gilt:
Liegen zwei der drei Morphismen f, g, h in W, so auch der dritte.

Def. W C C wie eben heit Unterkat. schwacher Aquivalenzen,
falls W die 2-aus-3-Eig. erfiillt und abgeschl. unter Retrakten ist.

Bsp. Sei F': C — D ein Funktor. Dann ist W := F~1({Isos in D})
eine Unterkategorie schwacher Aquivalenzen.

Def. Ein Tripel (W, C, F) von Unterkategorien einer Kategorie M
heifit Modellstruktur auf M, falls sowohl (C, F n W) als auch
(C n W, F) schwache Faktorisierungssysteme sind und W die
2-aus-3-Eigenschaft erfiillt.

Def. Eine bivollstdndige Kategorie M zusammen mit einer
Modellstruktur (W, C, F) heifit eine Modellkategorie.

Sprechweise. Man verwendet folgende Bezeichnungen und Pfeile:

W = schwache Aquivalenz
C < Kofaserung

CnW < azyklische Kofaserung
F —»> Faserung

FAaW 5 azyklische Faserung

Bem. Ist (W,C,F) eine Modellstruktur auf M, so ist
(WPP, FOP (C°P) eine Modellstruktur auf M°P.

Bem. Wegen C = 2(F A W) baw. F = (C n W)¥ ist das Datum
(W, C, F) iiberbestimmt.

Bsp. Sei M bivollsténdig. Sei W := C := {Isos in M }.
Dann wird M mit F := M eine Modellkategorie.

Prop. In einer Modellkategorie sind C und C n W links-saturiert.

Lem. W enthilt alle Isomorphismen und ist unter Retrakten
abgeschlossen, bildet also eine Unterkat. schwacher Aquivalenzen.

Notation. Das initiale Objekt von M wird mit ¢J, das terminale
Objekt mit * bezeichnet.

Def. o Ein Objekt X € Ob(M) heifit kofasernd, falls ¢§ — X eine
Kofaserung ist. Eine azyklische Faserung q : QX —»> X mit QX
kofasernd heifit kofasernder Ersatz (oder Approx.) von X.

e Dual heifit X € Ob(M) fasernd, falls X in M°P kofasernd ist
und X <5 RX mit RX fasernd heiit fasernder Ersatz von X.

Bsp. Sei X € Ob(M) beliebig. Dann faktorisiere ¢ — X wie folgt:

g ——X

~ A

QX



Man erhélt also immer einen kofasernden Ersatz QX fiir X.
Dual gibt es immer einen fasernden Ersatz RX fiir X.

Prop. Seien ¢: QX 5> X und ¢’ : Q' X 5 X zwei kofasernde
Approximationen von X. Dann existiert eine schwache Aquivalenz
€:QX 5 Q' X mitg of =gq.

Def. Ein Obj. X heifit bifasernd, falls es fasernd und kofasernd ist.

Prop. Fiir alle X € Ob(M) sind RQX und QRX schwach
dquivalent und beide bifasernd.

Lem (Ken Brown). Sei F': M — A ein Funktor, M eine Modell-
kategorie, N besitze eine Unterkat. YW’ schwacher Aquivalenzen.
Wenn F' azyklische Kofaserungen zwischen kofasernden Objekten

nach W’ abbildet, so bildet F alle schwachen Aquivalenzen zwischen
kofasernden Objekten nach W' ab.

Def. Sei M eine Modellkategorie. Ein Zylinderobjekt X x I zu
einem X € Ob(M) ist ein Obj. zusammen mit Morphismen wie folgt:

id

)

XxI 25 X

X
X

K

id

Der Zylinder X x I heifit gut, falls X 1. X — X x I eine Kofaserung
ist. Ein guter Zylinder heifit sehr gut, falls p: X xI — X eine
azyklische Faserung ist.

Bem. Sei die Kodiagonale V : X 1 X — X wie folgt faktorisiert:

X v

XX —— XxI —» X

X

Dann erhalten wir ein (sehr gutes) Zylinderobjekt X x I fiir X.

Def. Zwei Morphismen f,g: X — Y in M heiflen links-homotop
(notiert f ~ g), falls ein Zylinder X xI und ein Diagramm der Form

9

XxI--"sy

X

\

existiert. Wir definieren 7!(X,Y) := Hom (X, Y)/{(~!), wobei (~)
die von der symmetrischen, refl. Relation ~ erzeugte Aq'relation ist.
Die Homotopie heiflt (sehr) gut, wenn der Zylinder X x I es ist.

Beob. Sei XuXx % 2% x irgendein Zylinderobjekt. Faktorisiere
i = q o4’ in Kofaserung und azyklische Faserung. Dann ist auch

Xux <L x/ P, x

ein Zylinderobjekt, sogar ein gutes. Ebenso kann man p faktorisieren
und ein anderes Zylinderobjekt erhalten.

Lem. Sei X kofasernd, X 1. X — X xI — X ein gutes Zylinderobj.
Dann sind ig,1 : X — X 11X — X xI azyklische Kofaserungen.

Lem. Seih:f:lg. Dann: feW <= geW.
Def. Ein Pfadobjekt X7 ist eine Faktorisierung
X5 xTE xxx
des Diagonalmorph. A : X — X x X. Das Pfadobjekt X' heit gut,
wenn p eine Faserung und sehr gut, wenn zus. i eine Kofaserung ist.

Def. Eine Rechtshomotopie h: f ~" g ist ein k. D. der Form

X h YI

Bem. Ein Pfadobj. in M ist dasselbe wie ein Zylinderobj. in M°P.

Lem. Seien f,g: X > Y unde: W - X,d:Y — Z.
Jh:falg e 30 fabentg

Sei Y fasernd. Dann: 3h: f ~b8% g «= Jp/: f bschreut o
Elh:f:lg = Elh':doledog

b f bsehreut o Jp/ Foebsehreut oo

Sei X kofasernd. Dann ist ~! eine Aq’relation auf Homa, (X, Y).

Kor. Sei Y fasernd. Dann induziert Komposition eine Abbildung
(X, Y) x 7' (W, X) — 7' (W,Y),  ([g].[f]) = [g0 f].
Prop. Seien f,g: X - Y.

e Sei X kofasernd. Dann: f~l g = f~"g
e Sei Y fasernd. Dann: f ~ g« f~"g
Notation. Wenn X kofasernd und Y fasernd ist, schreibt man
o(X,Y) =7l (X,Y) = 7" (X,Y).

Thm. Sei X kofasernd. Sei p: Z 5> Y eine azyklische Faserung.
Dann ist py : 7 (X, Z) — ©'(X,Y), [f] = [po f] eine Bijektion.
Thm (Whitehead).
Fiir einen Morphismus f: X — Y zw. bifasernden Objekten gilt

feW <« f ist eine Homotopieiquivalenz

<= 3Jg:Y > X :gof~idx nfog~idy.

Lem. Sei f: X — Y. Seien RX und RY fixierte fasernde Approx.

an X bzw. Y. Dann hidngt Rf : RX — RY bis auf Rechts- und auch
Linkshomotopie nur von der Rechtshomotopieklasse von r o f ab.

Achtung. 1. A.ist f — R(f) nicht funktoriell.

Die Homotopiekategorie einer Modellkategorie
Def. Sei C ein Kategorie, S ¢ Mor(C) eine Klasse von Morphismen.
Die Lokalisierung C[S™!] von C ist eine Kategorie, die folgende
2-universelle Eigenschaft erfiillt:

e v :C — C[S™!] schickt Morphismen aus S aus Isos.
e Fiir jede Kategorie D ist v* : [C[S™!], D] — [C, D]ss1s0s €ine
Kategoriendquivalenz.

Bem. Die Homologische-Algebra-Zusammenfassung behandelt
Lokalisierung von Kategorien.

Def. Die Homotopiekategorie Ho M einer Modellkategorie M ist
die Lokalisierung von M an der Klasse der schwachen Aquivalenzen.

Konstr. Ganz explizit:
Ob(Ho M) := Ob(M)
Homizo s (X, Y) == m(RQX, RQY)

Nach einem fritheren Lemma ist die Komposition ([f], [g]) — [f o g]
wohldefiniert. Der Funktor +v : M — Ho M ist gegeben durch

X— X, [ [RQf]

Lem. Sei f: X — Y in M. Dann gilt feW < QfeW < RQfeW.

Lem. « wie definiert ist ein Funktor.

Lem. feW <= ~(f) ist ein Iso.
Lem. Sei X kofasernd und Y fasernd. Dann ist die Abbildung
m(X,Y) — Hompo m(X,Y), [f] = [RQf]

eine Bijektion.

Lem. Ist F: M — C ein Funktor, der schwache Aq. auf Isos schickt,
dann identifiziert F' links- bzw. rechtshomotope Morphismen.

Lem. Jeder Morphismus in Ho M ist Komposition von Morphismen
der Form y(f), f € Mor(M) und der Form ~(f)~%, f e W.

Lem. Obige Konstruktion erfiillt die geforderte univ. Eigenschaft.

Lem. Sei M. c M die volle Unterkategorie der kofasernden
Objekte und F' : M. — C ein Funktor, der azyklische Kofaserungen
auf Isos schickt. Dann identifiziert F' rechtshomotope Morphismen.

Thm. Ein Morphismus p: Z — Y zw. fasernden Objekten ist genau
dann eine schwache Aquivalenz, wenn py : 7(X, Z) — 7n(X,Y)
bijektiv ist fiir alle kofasernden Objekte X € M.

Beob. Sei X kofasernd und Y fasernd. Dann ist
Hompo(am) (X,Y) = Hompy (X, Y)/~.

Def. Eine Klasse W < Mor(C) besitzt die 2-aus-6-Eigenschaft,

wenn fiir alle Folgen von Morphismen
XLyLzY%K eC

gilt: Wenn v ou und wo v aus W sind, so auch u, v, w und wovou.

Beob. Die Klasse der Isomor. besitzt die 2-aus-6-Eigenschaft.

Kor. Die Klasse der schwache Aquivalenzen in einer
Modellkategorie besitzt die 2-aus-6-Eigenschaft.
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Klassen von Modellkategorien

Lokal prisentierbare Kategorien

Motto. Eine lokal prisentierare Kategorie ist eine grofie Kategorie,
welche erzeugt wird von kleinen Objekten unter kleinen Kolimiten.

Def. Eine oco-groflie Kardinalzahl x heifit regulér, wenn die
Vereinigung von weniger als x vielen Mengen, die alle weniger als
k-viele Elem. enthalten, selbst weniger als x-viele Elemente enthéilt.

Bem. Zu jeder Kardinalzahl X\ existiert ein reguldres x mit A < &.

Def. Sei k eine Kardinalzahl. Eine Kategorie heifit x-klein, falls sie
nur k-viele Morphismen besitzt.

Bem. Sei k reguldr. Dann ist eine Kat. bereits dann k-klein, falls sie
nur k-viele Objekte besitzt und alle Hom-Mengen x-klein sind.

Def. Eine Kategorie heifit x-filtriert, wobei k eine regulire
Kardinalzahl ist, wenn jedes a-kleine Diagramm in der Kategorie
einen Kokegel besitzt, wobei a < k.

Def. Eine teilweise geordnete Menge (I, <) heifit a-gerichtet, falls
die zugehorige Kategorie a-filtriert ist, d. h. jeweils weniger als
a-viele Elemente haben eine obere Schranke.

Bem. Sei A = k. Dann ist jede A-filtrierte Kategorie auch s-filtriert.

Def. Ein Objekt X einer Kat. C heifit k~kompakt oder k-klein,
wenn Hom(X,-) : C — Set mit s-filtrierten Kolimiten vertauscht:

colim; Home (X, T;) =» Home (X, colim; T})
fiir alle x-filtrierte Diagramme (7} );ez-

Def. Ein Objekt heifit genau dann klein, wenn es x-kompakt ist fiir
irgendeine regulidre Kardinalzahl «.

Bspe. e Jede endliche Menge ist Rg-kompakt in Set.

Jeder endlich-dim. VR ist Ro-kompakt in Vect(R).

Jeder endlich-prisentierte Modul ist Rg-kompakt in Mod(R).
Unendliche Mengen sind nicht Rg-kompakt in Set.

Jeder nicht diskrete topologische Raum ist nicht No-kompakt.
Set ist lokal Rg-préasentierbar mit S = {Q}.

Mod(R) ist lokal Ro-prisentierbar mit
S ={R"/im(A)|n>0,A€ R"*™ m > 0}

Def. Eine lokal k-prisentierbare Kategorie ist eine lokal kleine
und kovollstéindige Kategorie, sodass eine Menge S < Ob(C) von
k-kompakten Objekten existiert, sodass jedes Objekt aus C kleiner
Kolimes von Objekten aus S ist.

Def. Eine Kategorie heifit genau dann lokal prisentierbar, wenn
sie lokal k-présentierbar fiir eine reguldre Kardinalzahl k ist.

Lem. Ist C lokal prisentierbar, so auch C/X mit X € Ob(X).

Bspe. e sSet ist lokal prasentierbar.
e Sei C klein. Dann ist PSh(C) =[C°P, Set] lokal présentierbar.

e FinSet ist nicht lokal priisentierbar (weil nicht kovollsténdig)

Fun Fact. Sei C lokal prisentierbar. Wenn auch C°P lokal prisen-
tierbar ist, dann ist C die zu einer Quasiordnung gehorige Kategorie!

Lem. Sei X : Z x J — Set ein Funktor, wobei Z a-filtriert und J
a-klein. Dann ist der kanonische Isomorphismus
colim; lim X (¢, j) — lim colim; X (¢, j) eine Bijektion.

J J

Bsp. a-kleine Kolimiten a-kompakter Obj. sind wieder a-kompakt.

Kombinatorische Modellkategorien

Lem (Kleines-Objekt-Argument).

Sei C lokal prisentierbar, Z < Mor(C) eine Menge, Cell(Z) die
Unterkat. der relativen Z-Zellenkomplexe und Cof(Z) die Unterkat.
der Retrakte von Cell(Z). Dann ist (Cof(Z),Z?) ein SFS.

Def. o Eine Modellkategorie (W, C, F) heiit kofasernd erzeugt,
wenn Mengen Z,J < Mor(M) mit C = Cof(Z) und
C n W = Cof(J) existieren.

e Lokal prasentierbare und kofasernd erzeugte Modellkategorien
heilen kombinatorisch.

Sprechweise. Die Kof. in Z heiflen erzeugende Kofaserungen,
die in J azyklische erzeugende Kofaserungen.

Satz. Sei M eine lokal présentierbare Kategorie. Sei W < Mor(M)
eine Unterkat. schw. Aquivalenzen. Seien Z, J € Mor (M) Mengen.
Dann sind Z und J genau dann erzeugende (azyklische)
Kofaserungen einer Modellstruktur auf M, falls

o Cell(J) S W (Azyklizitit) e Z9 = 79 AW (Kompatibilitit)

Eigentliche Modellkategorien

Def. Eine Modellkategorie M heifit linkseigentlich, falls fiir alle
Pushouts der Form

N

AN
AN

o

auch der Morphismus g : X — Y eine schwache Aquivalenz ist.
M heifit rechtseigentlich, falls M°P linkseigentlich ist, d. h.
Pullbacks schwacher Aquivalenzen lings Faserungen wieder
schwache Aquivalenzen sind.

Bsp. Eine Modellkategorie, in der jedes Objekt kofasernd ist, ist
linkseigentlich.

Def. M heifit eigentlich, falls M links- und rechtseigentlich ist.

Prop. In jeder Modellkategorie ist der Pushout einer schwachen
Aquivalenz zwischen kofasernden Objekten lings Kofaserungen
wieder eine schache Aquivalenz.

Bem. Gute Homotopien kann man lings Kofaserungen erweitern:

H YI

R
~|P0o

-

>

\

-

—

i
-

>

— Y

Prop. Eine Modellkategorie M ist genau dann links-eigentlich,
wenn fiir alle Diagramme der Form

auch der ind. Mor. A ug B — A’ Uer B eine schwache Aq. ist.



Quillen- Adjunktionen

Motto. Wir wollen Modellstrukturen und -kategorien vergleichen.

Def. Sei M eine Modellkategorie, H eine beliebige Kategorie.
Ein Funktor F': M — H heiit homotopisch, falls F' die schwachen
Aquivalenzen in M auf Isomorphismen in H abbildet.

Bem. Homotopische Funktoren faktorisieren iiber M[W™1].

Bsp. Sei I': M — N ein Funktor zw. Modellkategorien, der
schwache Aquivalenzen erhélt. Dann ist § o F' : M — Ho(N)
homotopisch, wobei ¢ : N' — Ho(N) die Lokalisierung ist.

Bem. Solch ein Funktor F' : M — N induziert einen Funktor
Ho(M) — Ho(N).

Def. Ein linksabgeleiteter Funktor eine Funktors F': M — H
ist ein Funktor LF : Ho(M) — H zusammen mit einer natiirlichen
Transformation p : LF oy = F, sodass fiir alle weiteren Funktoren
G : Ho(M) — H und nat. Transformationen £ : G oy = F genau
eine natiirliche Transformation v : G = LF existiert mit { = pov,
d.h. Nat(G,LF) =~ Nat(G o v, F) ist fiir alle G eine Bijektion, d. h.
eine Linksableitung von F' ist nichts anderes als eine
Rechts-Kan-Erweiterung von F' langs ~.

M—E o n

[ =

Ho(M)

Analog ist eine Rechtsableitung RF von F eine
Linkskanerweiterung von F lings v : M — Ho(M).

Satz. Sei IF': M — H ein Funktor, der azyklische Kofaserungen
zwischen kof. Obj. auf Isomorphismen abbildet. Dann existiert LF'
und px : LF(X) — F(X) ist ein Iso fiir alle kofasernden X.

Konstr. Sei hM. die volle Unterkategorie der kof. Objekte von M
modulo Rechts-Homotopie. Betrachte die Komposition

ML ame By

Dabei ist Q der kofasernde Ersatz und Fy wird induziert von F, da
F homotope Morphismen identifiziert. Nach Ken Brown bildet die
Komposition schwache Aquivalenzen auf Isos ab und induziert daher
den gesuchten Funktor LF : Ho(M) — H mit LF oy = Fy 0 Q.
Definiere p : LF o y— F durch px :=F(q: QX — X) fiir X € Ob(M).
Falls X selbst kofasernd ist, so ist g eine schwache Aquivalenz zw.
kofasernden Objekten und somit pux = F(q) ein Isomorphismus.

Def. Sei F: M — N ein Funktor zwischen Modellkategorien. Eine
totale Linksableitung LF ist ein Funktor LF : Ho(M) — Ho(N),
sodass LF die Linksableitung von § o F' ist:

M—E N

L=

Ho(M) —25 Ho(N)

Ein Funktor F : M — N bilde azyklische Kofaserungen zwischen
kofasernden Objekten auf schache Aquivalenzen ab. Dann existiert
seine totale Linksableitung LF : Ho(M) — Ho(N).

Def. Eine Adjunktion F': M ZN : U von Modellkategorien
heif3t Quillen-Adjunktion, falls eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

e F erhilt Kofaserungen und U erhilt Faserungen,

e F erhilt Kofaserungen und azyklische Kofaserungen,

e U erhilt Faserungen und azyklische Faserungen,

e F erhilt azyklische Kofaserungen und U azyklische Faserungen.

Bem. Die Aquivalenz folgt aus Fidp < i@ Up.
Def. Eine Quillen-Adj. (F,U) heifit Quillen-A quivalenz, falls
VXEMoYeEN;: (FX 5Y)eW « (X > UY)eW.

Satz. Sei (F,U) eine Quillenadjunktion. Dann existieren LF, RU
und bilden eine Adjunktion LF : Ho(M) & Ho(N) : RU.

Ist (F,U) sogar eine Quillendquivalenz, so ist (LF,RU) eine
Adjunktion aus Aquivalenzen.

Kor. Quilleniq. Modellkat’n haben dquivalente Homotopiekat’n.

Prop. Fiir eine Quillenadjunktion F': M = N : U sind dquivalent:
e (F,U) ist eine Quillendquivalenz

e (LF,RU) ist eine Adjunktion von Aquivalenzen

e F reflektiert schw. Ag’n zw. kof. Objekten und die Komposition

FQUY Flawy), FUY 5 Y ist eine schw. Aq. fiir alle fas. Y.
o U reflektiert schw. Aq’n zw. fas. Objekten und die Komposition

X 2 urx ZUPX), REX ist eine schw. Aq. fiir alle kof. X.

Falls U schw. Aq’n in N erzeugt, dann ist auch dquivalent:
e n: X —» UFX ist eine schwache Aq. fiir alle kofasernden X.
Falls F schw. Aq’'n in M erzeugt, dann ist auch dquivalent:
e 7: X —» UFX ist eine schwache Aq. fiir alle kofasernden X.

Def. Sei f: A — B ein Mor. in der Modellkat. M. Dieser induziert
Funktoren f* : B/M — A/M und fx : M/A — M/B. Der Funktor
f* besitzt einen Linksadj. fi : A/M — B/M, der durch Pushout

entlang f geg. ist, und fy besitzt einen Rechtsadj. f! : M/B— M|/A.

Prop. M ist genau dann linkseigentlich, wenn (fi, f*) eine
Quillenadjunktion ist und genau dann rechtseigentlich, wenn (fs, f')
eine Quillenadjunktion ist fiir alle schwachen Aquivalenzen f.

Satz. Sei F': M 2 N : U eine Adj. von einer komb. Modellkat. M
mit erz. Kofaserungen I und erz. azyklischen Kofaserungen J und
einer lokal prisentierbaren Kategorie A'. Der Funktor U erzeuge
schwache Aquivalenzen in A/ (d. h. wir nennen f € Mor(N) eine
schwache Aquivalenz, falls U(f) eine schwache Aquivalenz ist).
Dann wird A eine Modellkategorie mit erzeugenden Kofaserungen
FI und erzeugenden azyklischen Kofaserungen F'J, falls gilt:

Jeder relative F'.J-Zellenkomplex ist eine schwache Aquivalenz (d.h.
U(Cell(FJ)) € Wa). Beziiglich dieser Modellstruktur auf N wird
(F,U) zu einer Quillenadjunktion.

Scheibenkategorien als Modellkategorien

Lem. Sei M eine Modellkategorie, X € Ob(M) ein Objekt.

Dann sind die Scheibenkategorien X /M und M/X Modellkat’n,
wobei die Modellstruktur vom Vergissfunktor U : X /M — M bzw.
U: M/X — M erzeugt wird, d. h. ein Mor. f ist genau dann eine
Faserung/Kofaserung/schwache Aquivalenz, wenn U(f) es ist.

Lem. e Ist M links- oder rechtseigentlich, so auch M/X u. X /M.
e Ist M eigentlich, so auch M/X und X /M.

e Ist M kofasernd erzeugt, so auch M/X.

e Ist M kombinatorisch, so auch M/X.



Monoidale Modellkategorien

Def. Eine monoidale Kategorie ist eine Kategorie C zusammen
mit einem Bifunktor ® : C x C — C, einem Objekt 1 € Ob(C),
natiirlichen Isomorphismen a: (-®-) ® - = -® (- ® ),
A:l®-—=—-und p: -®1 = —, sodass die Kohérenzdiagramme aus
der Definition einer schwachen 2-Kategorie kommutieren.

Bem. Eine monoidale Kategorie ist das gleiche wie eine 2-Kategorie
mit nur einem Objekt.

Bspe. Monoidale Kategorien sind: e (Set, x,{Q})
e (R-Mod-R,®p, R) wobei R ein Ring mit Eins ist

Def. Eine symm. monoidale Kategorie ist eine monoidale Kat.
zusammen mit einem nat. Isomorphismus v: X QY - Y ® X,
sodass die geeigneten Kohirenzdiagramme kommutieren. Es reicht
aus, zu zeigen, dass folgende Diagramme kommutierten:

Yex)ez+ 2% _ (xgy)9Z —2 5 X@(YR®Z)

I b
YR(X®2Z) — & L y@ZeX) 22— (YR®Z)®X

19X — X — 5 XQ1

N

Def. Ein monoidaler Funktor zwischen (symm.) monoidalen
Kategorien C und D ist ein Funktor F': C — D zusammen mit
natiirlichen Isomorphismen F-®p F- = F(-®c¢ —) und Fl¢ = 1p,
welche vertriglich mit «, A, p (und eventuell ) sind.

Bsp. Set - R-Mod, X — freier R-Modul mit Basis X

Def. Seien F,G : C — D monoidale Funktoren. Eine natiirliche
Transformation 7 : F' = G heifit monoidal, wenn folgende

Diagramme kommutieren:

) — 5 G(1)

FX®FY — F(X®Y)
iﬁx@ny lﬂx@y
GX®GY — G(X®Y)

Def. Sei C eine monoidale Kategorie. Ein Rechts-C-Modul ist eine
Kategorie D mit einem Funktor ® : D x C — D und ...

Bsp. Die Kat. D besitze kleine Koprodukte. Dann wird D zu einem
Set-Modul durch x = ®: D — Set > D, (X,I) — e X

Def. Sei C monoidale Kategorie. Ein Funktor F': D — D’ zwischen
C-Rechts-Moduln D und D’ heifit C-Modulfunktor, falls F(X) ® I
und F(X ® I) natiirlich isomorph sind.

Def. Seien C, D monoidale Kat’en und ¢ : C — D ein monoidaler
Funktor. Dann heiit (D, ¢) eine C-Algebra. Morphismen von
C-Algebren sind kommutative Quadrate von monoidalen Funktoren.

Def. Eine C-Algebra D heifit zentral, falls i((A) ®p B =~ B ®p i(A)
natiirlich fiir alle A € Ob(C), B € Ob(D).

Bem. Ist die C-Algebra D symmetrisch, so auch zentral.

Def. Seien C, D, £ Kategorien. Eine Adjunktion in 2 Variablen

oder Biadjunktion besteht aus Funktoren
®:CxD—>E, Hom,:D®°x&—C,Hom;:CP x&—->D

und natiirlichen Isomorphismen

Homp (D, Hom,(C, E)) ~ Homg (C®QD, E)

Notation. ©E := Hom;(C, E), EP := Hom,(D, E)

Bem. k®idp < kRWHom,(i,p) < i Hom;(k,p)

Bsp. Seien R, S, T drei Ringe, C := R-Mod-S, D := S-Mod-T,
&€ := R-Mod-T'. Eine Biadjunktion ist dann gegeben durch

®:CxD—E, (M,N)— M ®s N,
Hom, : D°? x £ - C, (N, P)+— Hommoda.7(N, P),
Hom,; : C°? x € > D, (M, P)— Hompg Mod(M, P).

Def. Eine monoidale Kategorie (C,®, 1) heifit monoidal
abgeschlossen, wenn ® Teil einer Biadjunktion ist.

Bspe. o (R-Mod-R,®r,R) e (Set,x,{0})

Def. Sei ® : C x D — & Teil einer Biadjunktion, C, D und £
Modellkategorien. Dann heiffit ® Quillen-Biadjunktion, falls fiir
alle Kof’en (f : U < V) € C, (g9 : W — X) € D der Morphismus

fog:P(f,9) =VRIWupgw UR®X - VX

eine Kofaserung in & ist, welche azyklisch ist, wenn f oder g
azyklisch ist.

Lem. Die Bedingung ist dquivalent zu: Fiir alle Kofaserungen
(9: W — X) e D und Faserungen (p:Y — Z) € £ ist

Homyq : Hom(X,Y) — Hom (X, Z) Xygom,.(w,z) Hom,(W,Y)
eine Faserung und azyklisch, wenn g oder p es ist. Analog fiir Hom;.

Prop. Sei CxD — & ein Quillenbifunktor. Ist C € Ob(C) kofasernd,
so ist C ® —: D — & ein Quillenfunktor mit Rechtsadj. Hom,;(C,-).

Bem. Analog: Sei E fasernd. Dann ist Hom, (-, E) : D — C°P ein
Quillen-Links-Adjungierter zu Hom,(—, E) : C°? — D.

Lem. Sei ® : CxD — & eine Biadj, I <Mor(C), J< Mor(D) Mengen.

Dann gilt: Cof(I) o Cof(J) € Cof(I o J) mit Cof(K):=P(K9).
Satz. Seien (C,I,J), (D,I’,J’) kombinatorische Modellkategorien.
Dann ist ® : C x D — £ genau dann ein Quillenbifunktor, wenn

I oI’ Kofaserungen in £ und I o J’, J oI’ jeweils azyklische
Kofaserungen in £ sind.

Def. Eine monoidale Modellkategorie ist eine Modellkategorie
M mit monoidal abgeschlossener Struktur (M, ®, 1), sodass

~ Hom¢ (C, Hom, (D, E)).

e ®: M x M — M ein Quillenbifunktor und

e QI®X > 1R®X x~ XundX@Q]l%X@]l“Xfuralle
kofasernden X jeweils schwache Aquivalenzen sind.

Bem. Die zweite Bedingung ist dquivalent zu:
X ~ Hom,(1,X) — Hom,(Q1, X),

sind schwache Aquivalenzen fiir alle fasernden X.

Beob. Sei M eine mon. Modellkat, (A N X),(E % B) e M. Es gilt
idp < (Homm (X, E) — P(i,p)) ist surjektiv.

Def. Eine Kategorie C heifit kartesisch abgeschlossen, falls
(C, x, *) eine abgeschlossene monoidale Kategorie ist.

Bsp. Sei C eine bivollstédndige, kartesisch abgeschlossene Kategorie.
Sei Cy := %/C. Das initiale und terminale Objekt dieser Kategorie ist
idy, sie ist also punktiert. Fiir X,Y € Ob(Cy) definiere

X AY € Ob(C) durch folgenden Pushout:

X1y — X xY

| !

¥ — X A Y

Fiir X € Ob(C) sei X4 = X 1% € Ob(Cx).

Es besteht die Adj. ()4 : C 2 Cy : U, wobei U der Vergissfunktor
ist. Mit SO := %, = % % wird (Cx, A, SO) zu einer symmetrischen
monoidalen Kategorie und (—)4+ zu einem monoidalen Funktor.
Fiir V,W € Ob(Cy) definiere Hom, (V, W) als Pullback

Hom, (V,W) —— Hom¢(V, W)

! |

Homy (, %) ——— Hom (x, W)

Dann ist Home (X, -) rechtsadjungiert zu — A X fiir alle

X € Ob(C4) und damit Cy sogar monoidal abgeschlossen.

Trage C zusitzlich eine Modellstruktur, sodass x : C x C — C ein
Quillenfunktor und #* kofasernd ist (also (C, X, %) eine monoidale
Modellkategorie ist). Dann erzeugt U : Cyx — C eine symmetrische
monoidale Modellstruktur auf (Cy, A, S°) und (-)1 — U ist eine
Quillenadjunktion, sogar eine monoidale:

Def. Seien C, D monoidale Modellkategorien.
Eine Quillen-Adjunktion F': C _L " D : U heifit monoidal, falls
e F monoidal ist und

o FQIle Fa, F1¢ eine schwache Aquivalenz ist.

Def. Sei C eine mon. Modellkat. Eine C-Modellkategorie ist eine
Modellkat. D mit Struktur ® : D x C — D als C-Rechtsmodul, sodass

e ®:D x C — D ist eine Quillen-Biadjunktion,
e X®QL “X®, ¥ &1 ist eine schw. Aq. fiir alle kof. X € Ob(D).

Bem. Wenn C punktiert ist, so auch D.

X =~ Homy (1, X) — Hom;(Q1, X)



Prop. Sei (C, X, *) eine monoidale Modellkategorie und =
kofasernd. Ist dann D eine C—Modellkategorie, so ist Dy eine
Cx-Modellkategorie. Damit gibt es eine Aquivalenz

{ punktierte C-Modellkategorie } «— { Cx-Modellkategorien }.

Prop. Seien C, D, £ Modellkategorien und ® : C x D — & eine
Quillen-Biadjunktion. Dann ist @ : Ho(C) x Ho(D) — Ho(&) eine
Biadjunktion mit Adjungierten R Hom, und R Hom;.

Satz. Ist C eine (symm.) monoidale Modellkategorie, so ist Ho(C)
eine monoidal abgeschlossene Kategorie.

Simpliziale Mengen

Ref. Die Homologische-Algebra-Zusammenfassung enthilt eine
Einfithrung in simpliziale Mengen.

Bspe. e [ := A[1] heifit Intervall,
o Al[n] :== {zeA[n]|i¢im(z)} = A[n] heifit i-Seite,
e S™:= U™ (A%[n] heiBt n-Sphiire.
e A'[n] := Ujx;AY[n] heiBt i-Horn.

Def. Ein Morphismus p : £ — X simplizialer Mengen heifit
Kan-Faserung, falls {A'[n] — A[n]|0<i<n}QOp

Def. Eine simpl. Menge heifit Kan-Komplex, falls X — * := A[0]
eine Kan-Faserung ist.

Def. o Ein inneres Horn ist ein A’[n] € A[n] mit 0<i<n.
e Eine simpl. Menge X heifit innerer Kan-Komplex, falls

{A[n] —

Bem. Es ist X also genau dann ein (innerer) Kan-Komplex, wenn
man (innere) Hérner in X fiillen kann.

An]|0<i<n}@d (X — %).

Def. Seien X € sSet, z,y € Xo, d.h. z,y : A[0] —> Xp. Setze

r~y <= Ja: I > X :a0)=zAral)=uy.

mit a(e) = ao (A°[1] — I) fiir e = 0,1. Setze mo(X) = X/~.

Prop. Ist X ein Kan-Komplex, so ist ~ eine Aq’relation.

Def. Eine anodyne Erweiterung ist ein Morphismus i : A — B
von simpl. Mengen, welcher die LHHE bzgl. aller Kan-Faserungen
hat, d. h. die Unterkategorie der anodynen Erweiterungen ist die
Saturierung von { A’[n] — A[n]}, also Cof({ A[n] — A[n]}).

Satz. Die Monomorphismen in sSet sind genau die Retrakte von
Zellkomplexen iiber { 0A[n] — A[n]}.

Def. Eine triviale Faserung ist ein Mor. in sSet, welcher die
RHHE bzgl. { 0A[n] — A[n]}, d.h. bzgl. allen Monomor. hat.

Satz. (anodyne Erweiterungen, Kan-Faserungen) und
(Monomorphismen, triviale Faserungen) sind jeweils schwache
Faktorisierungssysteme von sSet.

Satz (Gabriel-Zisman). Sei k:Y — Z ein Monomorphismus.
Ist dann i : A —> B anodyn, soist iok: AXZ Uaxy BXY — BxZ
(mit ® := Xx) ebenfalls anodyn.

Bem. Damit wird folgen, dass sSet eine kartesisch abgeschlossene
Modellkategorie wird (d.h. x ist ein Quillen-Bifunktor).

Def. Seien X, Y simpliziale Mengen. Dann ist der
Funktionenkomplex YX € Ob(sSet) definiert durch

(YX),, := Homgget (A[n] x X,Y)
Bem. Es gilt Hom(Z,Y*X) ~ Hom(Z x X,Y).
Kor. Ist Y ein Kan-Komplex, so ist Y wieder ein Kan-Komplex.

Def. Zwei Morphismen f,g: X — Y zwischen simpl. Mengen X, Y
heilen homotop, falls f ~ g in yX, d.h. die Menge der
Homotopieklassen von Morphismen ist 7o (Y X).

Kor (Homotopieerweiterungseigenschaft, HEE).
Seip: E — X eine Kan-Faserung und i : Y — Z ein
Monomorphismus. Im kommutativen Diagramm

existiert der gestrichelte Pfeil.

Def. Ein Monomorphismus ¢ : A — B in sSet heifit starker
Deformationsretrakt (SDR), falls ein r : B — A mit ri = id4 und
[ir] = [idp] € mo(B® in A/sSet), d.h. es existiert h: B x I — B mit
ho =idp, h1 =ir, h|laxs = idax oder ein Zickzack solcher h’s.

Bspe. A°[1],A[1] ¢ A[1] sind starke Deformationsretrakte.

Prop. Seii: A— B anodyn, A, B Kan-Komplexe.
Dann ist A ein SDR von B vermoége .

Prop. Seii: A — B ein Monomorphismus, sodass A ein SDR von
B ist. Dann ist ¢ anodyn.

Prop. Fiir eine Kan-Faserung p : £ — X sind dquivalent:

e p ist trivial.

e Es existiert ein Schnitt s : X — E und ein h: E x A[1] - E mit
ps =idx und h :idg ~ sp (mod X)

e p ist eine Homotopiedquivalenz, d. h. es existiert ein s : X — F
mit Homotopien k : ps ~idx und h : sp ~ idg.

Prop. Seip: E — X eine Faserung, ¢ : A — X ein SDR. Dann ist

p~1(A) - E im Diagramm

pHA) —
—

;

>

ebenfalls ein SDR.

Kor. Seip: E — X x A[l] eine Faserung. Sei po = p|,~1(x xa0[1])>
p1 = p|p71(X><A1[l]) : E; — X Dann sind pg, p1 : E; — X faserweise
homotopiedquivalent, d. h. es existieren f, g in

Ey *} Ey AN Eo
X{: lm/

mit idg, ~ gf (mod X) und fg ~ idg, (mod X)

Kor. Seip: E — Y eine Faserung und f,g: X — Y homotop. Dann
sind die Pullbacks f*E und ¢g* E faserweise homotop (also mod Y).

Kor. Sei X zshgd (d.h. mo(X) = %), p: E — X eine Faserung.
Dann sind je zwei Fasern von p homotopiedquivalent.

Def. e Seien z,y: A[n] — X zwei n-Simplizes in einer simplizialen
Menge X mit z[pa[n] = @ = x|sa[n]- Schreibe z ~ y (0A[n]), falls
dh: A[n] X A[l] — X mit h‘AO[l] =z, hAl[l] =1, haA[n] = a.

e Ein Kan-Komplex X heifit minimal, falls

z~y (0A[n]) <= z=y.

Lem. Sei X ein Kan-Komplex. Dann existiert ein SDR X’ von X,
sodass X’ minimal ist.

Lem. Sei X minimal und f: X — X mit f ~idx. Dann ist f ein
Isomorphismus.

Kor. Sei f: X — Y eine Homotopiedquivalenz zwischen minimalen
Komplexen. Dann ist f schon ein Isomorphismus.

Def. Eine Faserung p : E — X heifit minimal, falls fiir alle
Simplizes z,y : Hom(A[n], E) mit pox = poy mit z ~ y (mod
0A[n]).

Def. Ein Biindel mit Faser F ist eine Abb. p: E — B, sodass fiir
alle Simplizes o : A[n] — B der Pullback A[n] xp E
homotopiedquivalent zu A[n] x F ist.

Lem. Eine minimale Faserung p : E — X ist ein Biindel.

Def. Ein Morphismus f : X — Y in sSet heifit schwache

Aquivalenz, falls fiir alle Kan-Komplexe K die ind. Abb.

[f, K] :[Y, K] — [X, K] (mit [V, K] := mo(KY)) bij. ist.

Bspe. o Homotopiedquivalenzen ist eine schwache Aquivalenzen.

e Triviale Faserungen sind schwache Aquivalenzen.

e Seii: A — B eine anodyne Erweiterung. Fiir jeden Kan-Komplex
K ist dann K’ : KB — K# eine triviale Faserung, insbesondere
also eine schwache Homotopiedquivalenz.

e Ist f: X — Y eine schwache Aquivalenz zwischen
Kan-Komplexen X, Y, so ist f eine Homotopiedquivalenz.

Bem. f ist genau dann eine schwache Aquivalenz, wenn in allen
Diagrammen der Form
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mit X, Y Kankomplexe, X — X, Y — Y anodyn der Morphismus f

eine schwache Aquivalenz ist.

Lem. Seii: A — B anodyn, p: E — A ein Biindel. Dann existiert
ein Pullback-Diagramm

<

IT@
@5

mit einem Biindel p’. Weiter ist p’ eindeutig bis auf Isomorphie.
AuBlerdem ist E < E’ anodyn.

Prop. e Eine Faserung p: £ — X ist genau dann trivial, wenn p
eine schwache Aquivalenz ist.

e Eine Kofaserung ¢ : A — B ist genau dann anodyn, wenn ¢ eine
schwache Aquivalenz ist.

Lem. Pullbacks lings Biindeln erhalten schwache Aquivalenzen.

Satz (Quillen). Die Kategorie der simplizialen Mengen mit den
schwachen Aquivalenzen wird zu einer kartesisch abgeschlossenen,
eigentlichen, kombinatorischen Modellkategorie, wenn als
Kofaserungen die Monomorphismen und als Faserungen die
Kan-Faserungen gewéhlt werden.

Kettenkomplexe
Sei R ein Ring und Mod-R die Kategorie der R-Moduln.

Def. Ein P € Ob(Mod-R) heifit projektiv, falls
Hom, (P, f) : Hom(P, M) — Hom(P, N) fiir alle surjektiven
f: M — N surjektiv ist.

Bem. Eine Abb. f: M — N ist genau dann surjektiv, wenn
Hom(P, f) surjektiv fiir alle projektiven P.

Bspe. e R ist projektiv
e Direkte Summen projektiver Moduln sind projektiv.
e Retrakte projektiver Moduln sind wieder projektiv.

Bem. Damit hat Mod-R geniigend viele projektive, d. h. jedes
Modul M erlaubt eine Surjektion P — M mit P projektiv.

Def. Sei Chy(R) die Kategorie der Kettenkomplexe, die in
nichtnegativen Graden konzentriert sind, d. h. Objekte sind
Diagramme der Form

-HCSQ’CQ&CHQCQ mit 9; 0 d;+1 = 0.

Elemente in Z,C := {x € Cy, | On(z) = 0} heiBlen n-Zykel und
Elemente in B, C := {0n(y) |y € Cnt1} S ZnC heiflen n-Rénder.
Die Gruppe Hy(C) := Z,C/B,C heiit n-te Homologie. Ist

f:C — O’ ein Morphismus von Kettenkomplexen, so induziert
dieser einen Morphismus Hy (f) : Hn(C) — Hyp(C'). Es heifit f ein
Homologie-Isomorphismus (oder Quasi-Isomorphismus), falls Hy, (f)
fiir alle n > 0 ein Isomorphismus ist.

Satz. Zusammen mit den Homologie-Isomorphismen als schwache
Aquivalenzen wird Chy (R) zu einer komb. Modellkategorie, wenn
wir als Kofaserungen gradweise Monomorphismen mit gradweise
projektivem Kokern und als Faserungen Morphismen, die im
positiven Grad gradweise Surjektionen sind, wihlen.

Def. Diese Modellstr. heifit proj. Modellstruktur auf Chy(R).

Bem. Alle Komplexe in die projektive Modellstruktur sind fasernd,
insbesondere ist Chy (R) rechtseigentlich. Die kofasernden Objekte
sind die Komplexe projektiver Moduln. Projektive Auflésung
entspricht dem kofasernden Ersatz.

. mit R im

—-0->R—->0—...

Def. Es sei D(n) der Komplex ... > R RS0,
Grad n und n — 1 und S(n) der Komplex ...
mit R im Grad n.

Def. Der Einhidngungsfunktor ist

3 : Chg(R) — Chyg(R), (2C)nt1:=Cn, (XC)o:=0.

Bem. Es gilt D(n+ 1) = ¥(D(n)) und S(n + 1) = 3(S(n)).

Bem. Es gilt Hom(D(n),C) =~ C, und Hom(S(n),C) =~ Z,C.
Lem. Ein Morphismus f : C — C’ ist genau dann eine Faserung
(d. h. im positiven Grad surjektiv), wenn f die RHHE bzgl. aller
{0 - D(n)|n = 1} hat.

Bem. Folglich ist {0 — D(n)|n > 1} die Menge der erz. azykl. Kof.
der projektiven Modellstruktur.

Lem. Sei f:C — C’ ein Mor. in Chy(R). Dann sind #quivalent:

e f ist ein Homologie-Isomorphismus und in positiven Graden
surjektiv

e Firallen > 0ist Cp —» Zn—1C Xz, ¢ Cp,x — (0z, f(x))
surjektiv.

e f hat die RHE bzgl. {S(n) —» D(n)|n = 0}

Bem. Folglich ist {S(n) — D(n)|n > 0} die Menge der erzeugenden
Kofaserungen der projektiven Modellstruktur.



Die Homotopiekategorie als Ho(sSet)-Modul
Def. Die Kategorie der Riume ist S := Ho(sSet).

Ziel. Zeige, dass Ho(M) fiir jede Modellkategorie M in natiirlicher
Weise ein Modul iiber S ist, d. h. wir wollen Funktoren

Ho(M) x & — Ho(M),
Ho(M)°P x Ho(M) — &,
S°P x Ho(M) — Ho(M),

(X,K) » X ®" K,
(X,Y) - Map(X,Y) =YX,
(K,X) — RHom(K, X) := XX,
sodass gilt:

Hompoag) (X @ K,Y) = Homs (K, YX) = Homypo(ag) (X, Y5).

Weiter gilt: X ®" A[0] = X, d. h. Homge(ag) (X, Y) =
Homggo( ) (X x A[0],Y) = Homgs (A[0], YX) = mo(Y ).

Def. Sei B eine kleine Kategorie und A eine Ordinalzahl. Ein
Funktor f : B — X heifit lineare Einbettung, falls:

Vu:b—c: Flu)=id = u=id.

In diesem Fall heilt F(¢) fiir ¢ € Ob(B) der Grad von 1.
Eine Kategorie mit einer linearen Erweiterung heifit gerichtet.
Ist B°P gerichtet, so heif3t B inverse Kategorie.

Def. o Sei C kovollstindig, B gerichtet, i € Ob(1).
Das i-te Latching-Objekt L; X eines Funktors X € Ob(CB) ist
L;X = colim , Xj. Die Indexkategorie ist dabei die
ey
Scheibenkategorie der Objekte vom Grad < i iiber Xj;.

e Sei B invers und C vollstindig. Das i-te Matching-Objekt von
X ist MZX = lim Xj.

i—>j
Bem. Es gibt nat. Transformationen L; X — X; und X; — M;X.

Satz. Sei M eine Modellkategorie, B gerichtet. Dann gibt es
folgende Modellstruktur auf M3B: Ein Funktor 7 : X — Y ist eine

e schw. Aq. « Vie Ob(B) : 7; : X; — Y; ist schw. Aq,

e Faserung <= Vie Ob(B) : 7 : X; — Y; ist Faserung,

o Kof. «= Vie Ob(B) : X; ur,x L;Y — Y] ist eine Kof,

o triv. Kof. <= VieOb(B): X; ur,x L;Y — Y; ist eine triv. Kof.

Bzgl. dieser Modellstr. ist colim : CB - C ein Linksquillenfunktor.

Bem. o Dual: MB™" ~ (MOP)B
e Ist 7 eine Kofaserung in M5B und B gerichtet, so ist insbesondere
Vi : 7;: X; > Y; eine Kofaserung.

Beweis. Da colim ein Linksquillenfunktor ist, ist L; X — L;Y eine
Kofaserung. Damit ist auch X; — X; up, x L;Y als Pushout von
L;X — L;Y eine Kofaserung. Somit ist auch die Komposition mit
der Kofaserung X; ur,x L;Y — Y; wieder eine Kofaserung.

Def. Eine Reedy-Kategorie ist eine Kategorie B zusammen mit
Unterkategorien B4+ und B— und einem Funktor d : B — A, der
Gradfunktion, wobei A eine Ordinalzahl ist, sodass folgendes gilt:

e B4 ist bzgl. d gerichtet, e B_ ist bzgl. d invers,

e Jeder Morphismus f € Mor(B) lisst sich eindeutig faktorisieren
als f =ip mit ie B4 und pe B_.

Bsp. A ist Reedy mit A4 = { injektive } und A_ := { surjektive }.

Bspe. o Sei A® ein kosimpliziales Objekt in C, d.h. A® € Ob(C%).
Wir schreiben A®[n] := A},;. Dann
LoA® =, LiA®*=A*[0]1A[0],

MoA® =%, M;A®=A*[0].

e Sei X, ein simpl. Objekt in C, d.h. X € Ob(C2""). Dann

L()X. = @, LlA. = Xo, M()X. = *k, M X = X() X Xo.
Bem. Sei B eine Reedy-Kategorie. Dann kénnen wir Funktoren

X € Ob(CB) wie folgt rekursiv konstruieren: Sei dazu d : B — A die
Gradfunktion und X|p_, schon definiert. Sei dann ¢ € B mit

d(i) = 8. Wéhle eine Faktorisierung L; X — X; — M; X.

Sei i — j mit d(i),d(j) < B. Gesucht ist ein Morphismus X; — X;.
Ohne Einschriankung sei (¢ — j) # id. Faktorisiere

(i > §) = (k = §) o (i => k). Gesucht ist also X; — X, und
Xp— X firi —k, k =+, j. Dazu betrachte

gewéihlt gewidhlt

X;

kanonisch kanonisch
M; X X, Xp L;X X;.

Def. Sei B= A und A € C. Dann sind £* A, 7* A € Ob(C?) def. durch
Al =Ax[i]=Au...uA, r°Ali]:=A.

Bem. ¢* H (Ev®*: X®* > X°*[0]) 4 r*®

Satz. Sei M eine Modellkategorie und B eine Reedy-Kategorie.
Dann existiert folgende Modellstruktur auf MB:
Eine natiirliche Transformation f: X — Y ist eine

e schw. Aq. < Vie Ob(B) : f;: X; — Y; ist schw. Aq.
o (triv.) Kof. &= Vie Ob(B) : X; ur,x L;Y — Y; ist (triv.) Kof.
e (triv.) Fas. &= VieOb(B): X; — Y; xay M; X ist (triv.) Fas.

Bsp. ./\/IA7 MA®" sind wieder Modellkategorien.

Def. Sei C eine Modellkategorie, A € Ob(C).

e Ein kosimplizialer Rahmen von A ist eine Faktorisierung von
£°A — r* A der Form £*A — A* =5 r® A, sodass A*[0] = A.

e Dual ist ein simpl. Rahmen eine Faktorisierung
leA =5 Ay — 1o A.

Bem. TIst A* ein kosimplizialer Rahmen von A, so ist A*[1] ein
gutes Zylinderobjekt.

Bsp. Sei C eine simpliziale Modellkategorie. Ist dann A kofasernd,
so ist A® A°P mit (A® A®)[n] = A® (A®[n]) ein kosimplizialer
Rahmen von A. Insbesondere ist A ® A°®[1] ein gutes Zylinderobjekt.

Die Wirkung von S = Ho(sSet)

Konstr. Sei M eine Modellkategorie, K eine simpl. Menge, X ein
Objekt aus M. Wir wollen X ®" K € Ob(Ho(M)) definieren:

a) Wihle kofasernden Ersatz QX —» X
b) Wihle kosimplizialen Rahmen £°QX — X* = r*QX

n
c) Setze X @ K = {X*[n] x K.

d) Fasse X @ K als Objekt in Ho(M) auf.
Sei Y € Ob(M). Wir wollen Y € Ob(Ho(M)) wie folgt definieren:

Wihle fasernden Ersatz Y < RY.
e Waihle simplizialen Rahmen £e RY — Yy — re RY.

e Setze YX := RHom(K,Y) = {Vi[n]Kn.
n

Fasse YE als Objekt in Ho(M) auf.

Wir definieren YX € Ob(S) wie folgt:

Wihle QX — X und Y — RY wie eben.

o Wihle X*, Yy wie eben.

Setze YX := Map(X, Y) = diag Hom(X™*, Vi) = Hom(X*,Y) =
Hom(X, Yy).

Fasse YX als Objekt von Ho(sSet) = S auf.

Satz. Diese Konstruktion macht Ho(M) zu einem wohldefinierten,
abgeschl. S-Modul. Sie ist mit Quillenadjunktionen vertraglich.

Satz. Analog wird die Homotopiekategorie einer jeden punktierten

Modellkategorie M in kanonischer Weise zu einem Si-Modul, wobei
Sy = Ho(sSety). Wir erhalten

Ho(M) x 84 — Ho(M),

Ho(M)°P x Ho(M) — Sy,

83F x Ho(M) — Ho(M),

(X,K)— X AV K,
(X7 Y) and Ma‘p*(X7 Y)7
(K,Y) — RHomy(K,Y).

Es gilt dann A A" K, = AQV K.



Punktierte Modellkategorien

Def. Sei C4 eine punktierte Kategorie und f: X — Y ein
Morphismus in Cy. Sei 0 : X — % — Y der eindeutig bestimmte
Morphismus.

e Die Kofaser cofib f von f ist der Differenzkokern von
f,0: X >Y.
e Die Faser fib f von f ist der Differenzkern von f,0.

Bem. Folgende Diagramme sind Pushout- bzw. Pullbackdiagramm:

x 1 5y fibf — X
[
% — cofib f ¥« —— Y

Def. $° := A[0]+ € Ob(sSety) = Ob(Sy), S := A[1]4/0A[1]+

Def. Sei C4 eine punktierte Modellkategorie. Dann heifit

¥ : Ho(Cx) — Ho(Cx), X — X Al g!
Q : Ho(Cx) — Ho(Cx), Y +— RHomy($!,Y) Verschleifung.

Einhdngung und

Bem. ¥ —HQ

Konstr. Sei X € Ob(Ho(Cy)). Wéhle einen kofasernden
Repriisentanten QX € Ob(Cx) von X. Wihle dann einen
komsimplizialen Rahmen (QX)°. Dann ist
(QX)° AbSt = ((QX)° A AlLl4)/ ((QX)° A 6A[1]4)
=(@X)°@A[])/(RX)°®0A[L]) = (QX xI)/(QX v QX)
=cofib(QX v QX — QX x1I)
fiir einen gutes Zylinderobjekt QX x I zu QX. Ist X kofasernd, so

gilt X A8 = cofib(X v X — X xI). Dual gilt fiir ein kofaserndes
Y: QY = fib(Y! - Y) fiir ein gutes Wegeobjekt Y.

Def. S := %!'$° heifit I-Sphire.
Notation. [X,Y]:= Homp,aq)(X,Y) fiir X,Y € Ob(M)

Bem. 7o Map, (X,Y) = [$°, Map, (X,Y)],
m Map, (X,Y) = [2'X,Y]

Bem. 8! ist eine folgendermafien ein Kogruppenobjekt in Sy:
Fiir X € Ob(sSet) sei X definiert als Pushout

sk()X — X

|

Al0] —— X

Zum Beispiel ist E[\/l] = $'. Die Inklusionen i : A'[2] — A[2] und

s : A1[2] — A[2] induzieren Abbildungen i : $' = Al[2] — A[2] und
5:8' v 8! = A'[2] - A[2]. Da s eine anodyne Erweiterung ist, ist
auch § als Pushout von s anodyn, also eine schwache Aquivalenz.
Dann ist die Kogruppenkomultiplikation der Morphismus

= a1
st L A2 Z— 8t v st in Sy
Satz. Sei X € Ho(Cy). Dann ist

e !X kanonisch eine Kogruppe fiir [ = 1 und abelsch fiir [ > 2,
e Q'Y kanonisch eine Gruppe fiir [ = 1 und abelsch fiir I > 2.

Kor. mX := moR Homy ($, X) = [§¢, X] ist eine Gruppe fiir [ > 1
und abelsch fiir [ > 2.

Bem. Die Index-Kategorie I := {e «— o — o} von
Pushoutdiagrammen ist gerichtet, d. h. Ci triagt eine Modellstruktur.
Bzgl. dieser ist colim : Ci — Cy ein Linksquillenfunktor. Wir
erhalten einen Funktor colim™ : Ho(CL) — Ho(Cx).

Def. Die Homotopiekofaser eines Morphismus (A 7, B) € Cy ist

cofib®(f) := colim™(x — A R B).

Konstr. Wir haben das Diagramm (% «— A ER B) e Ob(CL).

Durch Faktorisierung finden wir (Q% « QA — QB) € Ob(CL),
wobei Q%, QA und QB kofasernde Ersatzobjekte fiir %, A, bzw. B
und die Morphismen Kofaserungen sind. Dieses Diagramm ist dann
ein kof. Ersatz fiir das originale Diagramm in Ci und somit gilt

cofibl(f) = QB uga Q *.

Def. Dual ist die Homotopiefaser eines Mor. (A ER B) € Cx

bR (f) == lim®(x — B <L A).

Bspe. o QY = fib¥(X 2 X x X)

o X AlS! = cofib(QX v QX — QX xgut]) = cofibl(X v X L X)
Def. Die Folge A L,B%eo-= cofib™(f) heift Kofasersequenz
und X = fibR(h) - Y 2y 7 heit Fasersequenz.

Bem. XA kooperiert folgendermafien auf C' = cofib™(f):

Die Kooperationsabbildung C — C v ¥ A entspricht nach dem
Yoneda-Lemma einer Operation [XA, X| x [C, X]| — [C, X], welche
natiirlich in X € Ob(Ho(Cx)) ist. Sei zunéichst RX ein faserner
Ersatz von X. Sei j € [¥A, X]| und k € [C, X]. Dann ist die Wirkung

der Morphismus C' 5, RX x RX 2% RX in folgendem Diagramm:

QB RX x RX 2% Rx |~
j N8 =T l
,—""" Pro
C = cofibl(f) — X~ 4 RX
Beachte:

e Dabei ist RXT ist ein sehr gutes Pfadobjekt.

e Die ganz rechte Faserung ist azyklisch nach der
2-aus-3-Eigenschaft.

e pry und pr; sind Faserungen sind als Pullback von RX —» .

e Der Morphismus @B — C' ist als Pushout einer Kofaserung selbst
eine Kofaserung (siche Konstruktion der Homotopiekofaser).

Dual. Sei X = fibR(h) - Y 1, Z eine Fasersequenz. Dann operiert
die Gruppe QZ auf X. In einem Setting von topologischen Riumen
ist die Wirkung folgendermaflen gegeben: Ein Element von Q7 wird
reprasentiert durch einen geschlossenen Weg v : I — Z mit

~7(0) = (1) = zp. Sei z ein Element der Homotopie-Faser von h.
Dann ist [y].z = 4(1), wobei 4 : I — Y ein Lift von +y ist.

Satz. Das sind in der Tat (Ko-) Operationen.

Def. Sei A ER B L C eine Kofasersequenz. Dann heifit

C—x)vid
R S

0.0 Kook, oy, yg L #vIA=TA

der Korandoperator in der Kofasersequenz A ER B 04 sA.

Dual. Sei X R Y 4 Z eine Fasersequenz. Dann heif3t

0:07 =QZ x % 22220 a7 x Op,

der Randoperator in der Fasersequenz Q27 2, X ER VENA

Bsp. ¥ > X 14, % 2, 4 = S ist eine Kofasersequenz und als

s=0x S x A x Lk gleichzeitig eine Fasersequenz.

Prop. Sei X 1,y % Z eine Kofasersequenz (in Ho(Cy)).
Damn ist Y %> Z % $X wieder eine Kofasersequenz, wobei die
Kooperation von XY auf X wie folgt ist:

Komult.
_—

=X vX vex AYEL ey wy VIV e sy

Dual. Ist X ER Y % Z eine Fasersequenz, so ist Q7 9, X ER Y
mit geeigneter Operation von QY auf QZ eine Fasersequenz.



Kor. Ausgehend von X R Y gibt eine lange Sequenz

f

XLy L 7= cofibi(f) > ux =L ny =29, 5y =20

in der jedes Objekt die Homotopiekofaser der vorh. Mor. ist.

Dual. ... > QX ->QY - QZ > X >Y > 7

Satz. e Ist X - Y — Z eine Kofasersequenz, so ist
o[22, W] - [BY, W] - [EX, W] —
- [Z,W] - [V, W] - [X, W]

fiir alle W € Ob(Ho(Cx)) eine exakte Sequenz von Gruppen bzw.
punktierten Mengen.

e Ist X - Y — Z eine Fasersequenz, so ist
oo [WQX] - [W, QY] - [W,QZ] —
- [WX] = W, Y] > [W,Z]

fiir alle W eine exakte Sequenz.

Bem. Fiir W = 8° erhilt man eine lange exakte Sequenz von
Homotopiegruppen:

.o me(Z) > m(X)
— 7o (X)

1Y) > m(2) —»
o(Y) — m0(2)

— T
— T

Lem. Es sei der durchgezogene Teil des folgenden Diagramms
gegeben. Dann existiert der gestrichelte Teil.

XLY 77777 5 coﬁbH‘(f)
T

X Ly s > cofib (f)

AuBlerdem ist s vertridglich mit den Kooperationen.

Lem. Sei der durchgezogene Teil des folgenden Diagramms gegeben:

X /Z w
v u s
\Y d \V/

r_ A
\U/

Dabei sind X - Y - U, Y > Z->Wund X - 72 >V
Kofasersequenzen. Dann existieren r, s wie eingezeichnet und r ist
Y U-dquivariant, s ist Yv-dquivariant. Des Weiteren ist U —» V — W
eine Kofasersequenz mit Kowirkung

id vXd
-l

w Eeor iy sy W v SU.

Kor. ¥ cofib®(uv) = cofib®(cofib™ u — ¥ cofib® v)

Lem. Sei X 5> Y % Z eine Kofasersequenz in Ho(Cy),

X' Ly’ 2, 7 eine Fasersequenz. Dann gilt

x L sy 9,7 2, ,5x
I
A T A
~
VA I} X/ 7 v’ P VA

Lem. Ist F': Cy 2 Dy : U eine Quillenadjunktion, so erhélt LF
Kofasersequenzen und RU Fasersequenzen.

Satz. Der Funktor — Al —: Ho(Cy) x Sy — Ho(Cx) ist mit
Kofasersequenzen vertréglich, d. h.

e Ist Ae Ob(Ho(Cx)), X —» Y — Z eine Kofaserseq. in Sk, so ist
AAFX 5 AAYY - A A Z eine Kofaserseq. mit Kowirkung

ANV Z 5 ANV (ZvEX) 2 (AAEZ) v (A AL EX)
= (AALZ) v oA Al X).

o Ist K € S¢, X > Y — Z eine Kofasersequenz in Ho(Cy), so ist
XAVK 5 Y AV K — Z AV K eine Kofasersequenz mit Kowirkung

ZAVK - (ZvEX)APK =2 (Z AP K) v (EX AL K)
=~ (Z AV K) v (X AV K).

Achtung. Man beachte das Vorzeichen:

gn AJL gm kan Sm+n

~l’v l(q)m” id

gm /\H‘Sn kan gnt+m

Stabile Modellkategorien

Def. Eine punktierte Modellkategorie Cy heifit stabil, falls
Y : Ho(Cx) — Ho(Cx) eine Kategorienidquivalenz ist.

Bem. Es folgt, dass dann Q = 271,
Prop. Damit wird Ho(Cx) zu einer additiven Kategorie.

Beweis. Jedes Objekt X € Ob(Ho(Cx)) ist natiirlicherweise eine
abelsche Gruppe: X =~ Q2%2X. O

Bem. Die Kowirkung von XX auf Z zu einer Kofasersequenz

X ER Y % Z in einer stabilen Modellkategorie ist schon durch

0:Z — XX gegeben:

7z Bowitk 73X —— 7 x =X
(id,d)

Produkt und Koprodukt fallen zusammen, da Ho(Cx) additiv ist.

Lem. Sei Cy stabil. Dann gilt

X ER vy 4 z9% vx ist Kofaserseq.

— vx 2 vy 229, 5y =20 w2y

ist Kofaserseq.

Prop. Es gilt
xLy%z3sex

_o%* f g
V7 ——— X >SY S3X07 =7

ist Kofaserseq.

— ist Faserseq.

Mit anderen Worten fallen Faser- und Kofasersequenzen zusammen
und Ho(Cyx) ist eine triangulierte Kategorie.

Kor. Ist X - Y - Z LN Y X ein exaktes Dreieck, so ist

o WETZ) - WX - (W Y] - (W, 2] —
- [W,EX] -» [W,ZY] - [W,2Z] — ...

eine lange exakte Sequenz.

Def (Bousfield-Lokalisierung). Sei S € Mor(M) eine Menge von
Mor. einer Modellkat. M. Dann heiit X € Ob(M) S-lokal, falls
f*

V(A ER B) e S : Map(B, X) ~— Map(Y, X) ist schwache Aq.

Weiter heiBt f: A — B eine S-lokale Aquivalenz, falls fiir alle
S-lokalen Objekte X der Morphismus f* wie eben eine schwache
Aquivalenz ist. (Offensichtlich gilt dann S € { S-lokale Aq. }.)
Ist dann M links-eigentlich und kombinatorisch, so existiert eine
Modellstruktur LgM auf M, deren Kofaserungen diesselben sind
wie von M und deren schwachen Aq. die S-lokalen Aq. sind.



Def. Sei Cy eine (punktierte), simpliziale, links-eigentliche,
kombinatorische Modellkategorie. Die Kategorie der Spektren
C¥ hat als Objekte Familien (X;);eny von Objekten aus Cx
zusammen mit Morphismen (a; : ¥X; — X;4+1)4en. Wir schreiben

X% Xg -+ X1 -+ Xg -+ ...

Ein Morphismus besteht aus Morphismen (X; — Xz{)i/va welche
mit den a; und o vertriglich sind.

Bsp. Sei X € Ob(Cx). Dann heifit
S®X : X --» ¥X --» £2X --» ... Einhsngungsspektrum von X.

Das Sphiirenspektrum ist $° := £°8°.

Def. Die projektive Modellstruktur auf Cy ist diejenige, fiir die
gilt: Ein Mor. f: X® — Y% ist eine

e schwache Aq. < alle f; : XP — Y sind schw. Aq.

e Faserung <= alle f; : X° — Y;© sind Faserungen.

Def. Ein Spektrum X® heifit 2-Spektrum, falls alle
a:-" 1 X; — QX1 schwache Aquivalenzen sind.

Lem. Es gibt eine Klasse S € Mor(Cy’), sodass gilt:

X% ist S-lokal <= X% ist ein Q-Spektrum.

Bem. Damit existiert die Bousfield-Lokalisierung der projektiven
Modellstruktur auf Ci° nach den Q-Spektren. Diese Modellstruktur
ist die iibliche Modellstruktur auf Cg’ .

Satz. Mit dieser Modellstr. wird C;O zu einer stabilen Modellkat.

TODO: Eilenberg-MacLance-simpliziale-Mengen (K(G, n)’s)

TODO: Dold-Kan vom Ubungsblatt



Anhang: Die Ordinalzahlen

Def. Eine Wohlordnung auf einer Menge S ist eine Totalordnung
auf S beziiglich der jede nichtleere Teilmenge A € S ein kleinstes
Element besitzt. Eine wohlgeordnete Menge ist ein Tupel (S, <)
bestehend aus einer Menge S und einer Wohlordnung < auf S.

Bem. Eine dquivalente Bedingung lautet: Es gibt in S keine nach
rechts unendlichen absteigenden Folgen ... > a; > a;4+1 > a;42 > ...

Bem. Aquivalent zum Auswahlaxiom ist:
Axiom (Wohlordnungssatz). Auf jeder Menge ex. eine Wohlord.

Def. Zwei wohlgeordnete Mengen heiflen isomorph, wenn es eine
monotone Bijektion zwischen ihnen gibt.

Def. Eine Ordinalzahl ist eine Isomorphieklasse von
wohlgeordneten Mengen.

Bem. Die Klasse aller Ordinalzahlen wird mit O,, bezeichnet und ist
eine echte Klasse, keine Menge. Sie ist selbst wohlgeordnet mittels

[(S,<s)] < (T, <7)]

Notation. e 0:=[J], e n:=[{1,...,n}] firneN, e w:=[N]
mit der jeweils kanonischen Ordnungsrelation.

;<= 3Jinj. monotone Abb. (S,<g) — (T, <7).

Bem. Die ersten Ordinalzahlen sind
0,1,2,...,w,w+lw+2,...,w-2,w-2+1,...,w-3,...,w", ...
Prinzip (Transfinite Induktion).
Sei P : O, — Prop eine Aussage iiber Ordinalzahlen. Dann gilt:
(VBeOyn : (Vy<pB: Ply) = PB) = VaeO, : Pla)
Def. Arithmetik von Ordinalzahlen ist folgendermaflen definiert:
Fir a = [(S,<g)] und 8 = [(T, <7)] € On, ist
o o+ fB:=[(SuT,<gsur)|, wobei gilt:
Ssur |sxs =<s, <sur |lTxT =<1, S <surT.
o a-fB:=[(S xT,<gxr)] mit der lexikogr. Ordnung
(s1,t1) <suT (52,t2) =11 <t2 v (t1 =t2 A 51 <5 s2)
o o ;== [({Abb. f: S — T mit f(s) = O fiir fast alle s € S}, <)] mit
f<g o= FteT: f(1) <glt) A (V2 >7t 5 f(ta) = g(t2)
Bem. Es gibt drei Typen von Ordinalzahlen:

a) Die Null 0 := [(F, <)] € On.
b) Die Nachfolgerzahl a + 1 einer Zahl o € Oy,.
¢) Die Limeszahl lim A := sup A einer Teilmenge A < O,,.

Bem. Die Rechenop. kénnen auch rekursiv definiert werden durch
a) b) <)

a+0:=a at+(B+1):=(a+p)+1 a+limA:=lim{a+vy|veA}
a-0:=0 a-(B+1)=(a-B)+a a-limA:=lim{a-v|ye A}
a® =1 Pt = af ™A = lim {7 |y € A}

Def. Ein Fast-Halbring ist ein Tupel (S, +,-,0), sodass (S, +,0)
ein Monoid und (S, ) eine Halbgruppe ist mit
ea-(b+c)=a-b+a-c, ea-0=0.

Lem (Rechenregeln in O,). ¢ a-0=0=0-a e a-l=a=1 -«
ea’=1 e 0*=0fira>0 e1°=1 ea!
e P o =aPtT o (&F) =P

=«

e O, ist ein Fast-Halbring (mit einer Klasse statt Menge)

e Das andere Distributivgesetz stimmt nicht!

Weder Addition noch Multiplikation sind kommutativ.

Addition und Mult. erlauben das Kiirzen von Elementen nur links.

Addition, Multiplikation und Potenzieren sind in beiden Argu-
menten monoton, allerdings nur im zweiten strikt monoton:

VB<~vy: a+B<aty, apf<ary (a>0), af < (a>1).

Lem. Jedes a € O, kann geschrieben werden in Cantor-NF':
o= wﬁlq + wﬁQCg + ...+ wﬁkck

mit keN, c1,...,cx ENspund 81 > ... > B € Op.
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