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Dies ist ein verkiirztes Skript zur gleichnamigen Vorlesung von Frau
Prof. Dr. Tatjana Stykel an der Universitit Augsburg im WS 15/16.

Def. Sei Q2 C R" offen. Eine DGL der Form
F(z,u,Du,... ,’Dku) =0
heiit partielle DGL/PDE der Ordnung k > 1, wobei
F:OQxRxR"x...xR" 5 R
eine gegebene Funktion und u : 2 — R gesucht ist.

Def (Klassifikation von PDEs).

e Die PDE heif}t linear, wenn sie die Form

> aa(z)D% = f(z)

la] <k

mit Funktionen aq, f: Q — R besitzt.
e Die PDE heiffit semilinear, wenn sie die Form

S aa(x)D% + ag(z,u, Du, ..., D*"1u) =0

|a|=k
besitzt, wobei aq : 2 — R und ag : 2 x R x R" ><...><R”k_1 — R
gegeben sind.
e Die PDE heiflit quasilinear, wenn sie die Form
> aa(z,u,Du,..., Dk_lu)’D”‘u + ao(z, u, Dy, . . ., Dk_lu) =0

|a|=k

k
hat, wobei aq,a0 : 2 X R X R™ x ... x R™ gegeben sind.

e Die PDE heifit nichtlinear, falls die Ableitungen der hichsten
Ordnung nicht linear vorkommen.

Def. Sei Q C R" offen und F :  x R x R™ x R™*™ — R gegeben.
Eine PDE zweiter Ordnung ist eine PDE der Form

F(z,u,0z,u,...,05,u,05,00,u,...,02,00,U,...,0z,0z,u) =0.

Notation. Fiir eine PDE 2. Ordnung sei p; = 0z, u, p;j = 8w,

TiTj
OF OF
9p11 T Opin
M(z) = = M(x)T.
OF OF
Opn1 e Opnn

Def (Typeneinteilung fiir PDEs der 2. Ordnung).

Obige PDE zweiter Ordnung heifit

e elliptisch in z, falls die Matrix M (z) positiv o. negativ definit ist.

e parabolisch in z, falls genau ein EW von M (z) gleich null ist
und alle anderen EWe dasselbe Vorzeichen haben.

e hyperbolisch in z, falls genau ein EW von M (z) ein anderes
Vorzeichen als die anderen EWe hat.

Losungstheorie elliptischer PDEs

Def. Sei Q@ C R™ offen, zusammenhéngend und beschrinkt.
o C(QR™) = {u:Q — R™|u stetig}, C(Q) := C(Q,R), mit Norm

”u”C(ﬁ,Rm) = sup_ cgllu(@)|- (Supremumsnorm)

e C*(Q,R™), k € N ist der Raum aller auf Q k-mal stetig diff’baren
Funktionen u : Q — R™, die zusammen mit ihren Ableitungen bis
zur Ordnung k stetig auf € fortgesetzt werden kénnen mit Norm

||“||ck(ﬁ,]Rm) = > ||Dau‘|c(§,RM)'
|| <k

e Fiir a€(0,1] ist C2%(Q,R™):={uecC(Q,R™) | Ho(u, Q) < oo} mit
llee(a) —u(y) |

Ho(u,Q) = sup =i (Hélder-Koeffizient)

z,y€Q,z#y
der Raum der glm. Holder-stetigen Fktn zum Exponent a.
Der Holder-Koeffizient ist dabei eine Seminorm auf C%%(Q, R™).
o CHYQR™) = {ueCFQR™|V|y| =k : DVuc C»(,R™)}
heilt H6lder-Raum. Eine Norm ist gegeben durch
lullera@rmy = luller g rm) +‘ lzija(Dvu,ﬁ).
~|=

Bem. e Jede Holder-stetige Funktion ist gleichméBig stetig.

e COY(Q,R™) heiBt Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen.

e C,C* und C** sind Banach-Riume mit den jeweiligen Normen.

Def. Sei Q C R™ offen, zusammenhéngend und beschrinkt.

Das Gebiet Q gehort zur Klasse C*, wenn in jedem Punkt z € Q
eine Umgebung in 9 existiert, die sich in einem geeigneten
Koordinatensystem als ein Graph einer Funktion aus C*® darstellen
ldsst und €2 lokal immer auf einer Seite von OS2 liegt.

Satz (Gauf3’scher Integralsatz). Sei Q@ C R™ ein Lipschitz-Gebiet
und u € C(,R™) N CH(Q,R™). Dann gilt

n n
Jdivude = [ 3 g;: de= [ 3 wivdp(z) = [u-vdp(z),
Q Qi=1 . oQi=1 o0
wobei v der duflere Normalenvektor an an den Rand von 2 ist.

Problem. Wir betrachten das Randwertproblem

. Ly = f inQ (PDE)
(RWP) Ru = g aufd (Randbedingung)
wobei L der lineare Differentialoperator
Lu=— g () % S b ()2
u=- Zl @ij (J,’) Oz 0w + Zl i(2) oz, + C('r)u
1,]= 1=

mit Fktn a;j,b;, ¢, f: Q@ = R, g: 0Q — R ist, sodass A(x) = (as;(x))
symmetrisch ist. Als Randbedingung (RB) verlangen wir:

Dirichlet-RB: u = g auf 09,
Neumann-RB: (A(z)Vu) - v = g auf 9Q oder
Robin-RB: (A(z)Vu)-v+déu = g auf oQ.

Bemn. e Man kann auch auf verschiedenen Teilstiicken des Randes
verschiedene Bedingungen stellen.

e Falls die Funktionen a;; differenzierbar sind, so kann £ in
Divergenzform geschrieben werden:

ig=1 "3

u=-3% 5% (@@ 82)+ 5 (£ o as@) @) g +eau
i= j= E

b(z):=
= —div(A(z)Vu) + b(z) - Vu + c(z)u
Voraussetzung. Wir nehmen im Folgenden an:
o [ ist gleichmifig elliptisch, d. h.
I >0:VEECR” : Ve : eTA(x)E > oll¢]2
Dabei heifit Ao Elliptizitdatskonstante.
. aij,bi,c,f (S C(ﬁ), g € C(GQ)
Bem. L ist elliptisch auf Q :<= A(x) > 0 (spd) fiir alle z € Q

Def. Eine Fkt u € C%(Q) NC(Q) heiBt klassische Lsg vom (RWP)
mit Ru = u, wenn die beiden Gleichungen in (RWP) in jedem
Punkt von Q bzw. des Randes 99 erfiillt sind.

Satz (Maximumprinzip). Sei Q@ C R™ offen, zshgd u. beschrénkt.
Sei u € C%(Q) NC(Q) eine Losung vom (RWP), £ < 0in Q und ¢ = 0.
Dann nimmt u sein Maximum auf dem Rand 02 an, d. h.

sup u(z) = sup u(z) = sup g(z).
2cq €00 z€9Q

Kor. Sei c> 0 und f < 0. Dann gilt sup u(z) < max{ sup u(z),0}.
z€Q €N

Kor (Vergleichsprinzip). Fiir ui,us € C2(2) NC(Q) und ¢ >0 .
gelte Lug < Lug in Q und u; < ug auf 9Q. Dann gilt u; < ug auf Q.

Kor (Eindeutigkeit). Sei ¢ > 0. Dann hat (RWP) héchstens eine
Lésung u € C2(2) N C(Q).

Satz. Sei Q ein beschr. Lipschitz-Gebiet, a;;,b;, c € Cc(Q), c>0,
L glm. elliptisch, f € ¢%%(Q) fiir ein a € (0,1) und g € C(99).
Dann besitzt (RWP) genau eine Lsg u € C2(Q) N C(Q).

Achtung. Es muss aber nicht u € C2(Q) gelten!
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Differenzenverfahren

Problem (Poisson-Problem).
—Au=f
u(0) = go, u(1) = g1

Verfahren (DV). Wir fithren folgende Schritte durch:
1. Diskretisierung: Wahle n € N, setze h := % und

in 2= (0,1)

(RWP1) { auf 6

Qp ={z; =ihli=1,...,n—1}
O ={xo =0,2n =1}

(innere Gitterpunkte)
(Randpunkte)

2. Approx. der Ableitungen durch Differenzenquotienten (DQ)
7 (u(@i +h) —u(z;))
' (2:) = 3 (u(zi) — u(z; — h))

u' (i) & 5 (w(@i + h) — u(z; — h))

(Vorwiirts-DQ)
(Riickwirts-DQ)
(zentraler DQ)

u' () =

Fiir die zweite Ableitung ergibt sich

u (@) = (W (22)) = g (W (@ + h) — o/ (2:)) =
# (G (ulws + h) = u(z) = 4 (u(z:) = u(z; — h))
,le (u(z; + h) — 2 - u(x;) + u(z; —h)) = Apu

Q

Dabei heifit Ay, der diskrete eindim. Laplace-Operator.
Das diskretisierte Randwertproblem ist nun

—Apup = f
up(0) = go,un(l) = g1

in th

(RWP1)n { auf 6Q,.

3. Aufstellen des linearen Gleichungssystems

7z (2up(@1) —up(z2)) = (1) + &% (i=1)
% (—uh(mi_1)+2uh(mi)—uh(zi_;,_l)) = f(il?z) (Z = 2, ey — 2)
iz (Fun(zn—2) + 2up(en-1)) = f(zn—1) + & (i=n-1)

Als lineares Gleichungssystem: —A,@p, = f, mit

2 -1 0
-1 2 -1
X 1 -tz A (n—1)x(n—1)
n— X(n—
7Ah = ﬁ . eR s
-1 2 -1
0 -1 2
flz1) + 7%
up (1) f(z2)
Up = -
h(Tn—1) f(zn-2)

Konvergenz, Konsistenz und Stabilitdt des DV
Ziel. Herausfinden, was die Lésung uj, von (RWP)y, (die man durch
Losen von (LGS) erhilt) mit der Losung u zum urspriinglichen
Problem (RWP) zu tun hat. Ist etwa uy, die Einschrinkung von w,
oder zumindest anndherungsweise? Wenn ja, wie klein muss man h
wéhlen, damit die Approximation gut wird?

. —Lu=f in Q,
(RWP) { u=g auf 0Q
—Lpu=fp,  in Qp,
(RWP)n { up = gp  auf OQy
(LGS) Lpiip, = fn

Notation. U, = {Q, = R}, Ry :C(Q) = Uy, ur— ulq,

Def. Das Differenzenverfahren (RWP)y, heifit

e konvergent von der Ordnung p, falls C > 0, hp > 0 existieren,
sodass fiir die Lsg u von (RWP) und die Lsg uj, von (RWP)y, gilt:

lur, — Rpull, < ChP  fir alle 0 < h < ho,

wobei |||, die Maximums-Norm ist, d. h. ||up]|, = max Jup, (x)
EASIOTN
e konsistent von der Ordnung p, falls

|enRhu = RnLull, < chPl[ullgpra Vu € C7H2(@).

e stabil, falls £, invertierbar ist und ein hg > 0 existiert mit

A1 A1 I£5, " Flln
sup ||£,"]l;, < oo, wobei [[£, 7], = sup thinh
0<h<hg F#£0 Jlh
A1 A1 S
Bem. Die ind. Matri ist || £, =L, = Lij].
em. Die in atrixnorm ist ||£, " [|, = [I1£, |l 121%}(” §1| ijl

Satz. Ist das DV (RWP)y, konsistent und stabil, so auch konvergent.
Genauer gilt: Ist (RWP)}, stabil und konsistent von der Ordnung p
und u € CPT2(Q), dann ist (RWP)}, konvergent von der Ordnung p.

Beweis. Setze wp, == up — Rpu. Fir x € 0Qy, gilt dann wp(z) =0
und fiir z € Qp, gilt

Lpwp(z) = Lpywp(z) = Lyup(z) — Ly Ryu(z)

= fa(@) = LpRpu(z) = Ry f(2) — LpRpu(z)
= RpLu(z) — Ly, Rpu(z)

Somit gilt wp, = £; ' (RpLu — Ly Rpu) in Qy, also
lwnlly, = 165" (RnLu = LaRpu)l| < 12, Iy, - |1 RaLu — LaRpully,
<ci-co-hP- HuHC,,Jrg(ﬁ) < Ch? fiir 0 < h < ho. O
Lem. Das DV (RWP;)y ist konsistent von der Ordnung 2. Es gilt
AR Rru — RpAully, < & llulleagyh®  Vu € CHQ).

Bem. Um zu zeigen, dass (RWP1)y, konvergent ist, miissen wir noch
zeigen, dass Lj, = —Ay, invertierbar ist und dass sup |[|Ap] < 0.
0<h<hg

Def. Eine Matrix A = (a;;) € R™*™ heift M-Matrix, falls
a) a;; >0firi=1,...,n, b) a;; <O0furi#j,4,5=1,...,n,
c) A invertierbar ist und  d) fir A7 =: B = (bijz) gilt bs; > 0.

Lem. Erfiille A € R"*" die Bedingungen a) und b). Zerlege
A =D+ L+ R in eine Diagonalmatrix und strikte untere/obere
Dreiecksmatrizen. Dann ist A genau dann eine M-Matrix wenn

p(DY(L+R)) < 1.
Bem. Es gilt folgende Monotonie-Eigenschaft fiir M-Matrizen:
z<y = A"lz <A ly.

Def. Eine Matrix A € R™*™ heifit reduzibel (oder zerlegbar),
wenn es eine Permutationsmatrix P € R™*™ gibt, sodass

PAPT = (Aél ﬁ;z) mit Aj; € RF*F 0 <k <n.

Lem (Gerschgorin). Alle EWe einer Matrix A = (a;;) € C"*"
liegen in der Menge

n . n
Bri (a“) mit 7r; = Z ‘ai]' ‘
i=1 j=1

Falls A irreduzibel ist, so liegen sie sogar in
n n
(U Bt ) u (A 08 (e)
=1 i=1

Def. Sei A = (a;;) € R"*" eine Matrix.
e A heifit (schwach) diagonaldominant, falls fiir i = 1,...,n gilt:

®

|a”\

n <
j;‘aij‘ ()

Jj#i

e A heifit irreduzibel diagonaldominant, falls A irreduzibel und
schwach diagonaldominant ist und fiir mind. ein ¢ € {1,...,n} die
strikte Ungleichung in (f) gilt.

Lem. Sei A = (a;5) € R™*™ eine Matrix mit a;; > 0,i=1,...,n
und a;; <0,4,j7=1,...,n, i # j, die diagonaldominant oder
irreduzibel diagonaldominant ist. Dann ist A eine M-Matrix.
Bem. fA;L ist irreduzibel diagonaldominant, also eine M-Matrix.

Lem. Sei A eine irreduzible M-Matrix. Dann gilt A™! > 0.

Lem. Sei A € R™"*™ eine M-Matrix und es existiere ein Vektor v,
sodass (Av); > 1, j=1,...,n. Dann gilt ||JA7Y|_ < [|v]|..-

A—1
Lem. ||Ah loo Sé

Satz. Das DV (RWP1)}, ist konvergent von der Ordnung 2, falls die
Losung von (RWP1) zu C4([0,1]) gehort. Es gilt die Abschiitzung

2
lun — Rpull o, < 8*6||U||c4([0,1])~



Differenzenverfahren in (0,1) x (0,1) C R?
Problem. Wir betrachten nun
. —Au = f inQ=(0,1)x(0,1)
(RWP2) { u = g aufdf
Verfahren. 1. Diskretisierung: Setze h = E’ n € N und
Qp ={(z,y) € Q|z =th,y = jh,i,j=1,...,n—1}
oy, = {(z,y) € 00|z =ih,y = jh,i,j=1,...,n—1}

2. Approximation der Ableitungen
—A’U,(:E, y) = 6

_u(zth,y)—

a2 (©9)
_ uw(z,y+h)—2u(z,y)tu(z,y—h)
h2

5 (z,y) —
2u(z,y)+u(z h,y)
h2

h,y)+ —h,y)—4u(z, wW+h) tu(z,y—h
_u(zth,y)tu(z—h,y) u}(;;y)-&-u(:v y+h)t+u(z,y—h) _ —Apu

Dabei hat der diskrete Laplace-Operator Aj, die Form eines

Differenzensterns. Gesucht ist die Lsg up, : Qp U 0Q, — R von

{ —Apup = fn
up = g

in Qh

(RWP2)n auf 99,.

3. Aufstellen des linearen Gleichungssystems —Apiy, = fh:

U1l
ui2
iy = : eRD’f = eROD?
Un—1,n—2
Un—1,n—1
A -1 0
—1 A -1
~ 1 2 2
_ il . (n—=1)"x(n—1)
Ah - h2 .. eR " " )
- A I
-1 A
-1 0
-1 4 -1
A= .. c Rnflxnfl
-1 4 -1
0 —1 4

Lem. Das DV (RWP2)y ist konsistent von der Ordnung 2. Es gilt
[ AnRyru — RpAully, < §lluller gy h®

Lem. Das DV (RWP3)y, ist stabil. Es gilt || D ||, < 1/s.

Satz. Das DV (RWP2)y, ist konvergent von der Ordnung 2, falls die
Loésung von (RWP3) zu C4(Q) gehort. Es gilt

llun — Rpull), < 1/48]|ul|
Bem. Ein 9-Punkte-Stern bezieht weitere Gitterpunkte zur

Approximation des Differentialoperators ein und erhoht die
Konvergenzordnung auf 4:

~Au(@,y) = iz (u(@—2h,y) — 16u(z—h,y) + 30u(z,y)
—16u(z+h,y) + u(z+2h,y) + u(z,y—2h) — 16u(z, y—h)
+30u(z,y) — 16u(z, y+h) + u(z, y+2h)) = —Au(z, y)

Differenzenverfahren in allg. Gebieten Q C R?
Situation. Sei © C R? beschriinkt.

Def. o Qj, = {z,y € Q|z/n,y/n € Z} heiBlen innere Gitterpkte.

e Ein Punkt zp € 9Q heifit Randgitterpunkt (notiert zg € 9Q4,),

falls es einen inneren Gitterpunkt z € Qj gibt, sodass
zr =1 + ahey oder zgr = z + ahes mit |a| < 1. Die Nachbarn
N(z,y) eines Punktes (z,y) sind (z + srh,y), (z — sih,y),
(z,y + yoh), (z,y — suh), falls sr, sy, so, su € (0,1] und die
Verbindungsstrecken zu (z,y) in  liegen.

e Ein Punkt (z,y) € Qj, heifit randnah, falls (z,y) die Nachbarn
(z — sh,y), (z + srh,y), (z,y — suh), (z,y + Soh) hat mit
mindestens einem s; < 1. Ansonsten heifit (z,y) randfern.

- N e Randgitterpunkt
. » )
o |, /v ® randnaher Punkt
S{S Sr ® randferner Punkt
u
‘ [

Lem (Dividierte Differenzen von Newton).
Fiir u € C3([z1,2.]), = € (x, ) gilt

2 ”) — -
r— I Ty — X T — T
1
=o2a (s uen)t s w@) — ey v(@)

Verfahren (Shortley-Weller-Diskretisierung).
Dadurch inspiriert approximieren wir den Laplace-Operator durch

2u(x + srh,y)

1 [ 2u(x — sih,y)
Dru(z,y) = —=
wu(@v) h? ( si(sr+si) sr(sr+si)
2u(z,y—suh) | 2u(z,y+soh) 2 2 )
- + u(x,
su(So+su) S0(80+5u) (8187» 305u> (@3)

wobei x, —x = srh, *—x; = sih, Yo — Y = Soh, Y — Yu = Suh.

‘Wir betrachten nun

; —Dpup, = fn inQ
(RWP2)n up = g auf 0Qy,
(LGS2)" = Dpiin = frn = fn+9n
mit  gp(z,y) = 1/n* Szn,yn9(@N,YN)
(z N yN)EN (z,9)NOQ,
wobel Yurtortar)  falls (zn,yn) = (& = sih,y),
) 2sr(si4sr)  falls (zn,yn) = (2 + srh,y),
Senyn = 9
/so(sotsu) falls (zn,yN) = (,y + soh),
2/31L(50+SU) falls (zNzyN) ((E Y — Su )
~Dy = (dij) mit  dy; = 1/n? (Sil25ir + Siuzsio) und
—2/s;(sq1+sir)  falls j der linke Nachbar von 7 ist,
di; = 12 —2/s;.(sg+sir) falls j der rechte Nachbar von ¢ ist,

—2/siu(siutsio)

—2/s,0(siutsio) falls j der obere Nachbar von 7 ist.

falls j der untere Nachbar von i ist,

Lem. e Die Matrix —f)h ist eine M-Matrix.

e Sei Q C R? beschriinkt und gehére zu dem Streifen

(z0,x0 + d) x R oder R X (yo,yo + d). Dann gilt HD;IH < d*/s.

Bem. Das DV (RWP2)y,’ hat in den randnahen Punkten nur die
Konsistenzordnung 1. Dennoch gilt:

Satz. Sei Q2 C R? beschriinkt. Dann ist das Verfahren (RWP3);,’
konvergent von der Ordnung 2. Genauer gilt: Ist Q eine Teilmenge
des Streifens (o, zo + d) X R oder R X (yo,yo + d), so ist

llun, = Riull, < (1/3h® + /ash?) [[ull s -
Ein weiteres Verfahren beruht auf:

Idee. Bestimme den Wert von u bei randnahen Punkten (z,y)
durch lineare Interpolation:

s
. uz,y) ~ (@ — sthyy) + ——u(@ + srh,y)
Sr + 51 Sr + 51
s
o u(z,y) ¥ ——u(z,y — suh) + u(z,y + Soh)
Su + So Su + So
Dies fithrt auf Gleichungen
thu = fr inQy
(RWP2)n { = g auf 09y,
(LGS2)" — Dyiin, = fn

Lem. Dieses Verfahren besitzt Konsistenzordnung (und somit
Konvergenzordnung) 2.



Allgemeine Differentialoperatoren

Problem. Wir betrachten nun

—Lu = f
u = g

in Q=(0,1) x (0,1)

(RWP3) { auf 9Q

mit

—Lu = —(a11(x, Y) Uz + 2012(2, Y) Uy + a22(z, Y)uyy)
+b1(z, y)us + ba(z, y)uy + c(z, y)u

wobei ¢(z,y) < 0, €T A(zx, y)E > )\0H£||2, Ao > 0 und

A = (2209

ar2(z,y)
B)

Verfahren. 1. Diskretisierung: h = 1/n, Qj, 0Qp wie friiher.
2. Approximation:

u(z+h,y)—u(z—h,y)
2h )

uz(z,y) = uy(z,y) ~ ...

u(z+h,y)—2u(z,y)+u(z—hy)
h2 )

Uz (T, Y) ~ Uyy (T, y) ~ ...

Fiir die Approx. von ugy haben wir mehrere Moglichkeiten:
Wir kénnten etwa den zentralen DQ in z- und y-Richrung
verwenden und erhalten

Uay(2,y) ~ o (uz(2,y + h) — uz(z,y — h))
~ oz (u(z+h, y+h) — w(z+h, y—h) — u(z—h,y+h) + w(z—h, y—h))

Diese Anndherung hat allerdings den Nachteil, dass sie zu keiner
M-Matrix fithrt. Stattdessen nehmen wir
—1 1 0
1
S0
0 1 —1

0 -1 1
Uy (T, y) & ﬁ (—1 2 —1>
1 -1 0
fiir a12 > 0, fir a12 < 0.

Wir fassen diese Approx. in folgendem 7-Stern zusammen:

agp laia| — azo —aiy
—Lpui= 5 [ larz] —ain  2(ann + a2 —|ai2])  Jarz| —an
—a la12] — az2 a1p
bz
+21h<—b1 0 b1>+< c >
—by

Dabei ist az;- = max(ai;,0) und a;; = min(as;, 0).

—Lpup, = fn inQy

P.

(RWP3)p { up, = g auf 09,
(LGS3) — Lpip = f

Satz. Seic >0 in Q und L gleichmé8ig elliptisch.
Falls a;; > |ai2| + %|bl| fir i = 1,2 in Q und u € C*(Q), so ist das
DV (RWP3);, konvergent von der Ordnung 2.

Differenzenverfahren fiir parabolische DGLn
Problem. Wirmeleitungsgleichung

u(z,t) — Agu(z,t) = f(z,t) in Q=(0,1) x (0,T)

u(z,0) = (m), fir z € (0,1)
(RWP4) w0.8) = o) firt e [0.7]
u(l,t) = gi(t) firte[0,T]

Verfahren. 1. Diskretisierung mit n Raum- und m Zeitschritten:
zi =1th, h=1n, tp =kr, 7=T/m, u(z;tg) ~ uf
2. Approximation der Ableitungen:
Uga (T,t) ~ h—lz (u(z — h,t) — 2u(z, t) + u(z + h, t)) =: Apu(z,t)
Wir wollen nun eine Losung von

{ dh(t)fihuh(t) = fh(t)
up(0) = gn

fiir alle Zeiten t mit

up(h,t) F(h,t) + 7290(t)
up, (2h, 1) f(2h,t)
up(t) = : O .
uh(l;h7t) f(l—h,t).+ 7zg1(t)

berechnen. Dazu verwenden wir ein Einschrittverfahren, wie das
expl. /impl. Gauf-Verfahren oder das Crank-Nicolson- Verfahren:

1 ktl _ kY Aok k
(EEV) { (" _ui)_AhZ%) - ;h
k3
Lkl kY R okl kel
(IE\/){ 7w _Ui)—Ah“iuQ B :;;
0 =
N %(“fﬂ—“f)—%ﬁh(“?‘*‘ufﬂ) = flzite+3)
(CNV) 0
Ui = 9n

Lem. Sei f(z,~) € C'([0,T)) fiir alle = € [0, 1].

Dann gilt fiir die Approximation von (RWPy4):

e Die Verfahren (EEV) und (IEV) besitzen einen Konsistenzfehler
von O(h? 4 7), falls u € C*([0,1] x [0, 7))

e Das Verfahren (CNV) besitzt einen Konsistenzfehler von
O(h? + 72), falls u € C1([0,1] x [0, T]).

Lem. Es gelte 27 < h? fiir (EEV). Die Verfahren (EEV), (IEV) und
(CNV) sind stabil.

Differenzenverfahren fiir hyperbolische DGLn
Problem. Wellengleichung

Optu — POppu = f(x,t)
u(07 t) = gO(t)7 u(l,t) =91 (t)
u(z,0) = qo(x), ui(z,0) = qi(x)

in Q= (0,1) x [0,T]
fiir ¢ € [0, 7]
fiir z € (0,1)

Verfahren. 1. Diskretisierung: x; = th, h = %, ty =kr, T = %

2. Approximation:
Ozzu(zmi, t) = % (w(zi=1,t) — 2u(zi, tr) + w(zit1, tx))
Orru(zy, t) =~ _%2 (w(zi, th—1) — 2u(zi, te) + u(wi, thr1))
Oru(z;,0) = %(u(azi,tl) —u(zi, t—1))

Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

k—1 k k1 2k k K k
L (uf Tt = 2uf FalTY) - S (ufy - 2uf +ufyy) = f
firi=1,...,n—1und k=0,...,m.
. uf = g5 :1g0(1tk)’ qfﬁ =gt = 91(tx),
w; =qo,i = qo(xi), 5-(uj —u; ) =aq1,;=q(z;)
Fazit
Das Differenzenverfahren . ..
© ... ist einfach in der Herleitung und Implementierung.
® ... besitzt eine gute Konvergenz (z.B. Ordnung 2) bei geniigend
glatter Losung.

® ... ermdoglicht Adaptivitdt bzw. unregelm. Gitter nur schwer.



Schwache Lsgstheorie fiir elliptische DGLn

Def. Der LP-Raum ist fiir 1 < p < oo definiert durch
1/p
LP(Q) ={v: Q= R||v], <oo} mit [lv]], = (S£|v(w)|p dx) ,

fiir p = co durch

Q) ={v: Q= R||lv|, <oo} mit [|v] = essesgph;(w)\.
xT

Bem. (LP(Q),|-|l,) ist ein Banachraum, fiir p = 2 sogar ein

Hilbertraum mit Skalarprodukt (u,v) 2 gy = Ju(z)v(z) dz.
Q

Satz (Holdersche Ungleichung). Sei w € LP(Q2) und v € L(Q)
mit 1 < p,q,r < oo und 1/p+ /g = 1/r. Dann ist uwv € L"(2) mit
uvll,. < l[ull,, - [[oll,-

Def. Der Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
auf Q mit kompaktem Triger ist

CE Q) = {p € C*(Q) | supp(p) == {x € Q|p(z) # 0} ist kompakt}.
Def. D(Q) := C§°(f2) heilt Raum der Testfunktionen in .
Lem (Partielle Integration). Fiir u,v € C1(Q) gilt

fv z)Diu(z)dz = [ v(z)u(z)n;(z)dz — [Dv(z)u(z) dz
oQ Q

Fiir u € C*(Q), ¢ € CE(Q) und o = (au, . ..
(=Dl D (z)u
Q

yan), la| <k gilt

f(p )YD*u(z) dx = ( (z) dz.

Def. L, .(Q) = {v:Q — R|v|x € L}(K) fiir jedes kpkte K C Q}
heilt Raum der lokal integrierbaren Funktionen.

Def. Sei u € L{,.(?) und a € N". Eine Funktion v € L{, () heift
schwache (partielle) Ableitung von u (oder die Ableitung von u
im distributionellen Sinn) der Ordung o, wenn

S{go(x)v(:v) dz = (fl)la‘S{Do‘@(x)u(:ﬁ) dz fiir alle ¢ € D(Q).

Bem. Ist eine Funktion im klassischen Sinne differenzierbar, so auch
im schwachen mit derselben Ableitung.

Lem (Fundamentallemma der Variationsrechung). Fiir u € Ll .(Q):

fu z)p(z)de =0 Yo € D(Q) = u =0 (fast-iiberall).

Kor. Die schwache Ableitung ist eindeutig bestimmt, d. h. sind
v,w € L _(Q) schwache Ableitungen von u, so gilt v = w f.ii. in Q.

Bsp. Die schw. Abl. von u(z) = [z] ist v(z) = 1(0,00) = 1(—00,0)-

Lem. e D%(u+ M) = D + AD%% o DBy = DY(DAy)

Def. Der Sobolev-Raum fiir 1 < p < oo ist

Whe(@) = {ue () | Va €N" mit [a] <k : !

Ischwache Ableitung D%u € LP(Q)

1/p
< by IIDau||Z> :
laf<k

wh2(Q)

lullg,p =

Notation. H*(Q) =
Satz. (W*P(Q), [I-llx,p,) ist ein Banachraum.

Bem. HF(Q) ist sogar ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
(W, V) i () = /> D*uD%vdz.
Qa<k

Satz (Meyers/Serrin). WP (Q) N C>®(Q) liegt dicht in W*P(Q),

wEs@nes@' e - whro)

Def. WrP(Q) =D ) "7, HY(Q) =Wb*Q)

Satz. Sei 2 ein beschriinktes C1-Gebiet und 1 < p < oo.

Dann existiert eine lineare stetige Abbildung 7 : WP (Q) — LP(89),

sodass fiir alle w € WHP(Q) NC(Q) gilt: 7(u) = u|aq.

Def. Die Abbildung 7 heiit Spuroperator, 7(u) heifit die Spur
von u € WHP(Q) auf 9.

Satz. Sei Q ein beschriinktes C!1-Gebiet. Dann gilt
1, _ s _
WyP(Q) = {ve WHP(Q) | 7(v) = 0}
Def. Der Dualraum eines Banachraums (U, ||-]|;;) ist
U’ == {lineare, stetige Abbildungen ¢ : U — R} mit

RO .

we\{o} lully weu, |ull,=

I¥llyr =

Bsp. Gelte 1/p + 1/¢ =1 mit p,q € (1,00). Dann ist die Abbildung
3 LUQ) = (LP(Q), frr (g S{f(:v)g(fv) dz)

ein isometrischer Isomorphismus.

Notation. W”u)U’,U =p(u) fiiryp €U, ueU.

Satz (Riesz’scher Darstellungssatz).
Sei (H,(—,—) ) ein Hilbertraum. Dann ist

JiH = H = (0 (Y, 0)y)
ein isometrischer Isomorphismus.

WP (@),
W—l 2

Def. W14 := (W,
H™H(Q) =

wobei 1/p + 1/ =1,
= (Hp(Q))"-

Def. Fiir Q C R? heifit v := k — d/p Sobolev-Zahl zu WP (Q).

Satz. Fiir m < v ist W*P(Q) — C™(2) wohldefiniert und stetig.

Variationsgleichungen
Situation. Sei Q C R? beschrénkt. Wir betrachten nun wieder

Ly = f inQ
(RWP1) { u = 0 aufdQ
d d d
mit Lu(xz) = — 3 Di( X aij(x)Dju) + > bi(x)Diu + c(x)u
=1 j=1 i=1

—div(A(z)Du) + b(z) - Du + ¢(x)u.

Sei u eine Losung von (RWP1) und ¢ € D(2). Dann gilt

ff(ac z)dz = fﬁu(az p(z)dz

— [div(A(e)Du(x))p(x)
Q

JA(z)Du(z) - Do(z)dz + [(b(z)
Q Q

)dx + f ) - Du(z) + c(z)u(z)) - p(z) dz

- Du(a) + e(z)u(z)) - p(a) do

Def. Eine Funktion u € H}(Q) heift schwache Lésung von
(RWP1), wenn u folgende Variationsgleichung erfiillt:

fA(I)DU(I) Dp(x) +b(2) - Du(z)p(x) + c(z)u(z)p(z) dz

ff(a: z)dz fiir alle p € H(Q). (VGLy)

Sprechweise. Der Raum, in dem man u sucht, heifit Lsgsraum
(oder Ansatzraum), der Raum von ¢ heifit Testraum.

Problem (Allg. Variationsproblem). Seien Abb. £: H(Q) — R und
B : H}(Q) x HL(2) — R gegeben. Gesucht ist u € Hg (), sodass

(VGLy) B(u, ) = £(p) Ve € HI(Q).

Bem. Im obigen Setting ist £4(¢) = [f(z)¢(z)dz und
Q

Blu,¢) = [A@)Du(z) - Dp(a) +(z) - Dula)p(@) + exu(z)o(a) de

Def. Sei X ein Banachraum. Eine bilin. Abb. B : X x X — R heifit
e positiv, falls B(u,u) > 0 fiir alle u € X \ {0},
e stark positiv (koerziv, koerzitiv), falls ein A > 0 existiert, sodass
Yu€ X : Bu,u) > Mull%,
e beschrinkt (oder stetig), falls ein p > 0 existiert, sodass
Vu,p € X ¢ By, )| < pllullxllellx-

Lem. e Die Abbildung B in (VGL1)’ ist bilinear und beschrinkt.
e Die Abbildung £ in (VGL1)’ ist linear und stetig.

Satz. Sei €2 ein beschr. Lipschitz-Gebiet. Dann ist jede klassische
Lsg u € C? N C1(09) von (RWP) eine schwache Lsg von (VGL1)'.



Eindeutige Losung elliptischer DGLn

Satz (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum und B: H x H - R
eine beschriankte, koerzitive Bilinearform. Dann gibt es fiir jedes

¢ € H' eine eindeutige Losung u € H von Vo € H : B(u, @) = £(¢).
Es gilt [|u|l ; < Y/A||€]| g mit der Koerzitivitatskonstante A von B.

Lem (Poincaré-Ungleichung). Sei Q2 beschrédnkt. Dann 3C > 0:
1/2
lull 2@y < ClIVall a0y = € (JEIPaar) - vue @)
1

Kor. Mit C; = (1+ C?)™"? und Cy := 1 gilt fiir alle u € H3(Q):
Cillull g1 (qy < IVullp2qrey < Collull g1 (qy-

Lem. Falls £ glm. elliptisch ist und b(z) = 0 sowie ¢(z) > 0 in Q
gelten, so ist B in (VGL1)’ koerziv.

Satz. Sei Q C R? beschrinkt und sei Lu = — div(A(z)Du) + c(z)u
glm. elliptisch, c(z) > 0 in ©, a;;,¢; € L®(Q) und f € L*(Q).
Dann besitzt (VGL1) eine eindeutige Losung u € HE ().
AuBerdem existiert ein C' > 0, sodass lull g1 o) < ok Ifll2(q)-

Def. Sei f € H~1(Q). Eine Fktn v € H}(Q) heiit schwache Lisung
von (RWP1), falls - B(u,0) = (£, 0) 10y g3y ¥ @ € HA().

Bem. Gelte b =0, ¢ > 0, glm. Elliptizitat, c,a;; € L ().
Dann existiert nach Lax-Milgram genau eine schwache Losung.
Lem. Sei A gleichméBig elliptisch und a;j,b;,c € L*(Q).
Dann existiert ein pg > 0, sodass fiir alle pp > po das RWP
{ Lu+puw = [  inQ
v = 0 aufd2

fiir alle f € H~1(Q) eine eind. schwache Losung u € Hg () besitzt.

RWPe mit anderen Randbedingungen
Problem. Wir untersuchen nun das inhomogene Randwertproblem
= f inQ,
= g auf o0.
Angenommen, g € C(92) N L2(8Q) besitzt eine Fortsetzung
§ € C%(Q)NC(Q) mit §log = g. Dann ist u € C2(Q) N C(Q) genau
dann eine Lésung von (RWP32), wenn v := u — § eine Lsung von
Lv = f—L§ in,

v = 0 auf 0Q
ist. Schwache Formulierung von (RWP3)": Ges. ist v € H3 (Q) mit

J(AEDY) - De(@) + b(z) - Pol@)p(@) +e(@)o(a)p(@)) da

(RWP») { EZ

(RWPs)’ {

= [f-pdz+ [(A@x)D§ - D +b-Dip + cgp)dz Ve € HLH(Q).
Q Q

Voraussetzungen: a;;,b;,c € L=(Q), f € L*(Q), § € C(Q) N H*(Q)
und g € L(8Q). Ges. ist ein u € U = {w € H(Q) | 7(w) = g} mit
JA(z)Du - Dy + bDup + cupdz = [fodx Ve € Hj(Q). (VGL3)
Q Q

N——
L(p)i=

B(u,p):=
Fiir f € H~1(Q) verwendet man

B(u, ) = l'(p) = (f, ¢>H*1(Q),HC1)(Q) Vo€ Hy(Q). (VGL2)

Satz. Sei B : H(Q) x H3(Q) — R beschriankt und koerziv.
Dann besitzt (VGL2) genau dann eine eindeutige Losung u € U,
wenn ein ug € H'(Q) existiert, sodass 7(ug) = g f. ii. auf 9.

Problem. Wir betrachten nun die Randbedingung

; Lu = f inQ,

(RWPs) { A(z)Du-v+pu = g auf 9Q (glatt)
Falls u € C2(Q) N C(Q) eine Losung ist und ¢ € C=(Q), so gilt
[ feodx = — [div(A(z)Du)e + b(z)Dup + c(z)up dz

Q Q

=— [A(z)Du-veds+ [A(z)DuDyp + b(z)Dup + c(z)up dz.
o0 Q

Aus der Randbedingung bekommen wir
J A(@)Du-vods+p [ upds = [ gpds.
o2 o o

Zusammengesetzt erhalten wir die Variationsgleichung
p [ upds+ [ADuDy + b - Dup + cupdz = [fodz + [ gpds.
o Q Q o0
Wegen Dichtheit von C*°(Q) in HY(Q) ist diese Gleichung nicht nur
fiir ¢ € C°°(Q) sondern allgemeiner fiir o € H'(Q) erfiillt.

Def. Sei p €R, f € L?(Q), g € L?(8Q). Eine Fktn u € H*(Q) heifit
schwache Losung von (RWP3), falls fiir alle ¢ € H(Q) gilt:

u [upds+ [ADuDy + bDup + cupdz = [fodz+ [ gpds.
o2 Q Q 1519}

B(u,p)= L(p):=

Approximation von Variationsgleichungen
Verfahren. Gegeben sei ein Hilbertraum H, eine beschrinkte,
koerzive Bilinearform B : H x H — R und ein £ € H'.

Gesucht ist eine Losung v € H der Variationsgleichung

(VGL)  Blu,p) = €(p)

Wir wollen diese Losung anndhern durch die Lésung eines moglichst
dhnlichen, aber endlichdim. Problems. Dazu wihlen wir einen
endlichdim. Unterraum U, C H (dieser ist wieder ein Hilbertraum),
eine beschriankte, koerzitive Bilinearform B,, : U, X U, — R und ein
Element ¢,, € UTIL. Wir bestimmen dann die Losung u, von

Bn (um ) =4n (‘P)

Yeoe H.

(VGL), Y € Un.

Fragen. 1. Wie berechnet man die Lésung un, von (VGL)n?

2. Wie kann man U, B, und £, wihlen, sodass up, — u?
n— oo

Def. Die Approximation von (VGL) mittels (VGL), mit U, C H
und By, = B|y,, xvu, heifit konforme Approximation von (VGL).
Eine solche Methode wird als Verfahren von Ritz bezeichnet.

Vorgehen. Um die Lésung un von (VGL), zu berechnen, wihlen
wir zunéchst eine Basis w1, ..., wq, von Up. Wir setzen

é:: (en(wl)v' . ’Zn(wdn))T € Rd"’
B = (By;) € R™ ™% mit By := B(w;, wy).

und

Dann ist un = y1w1 + ... 4+ 74,, wq,, € Un genau dann eine Lésung
von (VGL)n, wenn v = (71, . ..,7a, )T € R erfiillt:

By=1{ (Galerkin-Gleichung).

Lem (Céa). Fiir die Losungen u, der konformen Approximation
(VGL)n und die Lésung u von (VGL) gilt

lun = ully < C ( inf flu—vlly; + 160 — Al )
veUn n
Folgerung. Fiir u, —— u geniigt es, Uy, u. £, so zu wihlen, dass
n—r 00

Vue H: inf |lu—ovn|yp ——0, [€n — ]|y ——— 0.
v €Un n— oo n n—oo

Bem. Ist (¢) durch Integration einer Funktion gegeben, so kann
man fiir £, () eine Annidherung dieses Integrals etwa mittels der
summierten Trapezregel verwenden.

Bem. Wir betrachten (VGL1). Es gibt mehrere sinnvolle
Méglichkeiten, die Basiselemente w; zu wihlen. Man versucht dabei
zu erreichen, dass die Matrix B méglichst einfach (wenige von null
verschiedene Eintriige) und gut konditioniert ist.
1. Angenommen, es gibt eine Basis von Eigenfunktionen w; von L,
Lw; = A\jw;, die in L?(Q) eine Orthonormalbasis bilden.
Dann ist B eine Diagonalmatrix mit Eintrédgen \;. Beispielsweise
ist w;(x) := sin(njz) eine EF von £ := —A auf Q = (0,1) zum
EW 7252 und es gilt (wi,wj)LQ(Q) =0 fiir ¢ # 7.
2. Up =spanfw;(z) =2/ (1—z)|j=1,...,n} C HY(Q)
(Das ist eine schlechte Wahl, da dann B vollbesetzt.)
3. Wir unterteilen Q = (0,1) durch das Gitter
O0=x0<z1 <...<2Zp < Tpg1=1, z; =ith mit h = 1/nt1,
Up = {v €C(0,1)|Vi : |z, ;2] € P1[z],v(0) = v(1) = 0}

Eine Basis von U, sind die Hutfunktionen wi,...,wn:
wj—1()
w; (@)

Tjp1 Tt

Wir betrachten die VGL zu (RWP1) mit go = g1 = 0.
Wenn wir ¢ durch die Trapezregel approximieren, erhalten wir

2 -1 0
B= o , n(wj) = hf(z)),

0 -1 2

also das Finite-Differenzen-Verfahren.



Methode der Finiten Elemente (FEM)
Ziel. (VGL) mittels (VGL), approximieren.

Idee. Zerlege Q in endlich viele Teilgebiete. Wir wihlen U, als
Raum der Funktionen, die sich als Linearkombination von Basisfktn
schreiben lassen, deren Triager nur wenige Teilgebiete umfasst.

Bem. Als Teilgebiete verwendet man in R! regelmiBige
Teilintervalle, in R? Dreiecke oder Rechtecke und in R? Tetraeder.
Als lokale Ansatzfunktionen iiber den Teilgebieten verwenden wir
Polynome. Globale Ansatzfktn iiber € sind lokale Ansatzfktn mit
bestimmten Glattheitsbedingungen am Rand der Teilgebiete.

Def. Ein finites Element (FE) in R? ist ein Tripel (K, P, ) mit
e K C R?ist kompakt, e OK ist Lipschitz-stetig,

e P ist ein endlichdim. lin. Raum von Funktionen p € C*(K,R)

o ¥ ={b1,...,b,m} mit b; € (C°(K,R))’ ist P-unisolvent, d.h.

VaeR™ :3peP :bjlp)=aj, j=1,...,m
Bem. ¥ ist P-unisolvent <= ¥ ist Basis von P’ C (C*(K,R))’
Lem. e Sei ¥ = {b,..

— b1,..
— Sei p; € P so gewahlt, dass b;(p;j) = 6;;-
Dann ist {p1,...,pm} eine Basis von P.

., bm } P-unisolvent.

. by, sind linear unabhéngig.

e Sei {p1,...,pm} eine Basis von P und seien b; € (C*(K,R))" mit
bi(p;) = di5, 4,5 =1,...,m. Dann ist {b1,...,bn} P-unisolvent.

Def. Ein finites Element (K, P, %) heifit zu einem anderen FE
(K, P,Y) affin dquivalent vermdge einer invertierbaren affinen
Abbildung F : R — R?, &+ B# + b, falls gilt:

o K =F(K) e P={p=poF ! pe P}

o X ={b:p—bi(poF)|b; € &}

Finite Elemente vom Lagrange-Typ

Def. Der d-Simplex mit Ecken a1,...,a44+1 € R? ist

d+1 d+1 d
K={z= 3 pja;|0<p; <1, j=1,...,d+1, > pj =1} CR™
j=1 j=1

Dabei heiflen p1, ..., pq+1 baryzentrische Koordinaten von x.

K heifit nicht entartet, falls a1,...,aq41 affin unabhéngig sind.
Das Simplex mit den Ecken a; = e; € Rd, j=1,...,d, und

ag41 = 0 heiBt d-Einheitssimplex K.

Bspe. Ein nichtentartetes Simplex im R! ist ein geschlossenes
Intervall, im R? ein Dreieck und im R® ein Tetraeder.

Lem. Jedes nicht entartete d-Simplex K ist affin dquivalent zu K:
Es gibt genau eine Abb. F': K — K, & — Ag& + bx mit einer
Matrix Ax € GL(d), sodass F(ej) = a; und F(0) = ag41.

Def. Ein simpliziales finites Element vom Lagrange-Typ der
Ordnung k ist ein Tripel (K, P, X) mit

e cinem d-Simplex K mit Ecken aq, ...
° PZ]Pk :ZR[CEL..
e X={bg: P =R, p—pla)|aé€ Ky} mit der Knotenmenge

y Ad41,
., Zg]<r = {Polynome vom Grad < k}

d+1 d+1 L o1
’Ck:{l‘: Zlujaj|zluj:1, /L]'E{O,E,...,T,l}}.
Jj= Jj=
. . . . . k+d
Bemn. e Sei K ein d-Simplex. Dann ist dim(Py) = |Kg| = ( J )
e Die kanonische Basis von P fiir K c R? ist
ﬁl(i‘):ilﬁlr’bil,,d, ﬁd_'.l(i‘):l—i‘l—...—i‘d.

Dann bilden die Bj € ¥ eine Dualbasis der p;, d. h. I;j (i) = dij-
e Die duale Basis von P2 zu X fiir K c RY ist

pilie{l,...,d+ 1)} U{pijli#je{l,....,d+1}} wobei
pi(2) = pj(2)(2u5(2) — 1), Pij () = 4pi (T (2),
wi(@)=&; firi=1,...,d, pg41(&)=1—-31—...— 24

e Kanonische Basiselemente py,...,pm € Py fiir einen allgemeinen
Simplex K C R kann man wie folgt berechnen:

1. Finde eine affin lineare Bijektion F : K — K wie friiher.
2. Setze pi(z) = p;(F () firi=1,...,m.

R&dume von Finite-Elemente-Funktionen auf (2

Def. Sei @ C R? ein beschrinktes, polygonal berandetes Gebiet.
Eine Triangulierung von 2 mit simplizialen finiten Elementen vom
Lagrange-Typ der Ordnung k ist eine endliche Menge

T(Q) = {(Ki, P(K;),2(K)) |i=1,...,N} mit

o (K;,P(K;),X(K;)) sind simpl. El. vom Lagrange-Typ der Ord. k,

e Q=K U...UKp, o int(K;) Nint(K;) = 0 fiir ¢ # j,

e Jede Seite von K, d.h. jedes von d Eckpunkten von K; aufgesp.
(d — 1)-dimensionale Simplex, ist entweder Teil des Gebietrandes
0Q oder gleichzeitig Seite genau eines anderen Simplex K.

Def. Die Knotenmenge von T(R) ist die Vereinigung der

Knotenmengen der simpl. FE, d.h. K = K (K1) U ... UKk (KnN).

Def. Der Raum der finiten Elemente zu einer Triang. T(Q)
von 2 mit simplizialen FE vom Lagrange-Typ der Ordnung k£ und
Knotenmenge Ky, = {a@1,...,an} ist

Un={veC(Q)|v|k, € P1(K;) firi=1,...,N}

Satz (k =1). Sei Up der Raum der linearen finiten Elemente zu

einer Triang. T'(2) mit simpl. FE vom Lagrange-Typ der Ord. 1.

e Sei K ein nichtentart. d-Simplex mit Ecken a1, ..., ag41.
Dann ist durch p(a;), ..., p(aq4+1) ein Polynom p € P1(K)
eindeutig bestimmt. Fiir alle p € P1(K) und = € K gilt

p(x) = plar)pi(z) + ...+ p(ag4+1)pat1(x). wobei p;(a;) = d;5.

e Sind K = {a, ..
Funktion v € U, durch die Vorgabe von v(ai), ...,
eindeutig definiert. Es gilt U, C H(Q).

e Eine Basis von Uy, ist gegeben durch die Funktionen p; € U, mit
pj(a;) = d;; fir 4,5 = 1,...,n. Insbesondere gilt dim U, = n.

.,an} die Knoten der Triangulierung, so ist eine

v(a@n)

Satz (k > 1). Sei T(Q) eine Triangulierung mit finiten
Lagrange-Elementen der Ordnung k, U,, der zugehtrige Raum der
FE und K, die Knotenmenge von T/(R2). Dann ist durch Vorgabe
von vk, eindeutig ein v € Uy, C H1(Q) bestimmt. Eine Basis

von Uy, ist durch p; € Up mit p;j(a;) = &5, 3,5 = 1,...,n, gegeben.

Verfahren (Realisierung der Finite-Elemente-Methode).

1. Eingabe und Beschreibung des RWPs
2. Umformulierung in ein Variationsproblem

3. Generierung einer Triangulierung. Entweder uniforme Zerlegung
oder Zerlegung mit lokaler Verfeinerung von Q.

4. Erzeugung eines endlich-dim. Problems, d. h. Berechnen der
Koeffizientenmatrix und der rechten Seite der Galerkin-Gleichung

5. Losung der Galerkin-Gleichung

Konvergenz der FE-Methode

Def. Sei (K, P, X) ein finites Element, P C C*(K).
Dann heiit [Ixw P-Interpolierende einer Fktn w € C*(K), falls

o [Ixwe P, o b;i(Ilgw) = b;(w) fiir jedes b; € X.

Bem. e Ist p1, ..., pm eine zu ¥ duale Basis von P, d.h.
bi(pj) = (Sij, SO gilt IMgw = E?;lbi(w)pi-

e Fiir Lagrange-FE gilt w(a;) = bj(w) = bj(Mxw) = Hxw(a;)

e Vpe P :Ilgp=p

Def. Sei U, ein FE-Raum zu einer Triangulierung 7'(§2) und sei
{p1,...,pn} die kanonische Basis von Uy, d.h. b;(p;) = d;;.
Die U, -Interpolierende einer Funktion w € C*(Q) ist dann

n
Mw = Y bj(w)p; € Un.
i=1

Lem. Fiir alle K; € T(Q) und w € C*(Q) gilt (w)|x = Uk, (w|k,)
und somit [[w —Hw| g1 gy = > llw—TIlx,wllg k,)-
K;eT(Q)

Lem. Sei F: K — K mit F(2) = A% +b, A € GL(d), und [ € N.
e Esgilt ve H(K) < voF e H(K)
e FEs existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass

!
[vo Flyi gy <c-llAlly- m vl r)
|00 F ™Y gi(gey < e A7 IS - V/Idet(A)] - 19] g )

fiir alle v € H'(K) bzw. 9 € H'(K) gilt, wobei

1/2
[l (rey = <f > D“vllzdz>
K |a|=l

eine Seminorm auf H'(K) ist.



Def. Sei K ein d-Simplex mit Ecken a1, ...,aq+1. Wir definieren:

h(K) == ma.xz s ! la; — agl Durchmesser
p(K) =2sup{R >0|3z€K : Bg(z) C K} Innendurchmesser
o(K) == h(K)/p(K) > 1 (misst ,,Spitzheit“)
Lem. Sei der d-Simplex K affin dquivalent zu K vermoge
F:K— K, &~ Az +b, A€ GL(d). Dann gilt:

lAlly < hK)/o(K), A=y < AR p(xc

Lem. Sei k£ > 0. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass

inf ||u —Dllgrrigy <c Vi e HL(Q).

: ‘ﬁlHkJrl K
PEP (K (K)

Satz (Abschétzung des lokalen Interpolationsfehlers)
Sei (K, P(K),%(K)) ein finites Element mit $(K) C C*(K)’.
Angenommen, fiir 7,k € Nmit 0 <r < k+1 gilt

HY(K) — c3(K) und Pi(K) C P(K) C H"(K).

Dann existiert ein C > 0, sodass fiir alle zu (K, P(K), £(K)) affin
dquivalente FE (K, P(K),(K)) und fiir alle v € H* 1 (K) gilt:

( k+1

|’U*HK’U‘ r SC 7‘1}‘ k+1 .
HT(K) p(K)" HEFH(K)

Kor. Es gibt eine Konstante C > 0, sodass fiir jedes zu

(K, P(K),%(K)) affin d4quivalente FE (K, P(K), S(K)) mit
h(K) <1 und jedes v € H*T1(K;) gilt:
= h(K;)k
o —Tgvllgrigy < C ————|gr+1(x,
HT(Ky) p(I;)" HETL(KS)

= 5K0'(Ki)rh(Ki)k+17T|U|H’€+1(Ki)'

Bspe. Das letzte Korollar liefert fiir FE vom Lagrange-Typ:

Ordnung k=1 k=2
Voraussetzungen  Regularitat fiir v H?(K) H3(K)

Beschrankung fird d <3 d<5b

Beschrankung firr 0<r<2 0<r<3
Konvergenz [lv — HU”HT(K) RI) O(R3™T)

Voraussetzungen. Wir suchen die Lésung von (VGL) im

Losungsraum U mit HE (Q) C U C H'(Q). Es gelte:

(V1) Qist ein Polyeder und 7 = (T (9))nen ist eine Familie von
Triangulierungen von 2 mit finiten Elementen.
Es sei T regulir, d. h. es existiert eine Konstante o9 > 0,
sodass o(K) < o fiir alle n € N und K € T(Q) und es gilt

hp == max h(K) —— 0.
KeT, () n—roo

Alle FE (K, P(K),%(K)) der Familie 7" sind affin &quiv. zu
einem Referenzelement (K, P(K), S(K)) mit 2(K) C C*(K)'.
(V3) Up C C(Q) ist der FE-Funktionenraum zu Ty, ().

(V4) Firr,k e Nmit 0 <r <k+1 gilt

(V2)

HFYK) — C5(K) und P(K) C P(K) C H"(K).

Satz. Eeien obige Voraussetzungen erfiillt. Sei IT,, : U — U, der
zu Ty, () gehorende Uy, -Interpolationsoperator. Dann existiert ein
c>0,sodass firalle 0 <I<r,ne€Nund v € Hk+1(Q) NU gilt:

1/2
( - anuiﬂ(m) < e hEF ol i .
KeTn(Q)
Bemn. Fiir 1l =0 < r gilt U, C L%(Q) und

1/2
> - HKU||L2(K)> < ehp ol g q)-

lo—Ilnvll 2y = <
KeTn(Q)

Fiir I =1 < r gilt U, C H(Q) und

1/2

||”*an||H1(Q) = < > v HK”||H1(K)> <c: hﬁ : ‘”‘Hk+1(Q)-
KeT, ()

Satz (Konvergenz der konformen Approximation).

Seien die Voraussetzungen (V1) — (V3) und (V4) mit » = 1 erfiillt.

Dann gilt fiir die Losung u von (VGL) und die Lésung u, der

konformen Approximation (VGL)y mit £, = £|y,, die Abschétzung

[ = unll 1) € O - |ulgrsr(qy)  falls w € H¥H(Q).

Bsp. Firk=1, ue H? (92) ist die Konvergenzordnung blof 1.

Bem. Die konforme Approximation von u hat gemessen mit der
L2-Norm (nach bisherigem Kenntnissstand) im Vergleich zur
Interpolation von u eine um eins schlechtere Konvergenzordnung;:

[|w

llu — Hnull L2 q)

N ul e o))
€ O(hkt!

—tnllp2(q) < llu = unll g1y € O

“Jul e ay)
Dieser Missstand lasst sich mit weiteren Voraussetzungen beheben:
Lem (Aubin-Nitsche). Seien U und H Hilbertrdume, E : U — H
eine stetige inj. Einbettung und U,, C U ein endlichdim. Teilraum.

Sei B : U x U — R eine stetige, koerzitive Bilinearform und £ € U’.
Seien u € U, up, € Uy die Lésungen (VGL) bzw. (VGL),. Dann gilt

infyev, [[w(r) — w|
1B —un)lly <cp - llu—unly - sup —==== <,

reH\{0} ||7“HH

wobei w(r) € U fir r € H die Losung des adjungierten Problems
B(p,w(r)) = (E(p),

Kor. Seien die Voraussetzungen aus dem Satz zur Konvergenz der
konformen Approximation erfiillt. Zusétzlich existiere ein ¢4 > 0,
sodass fiir alle r € L%(Q) die Losung w(r) vom adjungierten Problem

B(p,w(r)) = Yo € HY(Q)

die Abschétzung Hw(r)||H2(Q) <cq- ||7‘HL2(Q) erfiillt. Dann gilt

Ny YeeU ist.

(@) 2 (Q)

llv = unllp2q) € O(hytt - [l rrt1(0y) falls u € H*(Q).

Rechteckige finite Elemente

Def. Ein rechteckiges finites Element vom Lagrange-Typ der
Ordnung k ist ein Tupel (K, P(K),3(K)) mit

e K =lci,c1+71] X ... %X [caycqa+Ta) C R ist ein Rechteck,
o P(K)=Q(K)={p)= ¥ oz’ z7?} C Par(K)
ae{o,...,k}4

e X(K)={b: P(K) =R, p—p(a)|a € Ky}, wobei
Kr = {(61 +i1%,...,cd+id%)‘ij € {0,...,k},j: 1,...,d}.
Satz. Jedes Polynom p € Qi (K) ist eindeutig durch die Werte auf
der Knotenmenge K}, definiert.
Def. To(Q) = {(Ki, P(K;),2(K;))|i=1,...,N} heifit
Triangulierung von 2 mit rechteckigen FE vom Lagrange-Typ, wenn
e Q=K U...UKp, o int(K;) Nint(K;) = O fiir ¢ # j,
e Jede Seite von K; ist entweder eine Teilmenge von 952 oder die
Seite von genau einem anderen K.

Def. Der Finite-Element-Raum zur Triangulierung T, (Q) ist
Un={veCQ)|vlk, € Qu(K;i),i=1,...,N}.
Lem. o U, C H'(Q)

e Eine Basis von Uy, ist durch Polynome p; € U, mit p;(a;) = 0;;
fiir alle ia; € Ky, gegeben.

Simpliziale Elemente vom Hermite-Typ

Def. Ein simpliziales finites Element vom Hermite-Typ ist
ein Tupel (K, P(K),X(K)) mit

e ecinem d-Simplex K mit Ecken a1, ..., agy1,
e P(K):=P3(K)
o X(K)={p—pla;)|i=1,...,d+1}

U {p > play) | 1<i<j<I<d+1, agy = %(ai-i-aj +ap)}
U {p— Dp(ai)(a; —a:) |1 <iz#j<d+1}
Der zugehorige Finite-Elemente-Raum zu einer Triangulierung 7'(Q)
mit simpl. finiten Elementen vom Hermite-Typ ist
Un = {0 € C@) || € P3(K) VK € T()}
Bem. Un C Q) gilt (nur) fir d = 1.
U, C CY(Q) fiir d = 2 erreicht man mit folgenden Elementen:
e Argyris-Dreieck: (K, P(K),X(K)) mit

— einem 2-Simplex K mit Ecken aj, a2, as,

— P(K) :=P5(K) und

- S(K) ={prrpla;)|1<i<3} U{p+ dup(ai)|
U{p— yp(a;)|1 <i<3} U{p— dyyp(a;)

U{p > 0zap(ai) |1 <4 < 3YU{p > Ouyp(a;)

U{P'—)Dp(amLaJ) vij|[1<i<j < 3}
(wobei v;; der duere Normalenvektor an (ai+a;)/2 ist)

e Bell-Dreieck: (K, P(K),3(K)) mit

1<i<3}
|§§3}
[1<i<3}

— einem 2-Simplex K mit Ecken a1, a2, as,

— P(K):={pePs| B op_ c Py (K') fiir alle Kanten K’ von K}

- N(K) = {prp(az)ll <i<3} U {p~ Oup(a;)|1<i<3}
U {p = 0yp(a;) |1<i<3} U {p > Owap(a;)|1<i<3}
U {p > dyyp(a;) | 1<i<3} U {p > dzyplar) [1<i<3}




Nichtkonforme finite Elemente

Bisher war B, = B|y,, xv,,- Manchmal ist es schwierig, B exakt
auszuwerten und muss daher angendhert werden, etwa wenn B
durch Integration definiert ist. Dann hilft folgende
Verallgemeinerung des Lemmas von Céa:

Satz (1. Lemma von Strang). Sei U ein Hilbertraum und (Un)pen
eine Familie von Unterrdumen. Sei B : U X U — R eine beschrinkte,
koerzitive Bilinearform und (B, : Up X Up — R),en eine
gleichmdfig koerzitive Familie beschrankter Bilinearformen, d. h.

Ja>0:Vn: By(un,un) > ozHunH?] fir alle n € N, u € Up.
Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass
lu—unlly <c( inf ®(on)+ 11— tally, ) wobei
v €Un n

[B(Wn,wn) =B (v, wn)|

®(vn) = |lu —vnlly + sup

Wi €Uy, ;wn #£0 ”wnHU

Def. Das Fehlerfunktional der Quadraturformel mit
Stiitzpunkten =X und Gewichten wk ist

Bxc(v) = [1(a) dz - ; wE (k).

Satz (Konvergenzsatz fiir das Modellproblem).

Seien die Voraussetzungen (V1) — (V3) erfiillt, P(K) = P (k) mit
k > d/2 (damit H*1(Q) < C*(K)). Sei die Quadraturformel so
gewihlt, dass Ep (p) = 0 fiir alle p € ]ng,g(f(). Fiir die Lésung

u € HJ(Q) von (VGL) mit B(u,p) = [Du-Dydz, {(p) = [fedx
mit f € H*(Q) gelte u € H*T1(Q). Dann gilt:

e Es gibt eine Konstante C1 > 0, sodass Vp,q € Pr(K):
Ek(Dp-Dq) < C1 - h*(K) - Pl g ey - Nall e iy
e Es gibt eine Konstante Cy > 0, sodass V f € Hk(K), p € Hl(K):
Ex(fo) < O2 - W*(E) 1 fll i iy - Mol iy

e Fiir die Lsg up €Uy, von (VGL), mit der nicht-konformen
Approx. Bp(u,¢) und £, () mittels der Quadraturformel gilt:

e = unllgr ) < C - (lull st gy + 11l o)

Def. Sei Q C R? ein Gebiet mit glattem Rand. Dann heifit

(2n, T(2p)) zulissige Gebietsapproximation, falls 75, (£25,) eine
zuléssige Triangulierung von €2, ist und

9Qy, N { Eckpunkte der Simplizes in T(Qy) } C 69.

Wir betrachten nun

Problem. )
B (un,pn )= En(pn)=
—
(VGLy) J Dun -Dondz = [ fondz Ve eUn
Qn Qp,
un € Up

wobei f € L?(Q, UQ) mit flg = f

Isoparametrische Finite Elemente
Def. Sei (k, P, f)) ein gerades (simpliziales oder rechteckiges) FE
vom Lagrange-Typ. Ein finites Element (K, P,3) vom Lagrange-Typ

(k) heiBt isometrisch #quivalent zu (K, P,3), falls eine
umkehrbare Abbildung

F:K— K, & (Fi(2),...,F&)
mit F,...,F; € P existiert, sodass
o K =F(K) e P={p=poF '|pe P}

o ¥ ={p+> p(a;)| fir Punkte a; := F(a;),a; € Ki}

Bem. Die zu (K, P,Y) isoparametrische Abbildung F ist fiir
isoparametrische FE vom Lagrange-Typ (k) eindeutig durch die
Werte an den Knoten a; definiert.

Finite Elemente fiir parabolische Probleme
Problem. Wirmeleitungsgleichung:

ut(z,t) — Agu(z,t) = f(x,t) in Q x (0,T)
{ u(z,0) = ug(z) firzeQ
u(z,t) = 0 fiir x € 0Q,t € [0,T]

Variationsgleichung: Gesucht ist u € C1([0,T]; H3(Q)) mit
Jue(z, t)p(z)dz = [Au(z, t)p(z)dz + [f(z,t)p(z)dz Vt € [0,T]
Q Q Q

= —({Du(z,t) - Dy(z) dz +S{f(m,t)go(:t) dz Ve € H(Q)

und Anfangsbedingung «(0) = ug. Anders geschrieben:
%(u(t77)750>+3(u730)7 <f(t77)790> VSOGH(%(Q)
Verfahren (Vertikale Linienmethode).
Idee: Erst Diskretisierung im Ort, dann Diskretisierung in der Zeit
Wir withlen dazu einen endlichdim. Teilraum U, C U = H}(Q) und
betrachten dann die approximierte VGL
qt \unll), Pn n(Un,Pn) = ) Pn ¥Pn n
4t (un (), @n) + Bn( )= (f(t,),on) Ven €U
Sei ¢1,...,pq, eine Basis von Up. Wir schreiben
d’VL
un(t,2) = S0 75 (D (2)-
Sei ul = Z'y?tpj eine Approximation von ug. Wir erhalten die GGL
dn dn — i
{ i i () (g, 06) + 257 () B (0s,00) = (J;(tr),%j) v g,
7;(0) = Y5 v
mit y(t) €eR% . Wir definieren die Massenmatric M € R > die
Matrix B € R%*9n und g : [0,T] — R%" durch
Mij = [pj(z)pi(z)dz, Bij = [Dej-Dyida, g;(t) = [f(t,2)p;(z)de
Q Q Q
Dann kénnen wir obige GGL wie folgt umschreiben:
{ M &)+ Bry(t) = 9(t)
v(0) = ~
Durch Modellreduktion erhélt man eine Gleichung
{ Mg+ By = 4()
y0) = 7
sodass v € R", r < dp, und v = V7.
Verfahren (Horizontale Linienmethode, Rothe-Methode).

Idee: Erst Diskretisierung in der Zeit, dann Diskretisierung im Ort
Sei 7 :=T/q, t; =4 -7 und

t—ti—l/-r fiir t € [t,;,l,ti] s
’ll)z(t) = tri—t/r fir t € [ti,tH_ﬂ s
0 sonst.

Wir verwenden die Approx. u(z,t) &~ ur(z,t) = E?:{'l’j (t)cj(x),
also ur(z,t;) = ¢;(x). Implizites Euler-Verfahren:

%UT (2, tis1) ~ ur (Ivti+13—*u7(zvti> _ Ci+1(r‘):cz'($)’
Dies fiihrt pro Zeitpunkt ¢; zu je einer VGL

(FH=40) + Blcit1,9) = (f(tit1),9) Ve  baw.
Jeiv1pda + 7 [Deir1 - Doda = 7 [ f(tiv1, z)e(z) dz + [cipdr Ve
Q Q Q Q

B(cit1.¢) ()
Diese VGLn l6sen wir dann mittels der FEM iterativ fir i = 1,...,q.
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