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©o Tim Baumann, http://timbaumann.info/uni-spicker|

1. Einfiihrung

Def (Klassifikation von DGLn).

(I) Gewdhnliche DGL: Gesucht ist Funktion in einer Variable
Partielle DGL: Gesucht ist Funktion in mehreren Variablen
Ordnung einer DGL: Héchste Ableitung der gesuchten
Funktion, die in Gleichung vorkommt

Explizite DGL: Gleichung der Form g,l(k):f(t,y,y7 ey y<k71))
Implizite DGL: Allgemeinere Form F(t,y,9,..., y(k)) =0
Skalare DGL: Gesucht ist Funktion mit Wert in R
n-dimensionale DGL: Gesuchte Funktion hat Wert in R™
Lineare DGL: Gleichung hat die Form

(I1)
(I11)
(Iv)

V)
ar Oy M (6 + ... + ar(O§(t) + ao(t)y(t) + c(t) = 0

(VI) Autonome DGL: Gleichung der Form F(y,3,...,y*)) =0

(keine Abhéngigkeit von ¢, Zeitinvarianz)

Def. Sei D C R x R™ offen, f: D — R™ und (to,y0) € D. Dann ist
ein Anfangswertproblem (AWP) gegeben durch die Gleichungen

y(t) = f(t, y(1)),
(1) y(to) = yo-

Notation. Seien im Folgenden I und J stets Intervalle in R.

Def. o Sei D C R x R", f: D — R". Eine differenzierbare
Funktion y : I — R™ heifit Lésung von y = f(t,y), falls fiir alle
t eI gilt: g(t) = f(t,y(¢)).

e Sei DCRx (RY*=RxR" x...xR", f:D — R". Eine k-mal
differenzierbare Funktion y : I — R"™ heifit Lésung von

y® = f(ty, g,y (1.2)
falls fiir alle t € I gilt: y®) (¢) = f(t, y(t), (t),...,yF V(@)
Satz. e Ist y: I — R™ eine Losung von (1.2), dann ist
(ylv s ayk) I — Rknv t— (y(t)7 ’!}(t), s 7y(k71)(t))

eine Losung des Systems von Gleichungen

71 =y2

Y2 = Y3
(1.3)

Yk—1 = Yk

e = f(t,y1,92, - Yk—1,Yk)

e Ist umgekehrt (y1,...,yx) : I — R™ eine Losung von (1.3), dann
ist y=y1 : I - R" eine Lésung von (1.2).

Satz. e Ist y:I — R" eine Lésung von AWP (1.1), dann ist
t= (y1(), y2(8) = (¢,y(1))
eine Losung des Anfangswertproblems

y1(t) =1,
92(t) = f(y1(t),y2(1)),

(y1,92) : I — R,

y1(to) = to

(1-4) y2(to) = yo

o Ist (y1,y2) : I — R™T! eine Losung von (1.4), dann ist
y=y2: 1 — R™ eine Losung von (1.1).

Problem. Gesucht ist eine Losung y : I — R der linearen, skalaren,
expliziten DGL 1. Ordnung (mit a,b: I — R stetig)

9(t) = a(t) - y(t) + b(t) (1.5)

Satz. Die allgemeine Losung der Gleichung y(t) = a(t) - y(t) ist
t

gegeben durch yp, (t) = ¢ - exp (fa(s) ds) mit ¢ € R.
to

Satz (Superpositionsprinzip). Sei yp : I — R eine partikulére
Lésung von (1.5). Dann ist die Menge aller Lésungen von (1.5)

{yp + yn |yn : I — R ist Lésung von yp, (t) = a(t) - yn(t)}.

Bem. Der Ansatz mit Variation der Konstanten
yp(t) = c(¢) - yp(t) fiir (1.5) fithrt zu

1 t T
c(t) = gt{b(T) - exp (iia(s) ds) dr

= yp(t) = (t{tbm exp (—ja(s) ds) dr) exp (fa(s) ds)

to

Kor. Die Losung des Anfangswertproblems

J(t) = a(t) - y(t) + bi(t)
@) y(to) = o

mit a,b: I — R stetig, to € I und yo € R ist gegeben durch
t T t
y(t) = (yo + [b(7) - exp (—fa(s) ds) dT) - exp (fa(s) ds)
to to to

Problem. Ges. ist Losung der DGL mit getrennten Variablen

y(t) = g(t) - h(y) (L.7)
mit g: I — R und h: J — R stetig.

Lsg. 1. Fall: A(yo) = 0 fiir ein yo € J. Dann ist y(¢) = yo eine Lsg.

2. Fall: Es gibt kein yg € J mit h(yo) = 0. Sei H eine Stamm-
funktion von % und G eine Stammfunktion von g. Da h stetig
und nirgends null ist, ist A entweder strikt positiv oder strikt
negativ. Somit ist H streng monoton steigend/fallend und somit

umkehrbar. Eine Lésung von (1.7) ist nun gegeben durch

y(t) = H Y(G(t) + ¢o) mit ¢ € R.

Problem. Gesucht ist Lésung des AWP mit getrennten Variablen
y(t) = g(t) - h(y(t))

y(to) = yo

Lsg. 1. Fall: A(yo) = 0. Dann ist y(t) = yo eine Lésung.

2. Fall: h(yo) # 0. Dann ist h in einer Umgebung von yo strikt
positiv/negativ. Setze

Y t
Hi(y) = fﬁ ds, Gi(t) = [g(s)ds.
Yo to

Dann ist Hy in einer Umgebung von yg invertierbar und eine
Losung von (1.8) ist gegeben durch
-1
y(t) = Hy “(G1(t))-
Technik (Transformation). Manchmal ldsst sich eine DGL durch
Substitution eines Termes in eine einfachere DGL iiberfiihren,

deren Losung mit bekannten Methoden gefunden werden kann.
Die Lsg der urspriinglichen DGL ergibt sich durch Riicksubstitution.

Bsp. Gegeben sei die DGL §y = f(at + By + ) mit o, 8,7 € R,
B#0und f: R — R stetig. Substituiere z(t) = at + By(t) + .

Es ergibt sich die neue DGL 2(t) = 8f(2(t)) + «, die sich durch
Trennung der Variablen 16sen lésst.

Bsp (Bernoulli-DGL). Gegeben sei die DGL

9(t) = aft) - y(t) + B(t) - (y())° mit o, 8 : I — R stetig und

5 € R\ {0,1}. Multiplikation mit (1 — &)y~® und Substitution mit
2(t) = (y(¢))*~? fithrt zur skalaren linearen DGL 1. Ordnung

() = (1= d)a(t)z(t) + (1 - 8)B(t).
2. Existenz- und Eindeutigkeitssitze

(1.8)

Def. Sei D C R". Eine Abb. f: D—R" heifit stetig in z¢ € D, falls
Ve>0:36>0 : Ve eD : |z —zo|| <6 = | f(z) — f(zo)| <e.
Die Abb. heif3t stetig in D, falls sie in jedem Punkt in D stetig ist.

Notation. C(I,R™) = {f: I — R"| f stetig}, || fllo = supl||f(t)]l
tel

Bem. (C(I,R™)
Def. Eine Teilmenge A C X eines topologischen Raumes X heif3t
relativ kompakt, wenn ihr Abschluss A kompakt in X ist.

Def. Seien (X, ||-]|x) und (Y,||-||y-) Banachriume, D C X.
Eine Abbildung T : D — Y heifit

e stetig in z € D, falls Tw, —— Tz in Y fiir jede Folge (n)nen

. n— oo . .
mit x,, ——— « in D gilt.
e Lipschitz-stetig in D, falls eine Konstante o > 0 existiert mit

y -l oo) ist ein Banachraum.

Vai,22 €D : [Ty — T2y <oz — 22 x-

e kontraktiv, falls T' Lipschitz-stetig mit a < 1 ist.

e kompakt, falls T stetig ist und beschrinkte Mengen in X auf
relativ kompakte Mengen in Y abgebildet werden, d. h. fiir jede
beschrinkte Folge (2 )nen in D besitzt die Folge (Txn)nen eine
konvergente Teilfolge.

Bem. Lipschitz-stetige Funktionen sind stetig, die Umkehrung gilt
aber nicht.

Satz (Arzela-Ascoli). Sei I C R kompakt. Eine Teilmenge
F C C(I,R"™) ist genau dann relativ kompakt, wenn
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e F ist punktweise beschrinkt, d. h.

Vtel:3IM :VfeF:|fOI<M

e F ist gleichgradig stetig, d.h.

Vex>0:36>0: Vi, to€l, fEF : |[ti—t2| <6 = | ft1)—f(t2)]| <€

Satz (Fixpunktsatz von Banach). Sei (X, ||-||x) ein Banachraum,
D C X nichtleer, abgeschlossen. Sei T' : D — D eine Kontraktion.
Dann besitzt die Fixpunktgleichung y = Ty genau eine Losung in D.

Satz (Fixpunktsatz von Schauder). Sei (X, ||| y) ein Banachraum,
sei D C X nichtleer, abgeschlossen, beschriankt, konvex.

Sei T': D — D eine kompakte Abbildung. Dann besitzt die
Fixpunktgleichung y = T'y mindestens eine Losung in D.

Satz (Peano). Sei D C R X R" offen, f: D — R” stetig,

(to,y0) € D. Dann ist das AWP (1.1) lokal 16sbar, d. h. es existiert
ein Intervall I C R mit tg € I und eine stetig diff’bare Funktion
y: I — R"™, die das AWP (1.1) erfiillt.

Def. Sei D C R x RN offen, f: D — RV,

~ (to,y0) € D.
Seiy: I —R

eine Losung des AWP (1.1).

e Eine Lésung u : J — RY heifit Fortsetzung (bzw. echte
Fortsetzung) der Losung y, falls I C J (bzw. I C J) und u|; = y.

e Die Losung y heiffit maximale Losung des AWP (1.1), falls
keine echte Fortsetzung von y existiert. Das Intervall I heifit dann
maximales Existenzintervall.

Satz. Sei D C R x RN offen, f: D — RV stetig und (to,yo) € D.

e Jede lokale Losung des AWP (1.1) kann zu einer maximalen
Losung fortgesetzt werden.

e Seiy: I — RY eine max. Lsg. des AWP (1.1). Dann ist I offen.

Def. Sei D CR xRN und f: D — R™.

e Die Funktion f heifit Lipschitz-stetig bzgl. y auf D, falls eine
Konstante £ > 0 existiert, sodass

V(t, yl)’ (tva) €D : Hf(tzyl) -

o Wenn fiir alle (¢,y) € D eine Umgebung U, ,y C D existiert,
sodass f‘U(t.y) Lipschitz-stetig bzgl. y ist, so heifit f lokal
Lipschitz-stetig bzgl. y auf D.

fy)ll < L flyr — wall.

Lem. Sei D C RxRY, f: D — RY stetig und stetig diff’bar nach y
in D. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig bzgl. y

Satz (Picard-Lindeldsf, lokal quantitativ). Seien D C R x R™ offen,
f: D — R" stetig, (to,y0)€D und R, = [to—a, to+a] X By(yo) C D.
Sei f Lipschitz-stetig bzgl. y auf R, ;. Dann besitzt das AWP (1.1)
im Rechteck R, ; genau eine Losung y : Iy — R™ auf

Iy = [to — 7, to + 7] mit v = min(a, &) und M = sup||£(t,y)]|.
(t,y)ERq b

Bem. Im Beweis des Satzes definiert man die Picard-Iterierten
uj : Iy — R™ fiir j € N durch

wis1 () = yo + [ F(r,y; (7)) dr.

to

uo(t) = yo,

Man zeigt: Die Funktionenfolge (u;);en konvergiert gleichméfBig
gegen eine Losung ueo : Iy — R™ des AWP.

Satz (Picard-Lindeldf, lokal qualitativ). Seien D C R x R™ offen,
f: D — R" stetig, lokal Lipschitz-stetig bzgl. y auf D, (to,yo) € D.
Dann besitzt das AWP (1.1) eine eindeutige lokale Losung, d. h. es
existiert v = v(to, yo) > 0, sodass das AWP (1.1) auf

I, == [to — v, to + 7] genau eine Losung besitzt.

Satz (Picard-Lindeldf, global). Seien D C R x R" offen, f: D — R™

stetig, lokal Lipschitz-stetig bzgl. y auf D, (to,y0) € D. Dann gibt es

ein eindeutig bestimmtes offenes Intervall I = (a—, a4+) mit tp€I und

e Das AWP (1.1) besitzt genau eine Losung v auf I.

o Ist : I — R™ eine beliebige Losung von (1.1) mit ¢y € I, so gilt
fqundz:y\j.

Satz. Sei I C R ein offenes Intervall, f : I x R™ — R" stetig,
(to,y0) € I x R™. Falls f fiir jedes kompakte Intervall I C I global
Lipschitz-stetig bzgl. y auf I x R™ ist, dann hat das AWP (1.1)
genau eine globale Lésung y auf I.

Satz. Sei I C R offen, f: I x R™ — R" stetig, lokal Lipschitz-stetig
bzgl. y auf I x R", (to,y0) € I x R™. Ist das Wachstum von f linear
beschriankt in y auf I x R™, d.h. gibt es stetige Funktionen

a,b: I —[0,00) mit ||f(¢,y)]] < a(t)||y|l+0(¢) fiir alle (¢,y) € I x R™,
dann besitzt das AWP (1.1) eine eindeutige Lésung auf I.

Satz (Randverhalten maximaler Losungen). Sei D C R x R™ offen,
(to,yo) € D und f : D — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y
Sei y: (a—,aq) — R" eine maximale Lésung des AWP (1.1).

e Ist ap < oo, so ist y auf [to, a4+ ) unbeschrinkt oder der Rand 0D
ist nicht leer und tlTim dist((¢, y(¢)),0D) = 0.
ay

o Ist a_ > —oo, so ist y auf (a_,tp] unbeschrénkt oder der Rand
OD ist nicht leer und tliim dist((¢,y(¢)), 0D) = 0.
a_
3. Lineare Differentialgleichungen

Problem. Sei I CRund A: I — R"*", f: ] — R" stetig. Fiir
(to,yo0) € I x R™ betrachten wir das AWP

y(t) = A(t) -y + f(t)
(3.1
){ y(to) = yo
Satz. Sei I CR, A: 1 — R" ™ f:I— R" stetig, (to,yo) € I x R™.
Dann besitzt das AWP (3.1) eine eindeutige (globale) Losung auf I.
Notation. C(I,R™) = {u: I — R"|u stetig}

Def. Eine Teilmenge M C V eines Vektorraums V heifit affiner
Teilraum, wenn es ein y € V und einen Unterraum U C V mit
M=y+U:={y+u|uecU} gibt.

Satz. Seien I C R offen, A: I — R™*"™ stetig. Setze

Up = {y € CY(I,R™) | §(t) = A(t) - y auf T}.
Dann ist Uy, ein n-dimensionaler UVR von C*(I,R™) und fiir
Funktionen y1,...,ym € Uy sind dquivalent:
® yi,...,Ym sind linear unabhéngig in CI(I
e Esgibt t* € I, sodass y1(t*),. .., ym(t*
e Fiir alle t € I sind y1(t),...,ym(¢) linear unabhéingig in R™.

) Rn)
) linear unabh. in R™ sind.

Def. Sei I CR offen, A: I — R"*" stetig. Eine Menge y1, ..., Yn
von linear unabh. Lsgn von y = A(t) - y hei$t ein Fundamental-
system und (y1,...,yn) Fundamentalmatrix der DGL.

Satz. Seien I C R offen, A : I — R™*" stetig.

o Jede Fundamentalmatrix von y = A(t)y ist invertierbar f.a. t € I.
e Jede Fundamentalmatrix Y : I — R™*™ ist stetig differenzierbar.
e Die globale eindeutige Lésung von
{ y(t) = A(t) -y
y(to) = yo

Y (1) (Y () ™" wo-

Satz. Seien I CR, A: I — R™"*™ f: I — R" stetig, U}, wie oben
und U = {y € C*(I,R"™) | § = A(t)y + f}. Dann gilt:

e U ist nicht leer.

ist gegeben durch y(t) =

e Ist y, € U eine partikulédre Losung, dann ist U = yp + Uy, d. h. U
ist affiner Unterraum von C!(I,R™).

e Sei yp,Yp € U, dann ist yp, — §p € Uy,
Satz (Variation der Konstanten). Sei I C R offen, A : [ — R™*",
f: I — R" stetig. Sei Y (t) die Fundamentalmatrix. Dann gilt:

e Eine partikuldre Losung von y = A(t)y + f(t) ist gegeben durch

(1) = tftY(t)(Y(s))’lf(s) ds, toel.

o Esgilt U= {jY(t)(Y(s))_lf(s) ds+Y(t)c|c e R"}

e Die globale eindeutige Lsg vom AWP (3.1) ist gegeben durch

y(t) =Y ()Y (t0)) yo +tftY(t)(Y(S))71f(S) ds, tel

Def. Die Matrix-Exponentialfunktion ist definiert als

oo Ak
A ed = —

exp : R™*™ — R™*™, .
k=0 k!

Satz. Seien A, B € R"*™. Dann gilt:
e Falls A und B kommutieren, d.h. AB = BA, dann gilt
A+B _ A _B _ B _A

e et -e” =e” e
o Aus e!ATE) = tA . !B fiir alle t € R folgt AB = BA.
o e ist invertierbar mit (e?)™! = e~ 4.

B~'AB

e Wenn B invertierbar ist, dann gilt e =B e’ B.



e Ist A eine Diagonalmatrix mit Eintragen A1,..., An, so gilt
Mo 0
et =
0 s et
o c(tHs)A _ jtA  sA o (HAFAI) _ At tA

Satz. Sei A € R™*" diagonalisierbar, d.h. es existiere eine Basis
aus Eigenvektoren s1,...,s, € C" zu den Eigenwerten
Al,...,An € Csodass ST'AS =: D mit S == (s1,...,8n) diagonal
mit Eintrdgen A, ..., A, ist. Dann gilt
et 0
eld = GetPs—1 =5 : : st

0 L. et

Bem. Wenn e'” eine Fundamentalmatrix ist, dann ist auch

et4S = SetP eine Fundamentalmatrix.

Def. Der Jordanblock der Gréfle n zum EW X ist die Matrix

A1 0
T n) = € crxn,
-1
0 A

Bem (Jordan-Normalform). Aus der Linearen Algebra ist bekannt:

Sei A € R™*™ eine Matrix, fiir die gilt:

Pa(A) = (DY (A =A% (A= M),

wobei A1, ..., A\r € C paarweise verschiedene komplexe Eigenwerte
mit algebraischen Vielfachheiten aq,...,ax sind. Dann gibt es eine
Matrix S € GLy(C) mit

A - 0
STrAS =J4 =] : ,  wobei
0 - A
J(Njspj1) e 0
0 J()‘jvpjg]‘)
Prop. Fir A € C, p € N gilt:
2 =1
1ot b b
1 i
0 w2y
et T (up) — X . ]
0 0 1 t

Satz. Sei ST'AS = J4 in Jordan-NF. Dann gilt:

eArt 0
et = Selatg—1 mit e’at = : wobei
0 ARt
etd(Njipj1) L. 0
eAit —
6 e”o‘i.’pjgj)

Satz. Kommutieren die Matrizen (A(t));es miteinander, d.h.
A(t) - A(s) = A(s) - A(t) fiir alle t,s € I,

so ist eine Fundamentalmatrix von y = A(t)y + f(t) gegeben durch

Y(t) = exp(ftA(s) ds) fiir alle t € I.

to

Bem. Insbesondere ist eine Fundamentalmatrix von §y = Ay + f
gegeben durch Y (t) := eA(t—t0),

Problem. Gegeben seien f,ag,...,an—1 € I - R, tp € I und
20,---,2n—1 € R. Betrachte die lineare, skalare DGL

(3.1) { v (1) + a1y "V @)+t a0ty () = F(2)
' y(to) = 20, Y(to) = 21,...,y" "D (to) = zn_1.

Bem. Dieses Problem ist dquivalent zum AWP

0 1 0
Y1 Y1
o) . s
9\ - 0 1 : 0
o —ao(t) —ana(t)) " ()
y1(to) 20 ‘Z Y1
mit : = Korresp. der Lsgn: . = .

yn(to) Zn—1 y(n.—l) Yn

Satz. Sei I C R offen, ao,...,an—1:1 — R, f: I — R stetig,
to €1, 2= (20,...,2n—1)7 € R™. Dann besitzt das AWP (3.1’) eine
eindeutige globale Losung y : I — R.

Satz. Sei I C R offen, ag,...,an—1:I — R, f: I — R stetig. Setze

Unn = {y € C"(L,R) |y™ + an_1(t)y™ D + ... + ao(t)y = 0},
Un ={y € C*(I,R) | 4™ + an_1()y Y + ... + ao(t)y = f(t)}.

Dann ist Up, ,, ein n-dimensionaler UVR von C™(I,R) und fiir
Funktionen z1,...,zm € Uy, sind dquivalent:

® 21,...,%m sind linear unabhingig in C" (I, R).
o (x1,%1,... ,xgnfl)), vy (@, Ty - ,;1:5,?71)) sind linear

unabhingig in C!(I,R™).

[ ]
(@1 (t), 21 (%), .., 2T E), L (@ (), @i (E), -
sind linear unabhiingig in R™ fiir ein t* € I.

o (@), @1(0),....a" VW), @ (0) 2 0), ..
linear unabhingig in R” fiir alle t € I.

()

, xs,’ffl) (t)) sind

Bezeichnen wir als Fundamentalsystem der DGL in (3.1°) eine
Menge von n global linear unabhéngigen Losungen der DGL in
(3.1’) mit f(¢t) =0, dann gilt:

e Ist {z1,...,zn} ein Fundamentalsystem, so ist

Upn ={c1z1+...+cnxnlc1,...,cn €ER}.

e Uy, # 0 und fiir eine partikuldre Lésung yp € Uy, der DGL (3.1°)
ist Un = yp + Up,p ein affiner Unterraum von C" (I, R).

Bem. Funktionen zi,..
genau dann, wenn

., Zpn € Uy, bilden ein Fundamentalsystem

z1(t) S Zn (t)
1(t) - an(t)
W(t) == det : . : #0.
2"V () I 0)

Bem. Seien die Funktionen a;(t) =a; €R, 7=0,...,n—1

"konstant. Dann heit die Matrix

0 1

—ag -+ o —ap—1
Begleitmatrix und es gilt
PA(/\) = (—1)” . ()\n + anfl)\"il + ...+ a1X+ ao).

Angenommen, es gilt P4(A) = (=1)" - (A = A1) - ..o- (A= Ap) Tk,

wobei A1, ..., Ar verschiedene Nullstellen mit algebraischen
Vielfachheiten a1, ..., sind. Falls k =n (bzw. a1 = ... = o = 1),
soist {e*?, ..., e !} ein Fundamentalsystem von (3.1°). Sonst ist

F=FU...UF, mit F‘]- ::{e’\jt,e/\jtt,...,e’\fttaf_l}

ein Fundamentalsystem von (3.17).



Bem. Um den Lésungsraum von (3.1’) zu bestimmen, brauchen wir
noch eine part. Lsg yp. Diese kann zum einen durch den Ansatz

0
Y1,p(t)

= jQY(t) Y (s)7? ds, Yp = Y1,p-
t 0
f(s)

bestimmt werden. Falls f elementaransatzfihig ist, d. h.

Y (£)

(&) = g(t) - e!t cos(wt) + q(t) - eHt sin(wt)

fiir Polynome g(t), q(t) € R[t] und w, u € R gilt, dann gibt es eine
Losung der Form

yp(t) =t (y0 + y1t + . .. + ymt™)e!t cos(wt)
+t7(Bo + Bt + ...+ Bmt™)e! sin(wt).
Dabei ist m := max(deg g, deg ¢) und

{7
| 2
k

Die Zahlen ~p, ...

falls pu + iw keine Nullstelle von P4 () ist,
falls p + iw eine k-fache Nullstelle von P4 () ist.

s Ym, B0y -« -y Bm € R sind noch zu bestimmen.

Bsp. Das AWP
{ i + ©%y = cos(wt)
y(0) =0,3(0) =0
besitzt die Losung

® {%@2 cos(0t) + oz L cos(wt),
Yy = w=—= —w

ﬁ sin(wt),

falls w? # 62,
falls w? = ©2.

4. Asymptotik und Stabilitit

Def. Sei D C R™*! offen, f: D — R™ stetig, lokal Lipschitz-stetig
bzgl. y auf D. Eine Lésung y : I — R™ von y = f(¢,y) und
y(to) = yo auf einem Intervall [tg, 00) fiir ein top € R heift

e (Lyapunov-) stabil auf [tg, c0), wenn es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0
gibt, sodass fiir alle (to, z0) € D und |lyo — 20| < 6 das AWP

(T){ z= f(t,2),

Z(t()) =20
eine Losung z auf [tg, 00) besitzt, welche die Ungleichung
ly(t) — z(¢)|| < € fiir alle t > to erfiillt.

e attraktiv, wenn es ein § > 0 gibt, sodass fiir alle (tg, 20) € D mit
llyo — z0|| < & das AWP (1) eine Lésung z auf [to, c0) besitzt mit

Jim [ly(6) = (1) = 0.

e asymptotisch stabil, falls y stabil und attraktiv ist.

e exponentiell stabil, wenn §, a,w > 0 existieren, sodass fiir alle
(to, 20) € D mit ||yo — z0|| < § das AWP (t) eine Lsg z besitzt mit

ly(t) — z(®)|| < allyo — Z()He*‘*’(t*tO)_

Bem. exponentiell stabil = asymptotisch stabil

Bsp. Eine Losung y des AWP ¢ = ay, y(to) = yo ist
e exponentiell stabil, falls o < 0, e stabil, falls « = 0 und
e instabil (d.h. weder stabil noch attraktiv), falls o > 0.

Satz. Sei D C R" offen, f: D — R" stetig, lokal Lipschitz-stetig.

e Die DGL y = f(y) ist translationsinvariant, d. h. ist y eine Losung
von § = f(y) auf [to,00), dann ist z(¢) :== y(to + t) eine Losung
von z = f(z) auf [0, 00).

e Die Losung y ist genau dann (exponentiell/asymptotisch) stabil,
wenn z (exponentiell/asymptotisch) stabil ist.

e Eine Losung von ¢y = f(y) ist genau dann konstant, also
y(t) = c € R", wenn f(c) = 0.

Sprechweise. Konstante Losungen werden auch stationédre
Losungen oder zeitinvariante Losungen genannt.

Def. Seien D C R™, f: D — R" stetig, lokal Lipschitz-stetig auf D.
Jede Nullstelle von f heifit Ruhelage (Gleichgewichtspunkt,
kritischer Punkt) von f.

Bem. Eine Losung y : [0,00) — R der Gleichung

y=Ay, AeR™"

ist genau dann (exponentiell/asymptotisch) stabil, wenn es die
konstante Losung y(t) = 0 ist.

Satz. Sei A € R"*™ und S € C™"*™ invertierbar. Das GGW y. =0
der DGL y = Ay ist genau dann (exp/asympt) stabil, wenn das
GGW 2z, =0 der DGL 2 = ST1ASz (exp/asympt) stabil ist.

Satz (Stabilitéit von linearen, autonomen DGLn). Sei A € R™*"

und Ag,..., A, € C die Eigenwerte von A. Das GGW y, = 0 von

y = Ay ist genau dann

e stabil, wenn fiir alle EWe ®();) < 0 gilt und alle EWe mit
R(A;) = 0 halbeinfach sind, d, h. die geometrische Vielfachheit
mit der algebraischen tibereinstimmt,

e exponentiell stabil, wenn fiir alle EWe R();) < 0 gilt,
e ansonsten instabil.

Bem. Falls A(t) € R"*™ von t abhéngig, so gibt es kein Kriterium
mit Eigenwerten von A(t), um Stabilitéit der Losung y = 0 von
y = A(t) - y zu iiberpriifen.

Lem. Sei D C R™ offen, f: D — R" stetig, lokal Lipschitz-stetig.

Ist y eine Lsg von ¢ = f(y) auf [0,00) mit yoo = tl_i}m y(t), dann ist
oo

Yoo €eine Ruhelage von f, d.h. f(y) = 0.

Satz. Sei D C R" offen, f: D — R" stetig differenzierbar. Sei
ys(t) = y» € R™ eine stationére Lsg von y = f(y), d. h. f(y«) = 0. Sei

o of
o (y+) D (y+)

Jf (y* ) =
0fn 0fn
o (ys) Dun (y=)

die Jacobi-Matrix von f in y«. Dann gilt:

e Wenn jeder EW von Jf(y«) Realteil < 0 besitzt, dann ist ys = ya«
asymptotisch stabil.

e Hat J¢(y«) mind. einen EW mit Realteil > 0, dann ist ys instabil.

Bem. Im Fall von EWen mit Realteil < 0 und mindestens einem
EW mit Realteil = 0 ist keine Aussage moglich.

Def. Sei D C R" offen, f: D — R" stetig, lokal Lipschitz-stetig.
Eine stetig differenzierbare Funktion £ : D — R heifit erstes
Integral von y = f(y), wenn gilt: Vy € D : (VE(y)| f(y)) =0.

Bsp. Sei H : D — R eine Hamiltonische Funktion. Das zugehorige
Hamiltonische System ist
L H(y,2)

i
z = —@H(y,z).

Dann ist £(y, z) :== H(y, z) ein erstes Integral.

Bsp. Das Riuber-Beute-Modell mit Parametern «, 8,7, > 0

{y = yla—pB2)
2 = z(0y—)

ist nicht hamiltonisch, aber besitzt das erste Integral

E(y, z) = aln|z| — Bz + vIn|y| — dy auf Rsg X Rxo.

Def. Seien h, g : D — R stetig auf D C R2. Die DGL
yg(t,y) — h(t,y) = 0 heifit exakt, falls es eine Stammfunktion
S:D — R gibt, d.h. S € CY(D) und

St (ty) =h(t,y) und G3(ty) = g(t,y).
Bem. Dann gilt fiir jede Losung y : [0,1] — D der DGL:
S8t y() = GF (1 y(®) + 5 (t,y(t)) - 9(t) = 0.

Def. Sei D C R" offen, f : D — R stetig, lokal Lipschitz-stetig auf

D, y« eine Ruhelage von f, ys(t) = y« die zugeh. stationire Losung,

Uy, eine offene Umgebung von y.. Eine stetig diff’bare Funktion

V : Uy, — R heifit

e schwache Lyapunov-Funktion der DGL y = f(y) fiir y«, wenn
(VV() 1 f(y) <0 fiir alle y € Uy, .

e starke Lyapunov-Funktion der DGL y = f(y) fiir y«, wenn
(VV ()| f(y)) <O fir alle y € Uy, \ {y«}-

Satz. Sei D C R" offen, f: D — R" stetig, lokal Lipschitz-stetig auf
D, y« eine Ruhelage von f, y«(t) = y« die zugeh. stationére Losung.
e Sei V : Uy, — R eine schwache Lyapunov-Funktion der DGL
y = f(y) fir y« € Uy, und es gelte
Vy € Uy, \{y+} : V(y«) < V(y), d.h. V hat in y« ein isoliertes
lokales Minimum. Dann ist ys(¢) stabil.
e Wenn V sogar eine starke Lyapunov-Funktion ist, so ist ys(t)
asymptotisch stabil.

Def. Eine Matrix A € R™ heifit

{ positiv

. T >0 . n
negativ } definit, falls v Av{ <0 } fiir alle v € R™ \ {0}.

Bem. Eine (2 x 2)-Matrix ist genau dann positiv definit, wenn ihre
Determinante und ihre Spur positiv sind.



Bem. Die Funktion V hat in y. ein isoliertes lokales Minimum,
wenn die Hesse-Matrix H := (Hess f)(y«) positiv definit ist, d. h.
Vo#0:vTHv > 0.

Satz. Seien D C R" offen, f: D — R" stetig, lokal Lipschitz-stetig,
yx+ eine Ruhelage von f, ys(t) = y«. Sei v : Uy, — R eine starke
Lyapunov-Funktion von y = f(y) fiir y« € Uy, . Gibt es in jeder
Umgebung ﬁy* C Uy, von y« einen Punkt § € ﬁy* mit

V(§) < V(yx), so ist ys(t) instabil.

Satz. Sei A € R"*"™. Angenommen, es gibt eine positiv definite
Matrix P € R"*™, sodass die Matrix AT P 4+ PA negativ definit ist.
Dann ist V(y) == yTPy eine starke Lyapunov-Funktion von y = Ay
fiir y« = 0 mit der Eigenschaft Vy € R™ \ {0} : 0=V (y«) < V(y).

Satz. Fiir eine Matrix A € R™*"™ und eine positiv definite Matrix Q
hat die Lyapunov-Gleichung AT P + PA = —Q genau dann eine
eindeutige positiv definite Lésung P, wenn alle Eigenwerte von A
negativen Realteil haben.

Kor. Sei A € R"*™. Die stationire Lsg ys(t) = 0 von ¢ = Ay ist
genau dann asymptotisch stabil, wenn die Lyapunov-Gleichung
AT P 4+ PA = —Q mit einer pos. definiten Matrix Q € R"*" eine
(eindeutige) Losung P € R™*™ besitzt.

Satz. Sei P € R"X" eine pos. definite Lsg von ATP + PA = —1I.
Dann gilt

Spec(A) = { Eigenwerte von A } C {s € C|R(s) < —ﬁ}

5. Exakte Differentialgleichungen

Problem. Sei D C ]Rz, p,q : D — R stetig. Betrachte
gp(t,y) +a(t,y) =0

Def. Die DGL (5.1) heifit exakt auf D, falls es eine stetig diff’bare
Funktion S : D — R gibt mit

%5 (t,y) = q(t,y) und

(5.1)

G (ty) = p(t, ).

Satz. Die DGL (5.1) sei exakt mit Stammfunktion S. Dann erfiill
die Losung y von (5.1) mit Anfangswert y(tg) = yo die Gleichung

S(t,y(t)) = S(to, yo)-

Bem. Falls ‘g—i(to,yo) = p(to,y0) # 0, so kann man nach dem Satz

iiber implizite Funktionen die Gleichung S(¢,y) = S(to,yo) nach y
auflésen und erhilt so eine lokale Lésung von (5.1).

Satz. Sei D = (a,b) X (¢,d) C R mit —co < a < b < co und
—o00 < ¢ < d < oo. Dann ist die Gleichung (5.1) genau dann exakt,
wenn die Integrabilitdtsbedingung

9. 12}
ot (Ly) = 52 (Ly)
fiir alle (¢,y) € D erfiillt ist. Die Stammfunktion ist dann

t y
S(t,y) = [q(s,y)ds+ [p(to,2)dz.
to Yo

Def. Sei die DGL (5.1) gegeben. Eine stetige und bzgl. y
Lipschitz-stetige Funktion m : D — R heifit integrierender

Faktor, falls m(t,y) # 0 auf D und die DGL
g (p(t,y) - m(t,y)) + (q(t,y) - m(t,y)) =0 (5.2)

exakt ist.

Bem. Da m # 0 auf D nach Definition, hat (5.2) dieselben Lésungen
wie (5.1).



	1. Einführung
	2. Existenz- und Eindeutigkeitssätze
	3. Lineare Differentialgleichungen
	4. Asymptotik und Stabilität
	5. Exakte Differentialgleichungen

