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1. Einleitung

Def. Eine partielle Differentialgleichung (PDGL) hat die Form
E(z,u(z), Du(z), ..., DFu(z)) =0 in Q C R™ offen, (%)
wobei E: 2 x R X R® x ... x R™ — R gegeben und v : Q — R

gesucht ist. Die hochste Ableitungsordnung von u, die in E
vorkommt, heifit Ordnung der PDGL.

Def. Eine PDGL von der Ordnung k heifit

e linear, falls sie folgende Form besitzt:

> aa(z)D%u(z) — f(z) =0

la|<k

e semilinear, falls sie linear in der héchsten Ableitungsordnung ist,
man sie also schreiben kann als

‘ %ZQ () D*u(x) + Ep_1 (2, u(x), Du(x), ..., DF~u(z)) = 0.

e quasilinear, falls sie sich schreiben ldsst als
5 ta(@, u(z), Du(), .., D*u(z)) D*u(z)
|e|=k
+ Ek:fl(xv u(ac), DU(LE), E3) Dk_lu(x)) =0.
e sonst voll nichtlinear.

Bem. { lineare PDGLn } C { semilineare PDGLn } C
{ quasilineare PDGLn } ¢ { PDGLn }

Def (Typeinteilung fiir lineare PDGLn 2. Ordnung). Seien aj, b;,
¢, f: Q=R (i,7€{1,..,n}) vorgegebene Fktn. auf Q@ C R" offen.

e Die lineare PDGL
> ai(@)DiDju(x)+ 3 bj(w)Dju(z)+c(z)u(z)+f(x) =0
1<i,j<n 1<j<n
heift elliptisch, falls die (n x n)-Matrix (a;;)1<;,j<n fiir alle
x €  positiv definit ist.
e Die lineare PDGL
D1 Dyu(x)—3" aj(x)Di Dju(x)+3 bi(x) Diu(x)+c(x)u(x)+ f(x) =0
2<i,5<n 1<i<n
heifit hyperbolisch, falls die (n—1) x (n—1)-Matrix (a;)2<i j<n
fiir alle z € Q positiv definit ist.
e Die lineare PDGL
Dyu(x) =3 aij(x)DiDju(z)+Y bi(x) Diu(x) +c(x)u(z)+ f(xz) = 0
2<i,j<n 2<i<n
heilt parabolisch, falls die (n—1) x (n—1)-Matrix (a;)2<s,j<n
fir alle z € Q positiv definit ist.

Def. Eine Funktion u : 2 — R heifit klassische Lésung, falls
u € C*(Q) und die Differentialgleichung (%) iiberall in Q erfiillt ist.

Grundlagen
Notation. Fiir Q C R™ schreibe

VeQ fir VCR" mitV kompakt und V C Q°.

Notation. Seien f:R"™ — R und F = (F,...
Funktionen. Dann heif3t

JF)T  R® - R

n
e divF := > D;F; :R" — R Divergenz von F,

i=1

e grad f ==V f = (01 f, ...,an)T :R™ - R™ Gradient von f,
e A mit Af =div(grad f) = . D;D;f Laplace-Operator.
i=1

Satz (Transformationssatz). Sei T': Q@ — T'(2) fiir @ C R™ ein
C'-Diffeo, dann gilt fiir f: T(Q) — R

feLYT(Q) < (foT)ol|det(DT)| € L*(Q) mit
[ fdz= [(foT)-|det(DT)|dz.

(%) Q

Bsp (Polarkoordinaten). Sei f € L'(B,(K)). Dann ist f auf fast
jeder Sphére 0B, (K) fiir p € [0, 7] integrierbar und es gilt

[ faydz=] [ fdsdp

Br(x) 08B, (x0)
Satz gegufs). Sei Q C R™ beschriinkt, offen mit C'-Rand 89. Ist
F e Co%(Q,R™) NnC(Q,R™) mit div F € L1(Q), so gilt

[divFdz = [ (Fov)dS,
Q o0

wobei v der duflere Einheitsnormalenvektor ist.

Kor. Sei Q C R™ beschréinkt, offen mit C!-Rand 09Q. Sind
f,9 € CY(Q), dann gilt die partielle Integrationsregel

[Difgde = —[fDigdz + [ fgr'dH" !
Q Q a0
Sind f, g € C?(Q), dann gelten die Greenschen Formeln
[Df-Dgdz=—[fAgdz+ [ fD,gdH" !
Q Q o)

[(fAg—gAf)dz = [ (fDvg—gDyf)dH"
Q o

Prop (Diff. parameterabh. Integrale). Sei Q C R™ messbar mit
| < 00, I =(a,b) CRund f:Q x I — R. Angenommen,

o f(x,~) € CY(I) fiir fast alle = € Q,
Ft) € LYQ), 2L(—t) € LY(Q) fiir alle ¢ € [ und
o fiir alle t € I gibt es e > 0 sodass (t —€,t+¢) C I und

sup |35 (- 5)] € L1(Q).
s€E(t—e,t+e)

Dann ist die Abbildung

g: I =R, t— [f(z,t)dz
Q

wohldefiniert und stetig differenzierbar mit

e} 5}
%9 (t) :Qa—{(z,t) dz.

Bem. Die Voraussetzungen sind erfiillt, wenn €2 offen und

beschrinkt ist, f(z,~) € C1(I) fiir alle z € Q und f, g—{ eCcQxI).

Notation. Bezeichne mit £™ das Lebesgue-Maf$l auf dem R™. Fiir
messbare Teilmengen A C R™ schreibe |A| := L™ (A).

Bsp. Zwischen dem Volumen von Kugeln und Sphéren im R™
bestehen folgende Zusammenhénge:

|Br(0)] =™ |B1(0)] und [Br(0)]=7Z- [ 1dS
9B,.(0)

n

T2
Notation. =L"(B1(0)) = ———
otation. wp (B1(0)) Mz 1)

Notation. Sei f:Q/M — R integrierbar fiir Q@ C R™ messbar mit
LE(Q) € (0,00) baw. M C R™ eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit mit [1dS € (0, 00)

M

gff(:(;) dz = ﬁgfzf(x) dz bzw.

f f(z)dz = ﬁff(x)dx
M M
heilen Mittelwerte von f auf Q bzw. M.

Funktionenriume

Def. Eine Funktion f:S — R, S C R" heifit (lokal) Hlder-stetig
in zg € S zum Exponenten a € (0, 1] mit Holderkonstante
Czy € Ry, falls fiir alle z € S (bzw. = € K fiir ein K € 5) gilt:

|f (@) = f(zo)| < Cg |z — xo|®

Def. Die Holder-Seminorm von f: S — R ist

1/ (z0) = f(@)]

[flco.e(s) = sup |z — zo|*

z,x0€S
Def (Holder-Réume). Sei Q C R” offen, a € (0, 1].
o CO(Q) = {f € C(Q)|[flco.a(x) < oo fiir alle komp. K & S}
o COC@) = {f € O [fleo.am < oo}
o CP(Q) = {f € C*(Q) | [Dfleo.a(x) < 0
fiir alle kompakten K € Q und Multiindizes 8 mit |3| = k}

o CF2(Q) = {f € C¥(Q) | alle Ableitungen bis zur Ordnung k von
f sind beschrankt und [Dﬁf]co,a(ﬁ) < oo fiir alle Multiindizes 3

mit 8] = k}

Bem. Es gelten die Inklusionen C(Q2) 2 c%¥(Q) 2 CH(Q), aber i. A.
cl(@) ¢ c*'(@).
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Bem. Die Riaume C*(Q) und C*® sind Banachriume bzgl.

Ifllery = > sup|D?f],
o<ifi<k @

Hf”ck,a(ﬁ) = ||chk(ﬁ) + m%:k[DBf]cO,a(ﬁ)-

Def. Sei A C R"™ messbar und p € [1,00]. Fiir f: A — I messbar sei

1/p
Q\f|pd) falls p < oo,
||f||Lp(A) =

esssup| f| falls p = co.
A

Der Lebesgue-Raum LP(A) ist der Raum aller Aquivalenzklassen
von fast-iiberall iibereinstimmenden Funktionen, fiir die ||| LP(A)

endlich ist. Der Raum L (A) ist der Raum aller Funktionen
A — R", die fiir alle offenen O € A zu LP(O) gehoren.

Bem. LP(A) ist ein Banachraum mit der Norm ||| 1p (4)-

Glattungen
Def. Ein Glattungskern auf R™ ist eine nicht-negative, radialsym-
metrische Funktion n € C§°(B1(0)) mit [ ndz = 1.

R‘VL

Def. Der Standardgliattungskern ist die Funktion

n(@) = C-exp (3= ) - 1p, ) (@)

mit Normierungskonstante C. Fiir € > 0 ist der dazugehorige
skalierte Glattungskern gegeben durch

ne(x) =€ "n(z/n).
Alle Gliattungskern-Eigenschaften bleiben bei Skalierung erhalten.

Notation. Q. :={z € Q| dist(z, Q) > €}
Def. Sei @ C R" offen, € > 0. Fiir f € Li,_ heift die Funktion

z = nexf(z) = [ ne(z—y)f(y)dy
Be(z)

fe: Qe > R, e-Glattung von f

Satz (Eigenschaften von Gliattungen). Sei 2 C R™ offen, € > 0 und

fe Llloc(ﬂ). Dann gilt

o Regularitét: fe € C°(Qe) mit D fe = (D%ne) * f fiir beliebige
Multiindizes o € N".

o Ist D, f stetig auf Q, so gilt D;(fe) = (D;f)e auf Q..

e Falls f € C%(Q) fiir ein o € (0, 1], so gilt fe € C*(Q) mit
derselben Holderkonstante.

e Falls f € LP(Q) fiir p € [0, 00], so gilt [[fell p(a.) < IfllLr(q)-

o fo <% f fast-iiberall in Q.

e Falls f € C(Q), so konvergiert f. gleichméBig gegen f fiir e — 0
auf kompakten Teilmengen von €2,

e TFalls f € LY () fiir p € [1, 00), so gilt fe =20, fin L{)OC(Q).

loc

e Abschétzung der Approximationsgiite: Ist Du € LP(Q), so gilt
If = fell o,y < € IDfll -

Hausdorff-Maf3

Def. Sei A CR", k € [0,00), § > 0. Das approximierende Maf}
HY von A ist definiert durch

HE(A) = inf{ > wprF | A C U Br, (), < 6}
i=1 i

i=1
Bem. H%(A) ist monoton fallend in .

Def. Das k-dimensionale Hausdorff-Maf3 H* von A ist
HE(A) = lim HE(A).
§—0

Prop. e Fiir § > 0 ist ’H’g ein Maf3 auf R™.

o HP ist ein Maff auf R™

o Bewegungsinvarianz: H*(z 4+ T(A)) = H¥(A) fir z€R™, T€O(n).
o Ist f: A — R™ Lipschitz-stetig mit Konstante Ly, so gilt

HE(F(A)) < LEHF(A).
o Skalierungsverhalten: H*(AA) = A*#F(A)
e Spezialfille: H° ist ein ZahlmaB, H"™ = £ und H* = 0.
Lem. Sei ACR" und 0 < k < k/ < 0.
o Ist H*(A) < oo, so gilt Hk/(A) =0.

o Ist 'Hk/(A) > 0, so gilt H*(A) = co.

Def. Die Hausdorff-Dimension von A C R" ist
dimy (A) = inf{k € Ry | H*(A) = 0}
— sup{k € R | H*(A) = oo}

log 2

Prop. Fiir die Cantor-Menge C C R gilt dimg (C) = g3’

2. Laplace- und Poisson-Gleichung

Def. Die Laplace- bzw. Poisson-Gleichung ist die Gleichung

Au=0 bzw. Au=f auf Q C R™.

Def. Sei Q C R™ offen, u € C2(2). Man nennt u

e harmonisch, falls Au = 0 in Q gilt.
e subharmonisch, falls Au > 0 in Q gilt.
e superharmonisch, falls Au < 0 in Q gilt.

Bspe. e Affine Funktionen sind harmonisch.

e Sei A € R™*". Definiere u(z) := x - Az. Dann gilt Au = spur A,
also Au =0 <= spurA =0.

e Real- und Imaginérteil von holomorphen Fktn. sind harmonisch.

Def. Die Funktion ® : R™ \ {0} — R, definiert durch
—(2n) "L log|z|, wenn n = 2
O(z) = —1..12—n
(n(n—2) wn) ™" |z| , wennn >3
heiffit Fundamentallésung der Laplacegleichung.
Bem. e & ist radialsymmetrisch, d. h. fir alle 1,22 € R™ \ {0} mit
[z1]l = [lz2]| gilt ®(z1) = ®(z2).

e &, |D®| € L*(Bg(0)) fiir alle R > 0 aber |D2¢| ¢ L*(B1(0)).
e Die Konstanten wurden so gewahlt, dass gilt:

—[D® - vdH™ ' =1 fiir alle r > 0.
9B,.(0)

Lem. Sei Q C R™ offen, Br(zo) C Q, u € C?(Q). Fiir

$:(0,R) =R, 7+ f udH™?! gilt dann
OBy (x0)
e lim ¢(r) = u(xo) e (==L f Au(z)de
r—=0 Br(z0)

Kor (Mittelwertseigenschaft). Sei 2 C R™ offen, B, (zp) € Q und
u € C%(Q). Dann gilt:

0=Au = wu(zg)= f udH" !
9By (x0)

und  u(zo) = f udH" !
Br(z0)

In diesen Gleichungen darf man = durch <, <, > oder > ersetzen.
Satz. Sei 2 C R™ offen. Dann sind dquivalent:

e v ist harmonisch, d.h. es gilt Au =0 in Q.

o v erfiillt die sphérische Mittelwertseigenschaft, d. h. es gilt

u(zo) = f udH" !
0By (z0)

fiir alle Kugeln By (z¢) € Q.

e v erfiillt die Mittelwertseigenschaft auf Kugeln, d. h. es gilt

w(zo) = f udH™?
By (z0)

fiir alle Kugeln By (zo) € Q.

Bem. Die Aquivalenz gilt auch unter den schwiicheren
Voraussetzungen u € C(Q) oder u € L' (Q).

Satz. Sei Q C R™ offen, beschrinkt und u € C2(Q) N C°(Q)
subharmonisch in Q, d.h. Au > 0 in Q. Dann gilt
e Das schwache Maximumsprinzip: maxu = r%?zxu

Q

e Das starke Maximumsprinzip: Ist 2 zusammenhingend und
existiert ¢ € Q mit u(xg) = maxu, so ist u konstant.
Q

Bem. Sei Q C R™ beschrinkt, offen, zusammenhéngend und
u € C2(Q) N C(Q) harmonisch. Dann gilt

minu < maxu =— minu < u < maxu auf .
o0 o o0 o0

Kor (Eindeutigkeit). Sei  C R™ offen, beschriankt und
u,v € C2(Q) NC(Q). Dann ist u = v, falls gilt:
in Q

{ Au = Av
auf 002

u=v



Bem (Stetige Abhiingigkeit von Randwerten). Gilt lediglich
Au = Av in Q, aber nicht © = v auf 9, so gilt immerhin

max|u — v| = max|u — v|.
Q 2Q
Satz (Harnack-Ungleichung). Sei Q C R™ offen, V' € Q offen,
zusammenhingend. Dann gibt es eine Konstante ¢ = ¢(Q2, V'), sodass

supu < c- ir‘}fu fiir alle harmonischen Fktn. u : 2 — Rx>.

\4

Satz. Sei Q C R" offen und erfiille u € C(Q2) die Mittelwert-
Eigenschaft auf Sphéren, d. h.

u(zo) = f wdH" !
9By (x0)

fiir alle Kugeln By (zo) € Q.
Dann gilt u(x) = ue(zx) fiir alle z € Q und € < dist(z, 0Q).
Insbesondere ist u € C°°(§2) und harmonisch.

Kor. Obiger Satz gilt auch, wenn u € C(2) die
Mittelwert-Eigenschaft auf Kugeln erfiillt, d. h.

u(zo) = f udH" !
Br(z0)

fiir alle Kugeln By (zo) € Q.

Def. Eine Folge von Funktionen (fy)nen auf einem topologischen
Raum X konvergiert lokal gleichmifig gegen f : X — R, falls es
zu jedem Punkt z € X eine Umgebung U, von z gibt, sodass f, auf
U, gleichméBig gegen f konvergiert.

Kor (Konvergenzsatz von Weierstra§). Sei 2 C R™ offen,
zusammenhingend und (uy)gen eine Folge harmonischer Funktionen
auf Q, die lokal gleichméBig gegen eine Funktion u konvergiert.
Dann ist w harmonisch auf €.

Kor (Harnackscher Konvergenzsatz). Sei QO C R™ offen und (ug)ren
eine monoton wachsende Folge harmonischer Funktionen auf 2. Gibt
es ein zg € €, sodass (ug(x0))ken beschrinkt (und damit
konvergent) ist, so konvergiert (uy) lokal gleichmiBig gegen eine
harmonische Funktion auf €.

Satz (von Hermann Weyl). Sei Q C R™ offen und v € L, _(Q) mit

Ju-A¢pdz =0 fir alle ¢ € C5°(Q).
Q

Dann gibt es eine harmonische Funktion @ :  — R mit u(z) = 4(x)
fiir fast alle z € Q.

Satz (Innere Abschitzung fiir Ableitungen harmonischer Fktn).
Sei 2 C R™ offen und u € C2(2) harmonisch. Dann gilt fiir jeden
Multiindex a mit |a| = k € Ng und jede Kugel B, (zo) € Q:

|D*u(z0)| < C(n, k)r™" " *|lull 1 (g, (zg))

Wn

Satz (Liouville). Sei u € C%(Q) harmonisch.

e Ist u beschriankt, so ist u konstant.

e Gilt lim sup ‘Z(Tﬁ)ll =0, so ist u ein Polynom, dessen Grad < k ist.

|z|—o00

n k
mit C(n, k) = @ nk)®

Def. Sei Q2 C R™ offen. Eine Funktion f : Q2 — R heifit analytisch
in x € (Q, falls f sich lokal durch ihre Taylorreihe darstellen lésst,
also ein r € (0, dist(x, 0)) existiert mit
fy)= X HDf(z)(y—=)* fiir alle y € By(x).
aeNn

Satz. Sei Q C R" offen und u € C%(2). Wenn u harmonisch ist,
dann auch analytisch.

Problem. Sei Q C R™ offen, (beschrinkt), reguldr und f: Q — R
und g : 00 — R stetig. Gesucht ist u : 2 — R mit

@n{ ~2 = ;

in Q CR™,
auf 09.

Satz (Greensche Darstellungsformel). Sei Q2 C R™ beschrénkt, offen
mit C'-Rand und h € C2(Q)NC(Q) mit AReL(Q). Es gilt fiir 2€Q:

h(z) = — [®(z — y)Ah(y) dy + [@(z—y) - Dh(y) - vdS(y)
Q oN

— [h(y) Dy @(z—y) - vdS(y)
N

Bem. Fiir Randpunkte = € 99 gilt:
3h(z) = = [®(z — y)Ah(y) dy + [®(z—y) - Dh(y) - v dS(y)
Q o

— [h(y) Dy ®(z—y) - vdS(y)
o0

Kor (Darstellungsformel fiir Lsgn in R™). Sei f€C3(R™), setze

u:R™ = R, z = (P x f)(x) ZZR[IQ(I—y)f(y)dy-

Dann gilt: u € C?(R™) und —Au = f in R™.

Bem. e Fiir n = 2 ist die Losung potentiell unbeschrankt.
e Fiir n > 3 ist diese Lsg beschrankt und erfiillt limu(z) = 0.

|| — o0

Prop. Jede andere beschrinkte Lésung von —Awu = f auf R™
unterscheidet sich nur durch eine additive Konstante.

Def. Sei Q C R™ offen. Eine Greensche Funktion fiir  ist eine
Funktion G : {(z,y) € Q2 x Q| z # y} — R, falls fiir alle z € Q gilt:

¢ Die Korrektorfunktion y +— G(z,y) — ®(z — y) ist von der
Klasse C%(Q) N C(Q) und ist harmonisch in Q.

e Die Funktion G(z,—) hat Nullrandwerte auf 9, d. h. es gilt
lim G(z,y) = 0 fiir alle yg € 0Q U {o0}.
y—yo

Bem. e Ist Q beschrinkt, so ist die Greensche Funktion eindeutig.
e Die Funktion G(z,-) ist in C2(Q\ {z}) NC(Q\ {x}) und hat die
gleiche Singularitéit wie y — ®(xz — y).

Satz. Sei 2 C R™ offen, beschréankt, mit C'-Rand 99. Ist
u € C%(Q) N CH(Q) eine Losung von (2.1) und ist G die Greensche
Funktion fiir  (falls existent), dann gilt fiir alle € Q:

u(z) = [G(z,y)f(y)dy — [ 9(y) - DyG(z,y) - vdS(y).
Q o0
Lem. Sei Q C R™ offen, G die Greensche Funktion fiir  und
B,(z) € Q. Fiir f € C%(Q)NCH(Q) gilt dann:

lim J(G(z,y)Df(y) — f(y)DyG(z,y)) - v(y) dH" " (y) = f(=).
B¢ (x)

Satz. Ist G die Greensche Funktion zu  C R" offen, beschrinkt
mit C'-Rand 89, so gilt G(z,y) = G(y, ) fir alle z,y € Q mit x # y.

Kor. Sei G die Greensche Funktion zu Q C R™ offen, beschriankt
mit C1-Rand 8, so ist die Funktion 2 — G(z,y) harmonisch auf

Q\{v}.
Def. Sei Br(a) C R™ eine Kugel, x € R™ \ 0By (a). Dann heift

i 5 €R™\ 9B;(a) Spiegelungspunkt von z.

_r-ae

[l —all

Bem. Esgilt: o ||z —al-|z* —a|| =7 & (z")" ==

o Yy €0Br(a) : |lz* —yl* = r*|le — al| 7Z|ly — =|*.

Notation. Fiir Br(a) C Rsei g : Br(a) X Br(a) — R definiert durch
o) = {_q> (=2l (y —2*)) fir = € By(a) \ {a}

T
—®(req)
Prop. Fiir die Funktion g gilt:
e g(z,y) — ®(x —y) =0 fiir alle y € OB, (a) und z € By(a).
e y — g(x,y) ist glatt und harmonisch in By (a) fiir alle € B,(a).

¥ =a+r?

fiir x = a.

Kor. Die Greensche Funktion fiir Br(a) C R™ lautet
G, (a)(2,y) = P(z —y) + g(2,9)
_ {q)(ac —y)—® (@(y —a*)) fir & € Br(a)\ {a}
P(a—y) — P(rer) fiir z = a.
Def. Der Poisson-Kern fiir die Kugel B,(a) C R" ist

2 2
1 r“—|z—al
KBT(a)(xyy) = nwn | rle—y[®

Satz (Poisson-Integralformel fiir Kugeln). Sei Br(a) C R™ und
g : OBr(a) — R stetig.
o Fiir ucC%(By(a)) N C(Br(a)) harmonisch mit u=g auf 8B, (a) gilt

u(zx) = fKBT(a)(:E,y)g(y) d’H"_l(y) fiir alle z € Br(a). (2.8)
9By (a)

e Umgekehrt definiert (2.8) die eindeutige harmonische Funktion
u € C%(Br(a)) N CY(By(a)) mit u = g auf 8B, (a).

Notation. RY = {(z1,...,xn) € R" |z > 0} heifit Halbraum.

Def. Fiir z = (z1,...,zn) € R™ heiit T := (21, ..., Tn—1, —Tn)
Spiegelpunkt von x bzgl. R’}
Satz. Die Greensche Funktion fiir RY} lautet

GRi(I,y) =0(x—y) - P(T—y) firz,yecRY mitzF#y.



Def. Der Poisson-Kern fiir den Halbraum R} ist definiert als

1 _2zy
nwn  |z—y"

KRi (z,y) = fir € R’ und y € ORY.

Satz (Poisson-Integralformel fiir den Halbraum). Sei
g € C(R* 1N L ([R" ). Dann definiert

u(@) = [ Kgn(z,y)g(y) dH" " (y) fiir x € RY
OR™
n

eine beschrinkte, harmonische Funktion v € C(R}) NC 1(@) mit
u = g auf OR}.

Notation. Fiir Q C R" schreibe

o O ={(z1,....,2n) € Q|zp >0} =QNRY
o Q% = {(z1,....,2n) € Q|zn =0} = QN IRY
o O ={(x1,..,zn) € V] zn <0} = Q\ R

Satz. Sei  C R™ offen und symmetrisch bzgl. 9R” | d. h. fiir alle
zeR"gilt z € Q < T €.

e Ungerades Spiegelungsprinzip: Ist u € C2(QT)nc(Qt u Q)

harmonisch auf QT mit u = 0 auf Q°, so ist die ungerade
Fortsetzung

fir z € QT UQO,

—u(T) = —u(z1, ..., —xn) flirze Q™

harmonisch auf Q.
o Gerades Spiegelungsprinzip: Ist u € CQ(Q+) n CI(QJr U QO) mit
Dypu =0 auf Q) so ist die gerade Fortsetzung

u(z) = {“(“C)

w(Z) = u(x1, ..., Tn-1, —Tn)

fir z € QT UQO,
fir x € Q™

harmonisch auf Q.

Bem. Aus dem Spiegelungsprinzip und dem Satz von Liouville folgt
die Eindeutigkeit beschrénkter harmonischer Funktionen auf dem
Halbraum mit vorgegebenen Randwerten.

Problem (Dirichlet-RWP). Fiir @ C R™ und g € C(99) ist
u € C3(Q) N C(Q) gesucht mit

Au = 0
u = g

in Q,

(29 { in Q.

Def. Sei Q C R™ offen. Eine Funktion u € C(Q) heiit C°-sub-

harmonisch, falls die MW-Ungleichung auf Sphéren erfiillt ist, d. h.

u(zo) < £ udH™ !
9Br(x0)

fiir alle zop € Q und r € (0, dist(zo, 092)).

Die Funktion heiBt C’-superharmonisch, falls —u
CC-subharmonisch ist und C°-harmonisch, falls u sowohl
subharmonisch als auch harmonisch ist.

Notation. H™(Q) := {u € C(Q) | u ist subharmonisch auf Q}
HT(Q) = {u € C(Q) | u ist superharmonisch auf Q}

HO(Q) = {u € C(Q) | u ist harmonisch auf Q}
Bem. C%-harmonische Funktionen sind glatt und harmonisch.

Lem. Sei Q C R” offen. Fiir u € C(Q) sind dquivalent:

e u ist CO-subharmonisch auf Q.
o v erfiillt die MW-Ungleichung auf Kugeln, d. h. fiir alle zg € Q2 gilt

u(zo) < f w(z)dz fir alle r € (0,dist(zo, 6)).
Br(z0)

o vy erfiillt die MW-Ungleichung auf kleinen Kugeln, d.h. fiir alle
zo € Q gibt es ein R(zg) € (0, dist(zo, 2)) mit

w(zo) < f u(z)dz fir alle r € (0, R(z0)).
Br(z0)

e Fiir alle Kugeln By (z9) € Q2 gilt das Vergleichsprinzip mit
harmonischen Funktionen, d. h. fiir jede harmonische Funktion
h € C(Br(z0)) gilt: u < h auf B, (x0) = u < h in B (z0).

Def. Sei Q@ C R" offen und By (zg) € Q. Der Perron-Projektor
Pry,r: C(2) — C(Q) ist definiert durch

u(z),

f KBT(:L‘U)(xzy)u(y) dHn_l(y)v S BT(IO)'
9By (z0)

(Puo,ru)(x) =

Bem. Die Funktion Py, (u) wird harmonische Fortsetzung von
u auf Br(zo) genannt.

Lem. Sei Q C R" offen. Dann gilt:
e Sind v € H™(Q) und w € HY(Q), so gilt v —w € H™(Q).
e Sind vi,v2 € H™(Q), w1, w2 € H+(Q) und A1, A2 > 0, so ist
{max(v1,v2), A\1v1 + Aova} C H™ (),
{min(wl,wg),)\lwl + )\Q’LUQ} C H+(Q)

e Sind v € H™(Q),w € HT(Q) und B, (z0) € Q, so gelten
Piyrv>0vin Q und Pry v € H (Q),
Pryrw<win Q und Pgyrw € H+(Q)

Def. Sei Q C R™ offen, beschridnkt und g € C(992). Dann heift

u € C(Q) Subldsung des Dirichletproblems (2.9), falls u < g auf 99
gilt und Superlésung von (2.9), falls u > g auf 9Q gilt.

Notation. H, () = {u e C(Q)NH (Q)|u < g auf 90},
Hf(Q)={uecC@nNHQ)|u>gauf 9Q},

() — arin Il e H—(O)L

z € Q\ By (z0)

Methode (Perron). Zeige zunichst, das 4~ und u™ harmonisch
sind. Zeige dann unter gewissen Regularitédtsvoraussetzungen an (2,
dass u~ = ut gilt und die vorgegebenen Randwerte annimmt.

Lem. Sei Q C R" offen, beschrinkt, g € C(8Q2). Dann sind «~ und
ut wohldefiniert und es gilt

infg<u~ <ut <supg.
o < < <oupg

Bem. Falls eine Losung u des Dirichlet-Problems existiert, so gilt
— Yy~ =t
u=u_ =u".

Satz. Sei Q C R™ offen, beschriinkt und g € C(9€2). Dann sind u™
und uT harmonisch in Q.

Def. Sei Q@ C R™ offen, beschréinkt, xo € 0. Eine Funktion
b:Q— R(T heiBt (obere) Barriere zu Q) in zg, falls

e beC(ONHT ()
e b(zo) = 0 und b(z) > 0 fiir alle z € Q\ {zo}

Falls eine solche Barriere existiert, so heiflit zg reguléirer
Randpunkt.

Bem. Eine Funktion b: Q — R, heifit untere Barriere, falls
(=b): Q — Rg eine obere Barriere ist.

Def. Eine lokale Barriere zu Q) in zp € O ist eine Barriere
b: Br(zg) NQ — Rar zu By (zo) N Q in xo.

Bem. Aus jeder lokalen Barriere lisst sich eine globale Barriere
konstruieren.

Lem. Sei Q C R"™ offen, beschrénkt. Falls das Dirichlet-Problem
(2.9) fiir jede Funktion g € C(9f) eine Lsung u € C2(Q) NC(Q)
besitzt, so sind alle Randpunkte xzg € 9 regulir.

Lem. Sei Q C R" offen, beschréinkt, ¢ € 99Q. Ist z¢ regulir, dann
gilt fiir jede stetige Funktion g € C(8Q):
*(

lim  u™ (z).

lim ™ (z) = g(xo) = g

Qdz—zg

Satz (Perron). Sei Q C R™ offen, beschriankt. Dann sind dquivalent:

e Der Rand 02 ist regular.

e Das Dirichlet-Problem (2.9) besitzt eine eindeutige Losung
u € C2(Q) NC(Q) fiir alle g € C(AN).

Def. Eine offene Menge 2 C R” erfiillt die &#uflere Kugel-
bedingung in zg € 9Q an , falls ein Ball By(a) C R™ \ Q mit
QN By(a) = {xo} existiert.

Lem. Sei Q C R" offen. Erfiillt 2 die duBere Kugelbedingung in
zo € 0N an Q, dann ist zo ein reguldrer Randpunkt.

Bem. Beschrinkte Gebiete mit C2-Rand und strikt konvexe Gebiete
erfiillen die duflere Kugelbedingung.



Problem. Seien Q CR", f: Q — R, g: 0Q — R gegeben. Gesucht
ist eine Losung u € C2(Q) N C(Q) der Poisson-Gleichung

—Au = f inQ
(2'10){ u = g auf 9.

Prop. Sei Q C R" beschrinkt, offen und 99 reguldr. Sind
fe Cé (R™), g € C(09), so besitzt (2.10) eine eindeutige Losung
u € C(Q)NC(Q).

Bem. Die Behauptung folgt leicht aus den vorherigen Sétzen, aber
die Voraussetzung f € CZ(Q) ist zu stark.

Def. Sei Q2 C R" offen und beschrinkt. Das Newton-Potential
Ny : Q — R einer Funktion f € L () ist die Faltung

Ny(z) = £<I>(x —y)f(y)dy.

Bem. Die Fktn f wird auflerhalb von Q durch 0 fortgesetzt.

Lem. Sei Q C R" offen, beschrinkt und f € L°° (). Dann gilt
Ny € CH(Q) mit DNy(z) = [Do®(z — y) f(y) dy fiir alle = € Q.
Q

Kor. Sei Q C R" offen, beschrinkt und f € L*(Q2). Dann gilt
Ny € Cch*(9Q) fiir alle a € (0,1).

Satz (Holder). Sei 2 C R™ offen, beschr. und f € C%®(Q2) N L>=()
fiir ein bel. a € (0,1). Dann gilt Ny € C*(Q) mit —AN; = f in Q
und fiir jede Kugel B mit Q2 € B gilt die Darstellung

D;DjNy(x) =£DZ1DZj‘P(93 —y)(f(y) = f(2))dy
— f(@) - [ Da;®(x —y)rily) dH" " (y).
OB

Satz. Sei Q C R™ offen, beschrankt und 09 reguldr. Sind
e Q)N L*(Q) fiir ein o € (0,1) und g € C(09), so besitzt
(2.10) eine eindeutige Lésung v € C2(2) N C(Q).

Bem. Fiir das Newtonpotential iibertrégt sich die Regularitét von f
wie folgt: Ist a € (0,1) und f € C**(Bag), so ist Ny € C*+2:%(Bg)
fir alle R > 0. Im Allgemeinen gilt:

fEL® # Ny cC?,  feCk # Ny c CF+2,

feckt % Ny e cht!

Problem. Gesucht sind Losungen des Eigenwertproblems mit
Dirichlet-Randwert 0 fiir den Laplaceoperator, also Eigenwerte
X € R und Eigenfunktionen uy € C2(€) mit
{ —Auy = Auy inQ

uy = 0 auf 0.
Bemerkungen. e Es sind nur nichtnegative EWe moglich.
e Es gibt hochstens abzihlbar viele EWe.
e Die zugehorigen Eigenrdume sind endlich-dimensional.
e Eigenfunktionen zu unterschiedlichen EWen sind orthogonal bzgl.

(u,v) 2 = [u-vdz.
Q

e Eigenfunktionen sind glatt.

3. Wirmeleitungsgleichung

Notation. Sei I C R ein Intervall, Q C R™. Wir suchen
u:lxQ—R,(tz)— u(tz) und schreiben us == %—‘; fiir die
Zeitableitung, Du(t,x) := Dgu(t,x) fiir die Ortsableitung und
Au(t,z) = Agul(t, ).

Def. Sei @ C R™ und T > 0.
e Der parabolische Zylinder ist Qr = (0,7] x Q ¢ R**1.
e Der parabolische Rand von Q7 ist

I = ({0} x Q) U ([0,T] x 9) C 9Q.
Notation. Wir benétigen untersch. Regularitéiten in Ort und Zeit:
C2(Qr) == {f € C1(Qr) | f ist zweimal stetig nach = ableitbar}
Problem. Wirmeleitungsgleichung (WLG): uy — Au =0

Def. Sei Q@ C R" offen, T > 0 und u € C?(Q7). Dann heift u

subkalorisch ur — Au <0
kalorisch } falls { ut — Au =0 } in Qp gilt.
superkalorisch ur — Au >0

Bem (Invarianzen der Losungseigenschaft). Wenn u € C2(Qr)
kalorisch, dann auch (auf geeigneten Zylindern):

uQ,zq (t, ) = u(t,z — xo) fir zg € R"
uro(t,z) =u(t—T,z) firT eR
ug(t,z) == u(t, Rx) fiir R € SO(n)
ux(t, ) = \"u(A2t, Az) fir A >0
Es gilt [uy(t,y)dy = [u(N’t,y)dy.
Rn R"’L

Bspe. e Sei v harmonisch auf @ C R™. Dann ist (¢, z) — v(x)
kalorisch auf Q.

e Fiir n =1 und c1,c2,a € R sind kalorisch:
(t, ) — exp(a?t) - (c1 sinh(az) + c2 cosh(ax))
(t,x) — exp(—a®t) - (c1 sin(az) + c2 cos(ax))

(t,x) — c1z + c2

Def. Die Fundamentallosung der WLG ist die Funktion

1 |/
v:(0 x R® -+ R tx) = ——— -—— .
(0,50) - ) e (<1

Bemerkungen. o Wi(t,x) — Az ¥(t,z) =0 fiir alle t > 0 und =z € R™.

t—0

o U(t,0) 2% o, =0

o U(t,x) —— 0 bei x # 0 fest.
e Firallet e Rgilt [VU(¢,z)dz =1.
]:Rn

e Raum- und Zeitableitungen lassen sich explizit berechnen.

t
(oo gy 225 0,

t—o0

DR, g1 gy + ¥ 1 gy =250,

o« Ut ) xU(s, ) = D(t+s,)
Bem. Fiir die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung gilt:
Vzo € R™ : Br(zo) = {x € R" | ®(xo — x) > P(re1)}
Def. Die Wirmeleitungskugel um (to,z9) € R x R™ mit r > 0 ist
Wy (to, z0) = {(t, ) € R"" |t < to und ¥(tg — t,x0 —x) > r "}
C (—o0,tp) x R™

Notation. W, := W,(0,0)

Notation. Fiir » > 0 setze
‘2

by :RT” X R™ = R, (t,x) +— ‘g~ +nlogr — 3 log(—4nt).

|z
It
Bemerkungen. e Monotonie: Fiir r < 7 gilt Wy (zo) € Wi(z0)

e Translationsinvarianz: W;.(to, zo) = (to, zo) + Wr(0,0)

e Parabolische Reskalierung: (t,z) € W, <= (r—2t,r"lz) € W)
e Explizite Darstellung: Fir r» > 0 gilt

W, (0,0) = {(t,z) € R~ x R™ | by(t, z) > 0}
OW,(0,0) = {(0,0)} U {(t,z) € R~ x R™ | b.(t,x) = 0}
W,(0,0) = {(t,z) € R~ x R" | =2 < ¢ < 0 und
|z|* < 4t(—nlogr + 2 log(—4nt))}

2
e Esgilt [ % d(t,z) = 4r"
Wi

Lem. Sei R > 0 und u € CZ(Wg). Fiir

|/

J u(t,z)—-d(t,z)
W,

1
T —

:(0,R R,
61 (0,R) - =

5 gilt dann

"

e lim ¢(r) = u(0,0)

r—0

« S =15 () + (e, w) - be(t) d(t,2)

r

Satz (MWE). Sei Q CR™, T > 0, u € C?(Q7) und
Wiy (to, zo) € Qr. Dann gilt:

ur — Au =0 in Qp
1 2
u(t, z) - |z = zol”
(t — t0)2

- u(to, (Eo) = —
A W, (0,0
In diesen Gleichungen darf man = durch <, <, > oder > ersetzen.

d(t, z)

Kor. Fiir Q C R™ offen, 7>0 und u € C?(Q7) sind dquivalent:
e v ist kalorisch
e u erfiillt die MWE auf WL-Kugeln, d. h. f.a. W;.(to, z0) € Qr gilt

|zfmo|2

uto,z0) = 1o u(ta) G

d(t, z)
™ W (t0,0) (t—

Satz. Sei Q C R™ beschrinkt, offen, T > 0 und u € C¥(Q7) NC(Qr)
subkalorisch. Dann gilt:



e Das schwache Maximumsprinzip: maxu = max u
Qp 8pQT
e Das starke Maximumsprinzip: Ist 2 zshgd und gibt es
(to,z0) € Qr mit u(to,zo) = maxu, so ist u konstant auf Q.
Qrp

Bem. Es gelten auch entsprechende Minimumsprinzipien fiir
superkalorische Funktionen.

Bem (,,unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit*).

Sei 2 C R™ beschrinkt, offen, zusammenhéngend, 7' > 0 und

u € C3(Qr) NC(Qr) eine kalorische Funktion, die auf [0, 7] x 99
verschwindet. Dann gilt

min u < u < max u in Q.
{0} xQ {0} xQ

min v < max u
{0} xQ {0} xQ
Kor (Eindeutigkeit). Sei Q@ C R™ offen, beschrénkt, T' > 0,
u,v € C3(Qr) NC(Q7) mit
in Qp

{ ur —Au = vy — Av
auf 0pQr

u = v
Dann gilt u = v in Q7.
Prop. Sei Q C R"™ beschrinkt, offen mit reguldren Randpunkten

und f € C%%(Q) N L°°(Q) fiir ein « € (0,1) und g € C(8Q). Dann
gilt fiir jede Losung u € C2(Q2 x (0,00)) NC(Q x [0,00)) von

in (0,00) X Q

{ u —Au = f
auf 0pQr

u = g
mit beliebigen Anfangswerten auf {0} x :
t1—1>nolo U(t, 7) =,
wobei v € C2(Q) N C(Q) die eindeutige Losung der folgender
Poisson-Gleichung ist:

{Au:f

u = g

in €,
auf 09Q.

Satz. Sei g € LP(R™) fiir ein p € [1, 00]. Dann ist die Funktion
u: (0,00) X R™ — R definiert durch

u(t, x) = (V(t,-) * g)(z) =Rf” V(t,z—y)-g(y)dy

in C*°((0,00) x R™) und erfiillt

{uthu = 0 in (0,00) x R",
U g auf {0} x R™.

Satz. Fiir die Funktion u aus dem vorherigen Satz gilt:
o Ist g € C(R™) N L (R™), so konvergiert

t—0,z—xq
EE—

u(t, z) g(zo) fiir alle zg € R™.

Die Konvergenz ist gleichméfig auf kompakten Mengen.
e Ist g € LP(R™) fiir ein p € [1, o0], so ist
lu(t, e @ny < llgllppgny fiir alle t > 0. Ist p < oo, so gilt

t—0
l[u(t, ) = gll Lo @ny —— 0.

Prop. Es gilt aulerdem

Ju(t,z)dz = [g(z)dz fir alle t > 0.
Rn R

Satz. Sei f € C3([0,00] x R™) mit supp(f) € [0,00] x R™. Dann ist
die Funktion u : (0,00) x R™ — R definiert durch

t
u(t,z) = [ [Vt —s,2—y) f(s,y)dyds
OR"L
in C2((0,00) x R*) NC([0, 00) x R™) und erfiillt die inhomogene WLG

in (0,00) x R™,

u—Au = f
{ auf {0} x R".

u = 0

Satz (Allgemeine Losungsformel). Sei g € C(R™) N L°°(R™) und
f € C2([0,00) x R™) mit supp(f) € [0,00) x R™. Dann ist die
Funktion w : (0,00) x R™ — R definiert durch

t
u(t,z) = [U(t,x—y)-gly)dy+ [ [Vt —s,2—y)- f(s,y)dyds
R™ OR™

in C2((0,00) x R™) NC([0,00) x R™) und erfiillt

in (0,00) x R™,

ur—Au = f
{ auf {0} x R".

u = g
4. Wellengleichung

Notation. wug = 8t2u

Problem. Seien g € C*(R™), h € C*(R™), f € C*(R™). Gesucht ist
eine Losung der homogenen Wellengleichung (WG)

utt — Au =0
u=g,ut=h

in (0,00) x R™

(4.1) { auf {0} x R™

Satz. Seien b€ R™, f € C1([0,00) X R™) und § € C([0, c0) x R™).
Dann besitzt das AWP fiir die Transportgleichung

{Btu+b~Du = f in (0,00) x R™,
g

auf {0} x R".

u =

eine eindeutige Losung u € C*((0,00) x R™) N C([0, 00) x R™), die
gegeben ist durch

u(t,z) = gz — tb) + ftf(s,x + (s —t)b) ds.
0
Satz. Seien g € C2(R), h € C1(R) und
Wi 0,00) xR R (ha) s L (gle+ 1) +g(@—1)+ L | h(s)ds.
r—t

Dann ist u € C%([0,00) x R) die eindt. Lsg von (4.1) auf (0,00) x R.

Bem. e Es gibt keinen Regularisierungseffekt, d. h. im Allgemeinen
ist w nur in C2, nicht besser.

e  Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit*: Ist
supp(g) Usupp(f) C [zo — r, @0 + 7] fiir zo € R, 7 > 0, so gilt
supp(t,f) - [:L‘o - (t + 7")7.7}0 +t+ T].
Kor. Seien g € C2([0, 00)) mit lin}) g"(z) = g(0) = 0 und
z—
h € C([0,00)) mit h(0) = 0. Dann ist die Funktion
u : [0,00) X [0,00) — R, definiert durch

x+t
(g(ac—&-t)—l—g(a:—t))—l—% J h(s)ds firz>t>0,
z—t

N[

u(t,z) = o+t

%(9(w+t)—g(t—x))+§t_f h(s)ds firt>z >0

die CQ—Lésung des AWP der homogenen Wellengleichung

ut —Au =0 in (0,00) X (0,00),
{ u=g,ut =h auf {0} x (0,00),
u=0 auf (0,00) x {0}.

Notation. Fiir u: [0,00) Xx R®™ — R und g,h : R" — R definiere

Uz(tv T) = JC u(tv y) dHn71 (y)7
OB/ (x)
Gz(r) = f gly)dH""'y),  Ha(r):= f h(y)dH""'(y)
9By () 9B, ()

Lem (Euler-Lagrange-Darboux-Gleichung).
Sei u € C™([0,00) x R™) mit m > 2 eine Lsg von (4.1). Dann gilt
U, € C"([0,00) x [0, 00)) fiir alle z € R™ und U, erfiillt das AWP
Uz — 02Uy — 219, U, =0 in (0,00) x (0,00),
Up = Gz,0:Uy = Hy auf {0} x R™.

Notation. Uy (t,r) := rUxz(t, 1), Go(r) == rGx(r), Hx(r) == rHy(r)

Lem. Sei u € C™([0, 00) x R3) fiir m > 3 eine Lésung der
Wellengleichung (4.1). Dann gilt
02U, — 02U, =0
gx(O,T) = Gy(r),0rUs(0,7) = Hy(7)
Us(t,0) =0

in (0,00) X (0,00)
in {0} x (0, 00)
furt >0

Bem. Mit der Darstellungsformel fiir Uy : [0, 00) x [0,00) — R folgt
die Kirchhoffsche Formel fiir u : (0,00) x R® — R:

Us(t,
u(t,@) = lim Us(t,r) = lim Uat,r)

r—0 r
= (t f 9v) dS(y)> +t f h(y)dS(y)
8By () 9B (x)

= f (9()+ Dy(y) - (y — x) + th(y)) dS(y)
9Bt (x)
Satz. Secien g € C3(R3), h € C%(R%) und u : (0,00) x R® - R
definiert durch die Kirchhoffsche Formel. Es gilt
e u € C?([0,00) x R?)
e v ist die eindeutige Losung der dreidimensionalen Wellengleichung
mit Anfangswerten wie in (4.1)

Bemerkungen. e Regularitétsverlust: v nur in C2, obwohl g € C3
e u(t,z) hingt nur von den Werten von g und h auf dB¢(z) ab.



e Somit gilt das Huygensche Prinzip: Stérungen der
Anfangsdaten in der Umgebung eines Punktes éndern fiir grofie
Zeiten die Losung in dieser Umgebung nicht.

e Fiir ungerade Dimensionen n funktioniert die Strategie der
Transformation auf eine Losung der eindim. Wellengleichung mit

Us(t,r) = (r~10,) "=/ 222U, (t, 7).

n+3
Satz. Sei n > 3 ungerade, g € C 2

u: (0,00) X R™ — R definiert durch

n+1

(R™),heC 2 und

— -1 n—
(o) — (( 1‘1[)/2(21%1)) [8,5 (t—lat)TB (tn—2 f gdHn_1>

k=1 9By (x)

+ (t*lat)nTig (t”2 f hdHT‘l)]

9By (x)

Dann ist u € C2([0, 00)) x R™ und die eindeutige Lisung der

homogenen WG auf [0,00) x R"™ mit u = g und dyu = h auf {0} x R".

Bem. (Zusammenhang von WG und WLG) Sei ¥(,,_1) die

Fundamentallésung der WLG in (0, 00) x R!. Sei u eine glatte,
beschriinkte Lsg der Wellengleichung (4.1) mit A = 0. Sei

v(t, x) = T U (=1 (t,s) - u(s,z)ds mit u(s,x) = u(|s], z).

Dann erfiillt v die homogene WLG

in (0, 00) x R™,

{ut—Au = 0
auf {0} x R™.

u = g

Bem. Fiir ungerade Dimensionen n kénnen wir Lsgen der WG
herleiten. Sei nun u : [0,00) X R™ — R eine Lésung von (4.1) mit n
gerade. Dann definiert

T:[0,00) X R*"H 5 R, (¢, (2,_) — u(t, z)

eine Lsg der homogenen WG mit Startwerten @ = g, 0yu = h auf
{0} x R"*! (wobei g und & analog definiert zu @ sind). Mit der
Darstellung von @ und passenden Transformationen ergibt sich eine
Formel fiir u. Speziell fiir n = 2:

Satz. Seien g € C3(R?), h € C%(R?) und u : (0,00) x R? = R
definiert durch

uto) = 30 <t233f Ne=r= dy) PR f AWy,
t(x

Bt(x)v t2—|y—:!:\2

Dann ist u € C%(]0, 00) x R?) die eindt. Lsg von (4.1) auf (0, co) x R2.

Bem. Bei geraden Dimensionen héngt (¢, z) von allen
Anfangsdaten in B¢ (z) ab, d.h. es gilt kein Huygensches Prinzip.

n+4 n+2
Satz. Sein gerade,geC 2 (R"),heC 2 (R") und
u: (0,00) X R™ — R definiert durch

n/2 -1 n—2
o g 252 (o)
(t7 ) : (kl;[l Qk‘) |:8t (t Bt) 2 (t BtJ(Cz)(t2 _ ‘:B _ y|2)1/2 dy)

a2 h(y)
+(t71e,) 2 <tBtJ(CZ)(t2_x_y|g)l/2 dyﬂ

Dann ist u € C2([0,00)) x R™ und die eindeutige Losung der
homogenen WG auf [0, 00) X R™ mit u = g und d;u = h auf {0} x R™.

Satz. Sei f € CL™/21=1((0,00) x R™). Sei vs : (s,00) X R™ — R fiir
s € (0,00) die Lésung von

3,52113 — Avg =0
Vs = 9, 6tUs = f

in (s,00) x R",

auf {s} x R".
t

Setze u(t, z) = [vs(t,)ds. Dann ist u € C2([0,00) x R™) und u 16st
0

die inhomogene Wellengleichung mit Nullanfangsdaten

2u—Au=f
u:O,Btu:O

in (0,00) x R™,
auf {0} x R"™.

Bem. Aus den Darstellungsformeln fiir n = 1, 3 ergibt sich:

i t z+3§
up=1(t,z) =5 [ [ f(t—35,y)dyds
0 z—3§

t—\y— x|,
Una(t ) = 2 ft—ly—zly)
oBi(z) 1Y — <l

Lem. Sei Q C R™ offen, beschrénkt mit C'-Rand 69, T' > 0 und
u € CQ(QT) eine Losung der homogenen Wellengleichung
&2u — Au =0 in Qp mit u = 0 auf [0,T] x Q. Sei

e(t) = 3% s{(&gu(t,x))2+|Du(t,x)|2dx fiir t € [0, 7).

Dann ist e konstant auf [0, T7].

Satz. Sei Q C R™ offen, beschrankt mit C'-Rand 69, T > 0,
g € C2(3pQr), h € CH(Q) und f € C(Q). Seien u,v Lisungen von

ﬁfu—Au:f in Qp,
u=g auf 0pQr,
Ou=h auf {0} x Q.

Dann gilt u = v.

Def. Sei (tg,z0) € (0,00) x R™. Dann heifit
C(to,z0) = {(t,z) € (0,t0) X R" | |z — xzo| < to — t}

Vergangenheitskegel mit Spitze (to, z¢).

Satz. Sei (to,z0) € (0,00) x R™ und lse u € C2(C(to,x0)) die
homogene Wellengleichung in C(to, o) mit Anfangsbedingung
u =0, Oru = 0 auf {0} x By, (zo). Dann gilt v = 0 in C(to, zo).

5. PDGLn erster Ordnung

Problem. Sei Q C R™ offen, mit hinreichend reguldren Rand und
g:00Q —>Rund E: QxR x R" — R hinreichend reguldr (zumindest
einmal stetig diff’bar). Gesucht ist eine Lsung u von

in ,

E(z,u(x), Du(x = 0
(5‘1){ u( ) ) auf 99.

= 9
Notation. Bezeichnungen der Argumente: E(z,v, z)

Satz (Charakteristische GLn). Sei E € C1(2 x R x R™) und

u € C2(R) eine Losung von E(z,u(z), Du(z)) = 0in Q. Sei I C R ein
Intervall, v € CI(I,Q), v:=wuo~vund z := Duo~.

Ist v eine Losung der DGL 4/ = D, E(v,v, 2) in I, so gilt in I:

v' = D;(v,v,2) - 2, 2 = =Dy (v,v,2) — Dy E(y,v,2) - 2.

Def. Die Fktn 7, v und z heien Charakteristiken von (5.1).
Notation. Sei im Folgenden Q := R’ = R x Ry.

Def. Ein Vektor (zo,vo, 20) € 9 x R x R™ heifit zulissig fiir das
AWP (5.1), falls folgende Kompatibilitdtsbedingungen erfiillt sind:

g(wo) = vo, (20); = Dig(zo) fiir i € {1,...,n—1}, E(zo,v0,20) =0.

Bem. Alle Werte bis auf (zp)n sind eindt. durch zo bestimmt.

Def. Der Vektor (zo,vo, 20) heifit nichtcharakteristisch, falls
Dan(wo,Uo, Zo) # 0.

Lem. Sei (zo,v0,20) ein zulissiger, nichtcharakteristischer Vektor
fiir das AWP (5.1). Dann existiert § > 0, sodass fiir alle
y € Bs(xo) N ORY} eine eindeutige Losung Z(y) gibt fiir

zZi(y) = Dig(y) fir i € {1,..,n—1} und E(y,9(y),Z(y)) = 0.

Bem. Sei (zo,v0,20) € 90 X R X R™ ein zuléssiger,
nichtcharakteristischer Vektor. Dann existiert nach dem Satz von
Picard-Lindelsf eine lokale Losung (v(xo,—), v(zo,—), 2(x0,—)) des
Systems mit Anfangswerten

’Yl(zovs) = DzE(’vavz)a

’Ul(ai(),s) :DzE(’Y,’U,Z)'Z(Z‘(),S),

z/(xo,s) :7DIE(77'U7Z)7DUE(’Y:U7Z)'Z(IO7S)7
¥(z0,0) = zo, v(x0,0) = g(z0), 2(x0,0)= 20

Bsp. Die charakteristischen Gleichungen der allgemeinen
quasilinearen Gleichung a(—,u) - Du + Eo(—,u) = 0 sind
7' =a(v,v), v =aly,v) z=—Eo(y,0).

Die Gleichung fiir 2z’ wird nicht ben&tigt.



Lem. Sei (zo,vo0, 20) ein zulissiger, nichtcharakteristischer Vektor
fiir das AWP (5.1). Dann existiert ein offenes Intervall I C R mit
0 € I und Umgebungen W C R’} und V' C R} von zo, sodass fiir
alle z € V eindeutige s = s(z) € I N (0,00) und y = y(z) € W
existieren mit z = v(y, s) und die Abbildung =z — (y(z), s(z)) von
der Klasse C? ist.

Def. Seien V,Q2 C R™ offen mit V' C Q. Eine Funktion
uw e CH(V)NCY(V U (8QNT)) heiBt lokale Lésung von (5.1) in V,
falls gilt:

E(z,u(z),Du(z)) = 0 inV, -
u g aufoQNnVv.
Satz. Sei (zo,v0,20) ein zuldssiger, nichtcharakteristischer Vektor
fiir (5.1) und V die Umgebung von zo in R’} aus dem letzten
Lemma. Dann ist
u: V=R, z—v(y(z),s(x))
wohldefiniert, von der Klasse C* und eine lokale Lsg von (5.1) in V.

Problem. Die Erhaltungsgleichung mit F' € C(R,R") ist
Otu +divy F(u) = dgu+ F'(u) - Du=0 in (0,00) x R™.

Bsp. Mit n =1 und F(u) == “72 ergibt sich Burgers Gleichung

2
Otu + divy (%) =0u+udzu=0 in (0,00) X R.

Die (wichtigen) charakteristischen Gleichungen sind
’Yl:(l’F/(v)):(l»v)v ’UIZ(LF,(’U))-Z:O.

Die Charakteristiken sind also gerade Wege, auf denen u konstant ist
und deren Richtung von den Anfangswerten abhingt. Damit hiangt
die Losbarkeit von den Anfangswerten ab. Es kann vorkommen, dass
sich verschiedene Charakteristiken in einem Punkt treffen oder
Punkte von keiner Charakteristik getroffen wird.

Def. Seien F € C'(R,R") und g € L°°(R). Eine Funktion
u € L*°((0,00) x R) heifit schwache Lésung des AWPs

Oru+divy(F(u)) = 0 in (0,00) X R,
(5'10){ u = g auf {0} xR,
falls fiir alle Funktionen v € C§°([0, 00) x R) gilt:
oo

J [ (wdv + F(u) - Dv) dzdt + [g(z)v(0,z)dz = 0.
0R R

Lem. Ist u € L% ((0,00) x R) eine schwache Lésung von (5.10) mit
u € C(O) fiir eine offene Menge O C [0,00) X R, so gilt
Oru + div F(u) =0 in O.
Lem (Rankine-Hugeniot-Bedingung). Ist u € L ((0,00) x R) eine
schwache Losung von (5.10) und O C (0,00) X R eine offene Menge,
die durch eine C'-Kurve C' in zwei disjunkte, offene Mengen O; und
O» geteilt wird. Sei u; € C1(0;) NC%(0O; U C) mit u = u; in Oy und
ur € C1(0,) NC (U U C) mit u = u, in O,.. Dann gilt
( Uu; — Upr

F(uw) = F(ur)

wobei v den dufleren Normalvektor an O; bezeichnet.

>-I/=0 in C,

6. Elliptische PDGLn zweiter Ordnung
Problem. Gesucht ist eine Losung der PDGL in Divergenzform

> Dylay@Diu()+ ¥ bil@)Diu(x)
1<z,5<n 1<i<n

+ c(z)u(z) = f(2)
in einem beschriankten Gebiet 2 C R™. Dabei sollen die

Koeffizientenfunktionen (a;;)1<i,j<n, (bi)1<i<n und c beschrinkt
und f € L*(Q) sein.

Lu(z) =

(6.1)

Def. Der Differentialoperator L heifit gleichmifig elliptisch, falls
eine Konstante 6 > 0 existiert mit

VreQEER ta(x)-E= 3

1<ij<n

a;j(x)&:65 > 0.

Def. Ein Hilbertraum ist ein vollstindiger normierter

Vektorraum, dessen Norm von einem Skalarprodukt induziert wird.

Def. Seien (X, ||/ x) und (Y,||-|ly) zwei normierte Réume. Setze
L(X,Y) ={T: X — Y |T linear und stetig.}

T|ly

up .
cex\{o} llzllx

||T||5(X,Y) =

Def. Sei (X, ||-||x) ein normierter Raum. Der Raum X™* = L(X,R)
hei3t Dualraum, seine Elemente beschréinkte lineare
Funktionale auf X.

Satz (Projektionssatz). Sei H ein reeller Hilbertraum und K C H
nichtleer, abgeschlossen und konvex. Dann gibt es eine eindeutige
Abbildung P : H — K mit

Vo e H : ||z — P(z)|; = dist(z, K) == inf ||z —y| ;.
yeK

Bem. Alternative Charakterisierungen der Projektion P:
e VeeHyeK : (x—Px),y— P(z))g <0
e Falls K C H ein Unterraum: Vo € Hyy € K : (x — P(z),y)n = 0.

Satz (Darstellungssatz von Riesz). Sei (H,(—,—)p) ein reeller
Hilbertraum. Dann ist die Abbildung

J:H—H" z—y—{(z,y)n
ein linearer isometrischer Isomorphismus, d. h. es gilt
|J(@)|| g« = llz|| gy und J ist bijektiv.
Satz (Lax-Milgram). Sei H ein reeller Hilbertraum und
B : H x H— R eine Bilinearform, fiir die gilt:
e Beschrénktheit: 3L >0 : Vz,y€ H : B(z,y) < L- |z g - llyllg
e Koerzivitit: 36 > 0 : B(z,z) > 6 - ||z||%
Dann existiert eine lineare Bijektion A : H* — H, sodass
Va* € H* : * = B(A(z"),-).

AuBerdem sind A wie auch A~! beschriinkt.

Def. Sei f € Ll .(Q) und 8 € N} ein Multiindex. Eine Funktion
gas € L. (Q) heiBt schwache Ableitung von f nach 8, falls gilt:

Vo eCPQ) : [fDP¢pde = (-1l [gs-¢da.
Q Q

Falls fiir alle Multiindizes 8 mit |3| < k eine schwache Ableitung
existiert, so heifit f schwach differenzierbar bis zur Ordnung k.

Bem. e Die schwache Ableitung ist eindeutig in LIIOC(Q).
e Falls eine starke Ableitung existiert, so stimmt sie mit der
schwachen Ableitung iiberein.

e Alternative, dquivalente Definition: Eﬁf heifit schwache
Ableitung von f nach 3, falls eine Folge (fx)ren existiert mit

fx LiN f stark in L, () und DAy koo, 5Bf in Li . (Q).
Notation. DA f := g (wegen Eindeutigkeit)

Bsp. Die schwache Ableitung der Betragsfktn. ist die Signumsfktn.
Die Signumsfunktion besitzt keine schwache Ableitung.

Def. Scik € Nund p € [1,00]. Der Sobolevraum W/

(loc) (€2) ist

W(’j’f;)(g) ={f: Q> R| D’ ex.in LY () f.a. B € Ny mit |8] < k}
1/p
( > ||Dﬂf||ip(g)> , fiirp<oo
1w ) = \IBl<k
> ||DB“||L<><>(Q)’ fiir p = oco.
16]<k

Bem. Alternativ konnen die Sobolevriaume definiert werden durch
Vervollstindigung aller glatten Funktionen unter der W*? (©2)-Norm
als

H*P(Q) == Coo(Q) nWhe(q) 1 Whr@)

={f e WEP(Q) |3 (fm)men in C®(QNWEP(Q) © frn — f in WEP(Q)}.

Satz. Sei f € W*P(Q) fir k € N, p € [1,00] und o € N§ mit
|a| < k. Dann gelten:

o Df e WFIebr(Q) mit DA (D f) = DA fiir B € NF mit
1Bl < k—lal.

o WHP(Q) ist ein Vektorraum und D® : W*P(Q) — Wk=lelr(q)
linear.

o Ist Q' C Q offen, so gilt flg € WRP(Q).

o Ist n € CS°(Q), so gilt nf € WFP(Q) mit Leibnizformel

«

prf) = % (5

)DﬁnDo‘fﬁf mit (g) = 5!(%1,3)!'

Satz. Die Sobolevraume W¥P(Q) sind vollstindig, also
Banachrdume fiir £ € N und p € [1, o0].



Bem. W¥*2(Q) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(f,9)wro@y = > JD°fD’gda.
[B]<kQ
Satz (Eigenschaften von Gliattungen). Sei 2 C R™ offen, ¢ > 0 und
fe VVIIZ'CP(Q) fiir k € No und p € [1,00). Dann gilt:
e Vertauschbarkeit mit schwachen Ableitungen: Fiir alle
Multiindizes 8 € Nij mit |8] < k:

DA(f)=(D?f)c in Q. = {x € Q| dist(z, Q) > €}.
e Erhaltung der Norm: ||fellyyr.p(q.) < IIfllwk.p(q)-

e Approximation: fe <=2 f in WIIZ’CP(Q)

Satz. Sei Q@ C R" offen und beschrinkt, f € WIIZ’CP(Q) fiir k € N und

p € [1,00). Dann gibt es eine Folge (fm)men in C2(2) N WEP(Q)
mit fr, — f in WHP(Q).

Kor. C®(Q) N W¥*P(Q) liegt dicht in WFP(Q).
Def. Sei k € N und p € [1,00). Wir setzen

WEP(Q) = Coo () nWhRa(q) whr@),

Satz (Poincaré-Ungleichung). Sei © C R"™ offen, die in einem
Streifen der Breite d > 0 zwischen zwei parallelen Hyperebenen
enthalten ist. Ist p € [1, 00), so gilt fiir alle f € Wol’p(Q)

JIfIP de < &% [|DfIP da.
Q Q

Bem. Die Poincaré-Ungleichung gilt auch fiir Funktionen
f € WHP(Q) mit verschwindendem Mittelwert auf Q und Q
beschriankt und zusammenhéingend.

Bem. Als abgeschlossener Unterraum von WP () ist Wol’p(Q)
vollstiandig und nach der Poincaré-Ungleichung definiert

HfHWolm(Q) = ”DfHLP(Q,R")
eine zu |||y 1,p () dquivalente Norm auf Wol’p(Q).
Def. Eine Fktn u € W12(Q) heiit schwache Lsg von (6.1), falls
Ja(z)Du(z) - Dé(z) dz + [b(z) - Du(z)¢(z) dz
Q Q

+ [e(@)u(z)p(z)dz = [ f(z)p(z) dx
Q Q

fiir alle ¢ € C3°(2) gilt. Verwendete Notation dabei:

aDu-D¢ = 3 a;jDiuDj¢ und b-Dy¢:=

1<4,j<n 1<i<n

Def. Ist L der lineare Operator aus der partiellen DGL (6.1), so ist
die mit L assoziierte Bilinearform By, : W&’Q(Q) X Wol’Q(Q) - R
gegeben durch

B (v,w) == ({a(z)Dv(m)Dw(m) dm—&—hfb(m)Dv(z)w(x) dm—l—f{c(:ﬂ)v(z)w(m) da.

Lem. Sei L ein gleichméBig elliptischer Differentialoperator mit
Elliptizitdtskonstante . Dann existieren Konstanten C1,Cs > 0 und
Cs > 0 (in Abhéngigkeit von a, b, ¢, n, €2, 0) mit

Br,(v,v) > Cl”””?,vg,z(m - CSH”HQLZ(Q)f

|BL (v, w)| < CQ”'U”WOLQ(Q) ||w||W01‘2(Q)

Satz. Sei L ein glm. elliptischer Differentialoperator. Dann existiert
eine Konstante v > 0, sodass fiir alle 4 > v das Randwertproblem

{Lu+,uu = f inQ
u = 0 aufo

fiir jedes f € L?(f) eine eindeutige schwache Losung u € W(}’Q(Q)
besitzt. Im Fall b =0, ¢ > 0 kann v = 0 gewé&hlt werden.
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