Spektralsequenzen
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Sei A im Folgenden eine abelsche Kategorie.

Bem. Die Homologische-Algebra-Zusammenfassung enthilt
Grundlagen zu ab. Kategorien, Komplexen und Kohomologie.

Def. Eine (homologische) Spektralsequenz (SS) besteht aus

e Objekten E, , € Ob(A) fiir alle p,g € Zund r > 1,
e Morphismen dj, ,

o und Isos a : Hpq(E")=ker(d} )/ im(d} . g 1) —> E’"‘H.

P.q
Sprechweise. e Die Morphismen d;,q heiflen Differentiale.

e Die Gesamtheit E” := {E,  }p,q mit 7 € N fest heifit r-te Seite.

Bem. Man stellt Seiten in einem 2-dim Raster dar:
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Die Differentiale in E? laufen wie Springer-Ziige beim Schach.

Bem. Bei einer kohomologischen Spektralsequenz sind die Indizes
vertauscht und die Differentiale laufen dP9 : EP»4 — EPHma—r+1,

Notation. Man verwendet auch eine zweite, alternative
Indizierung: E;, , :=: E, , mit n =p+q.

Def. Ein Morphismus E — E’ von (homol ) Spektralsequenzen ist
gegeben durch Abbildungen fp q p’q — E!7 mit

D,q
! _ 1
® dygofpg=fp—rgtr—1° dzrnq’ fz;z = Hp,q(fp,q)-
Def. Eine Spektralsequenz konvergiert, falls fiir alle p,q € Z ein
R € N existiert, sodass fiir alle » > R die Differentiale von und nach

E;‘q null sind und damit E;f’q = FR o~ pR+l o pR42

Der Grenzwert der SS ist die Unendlich-Seite E°° := {E}% }p,q-
Notation. E" = E*

Bem. Viele Spektralsequenzen leben im ersten Quadranten, d. h.
E;q = 0 wenn p < 0 oder g < 0. Das impliziert, dass fiir p, g fest
und 7 gro alle Differentiale von und nach Ej , aus dem ersten
Quadranten heraus- oder hineinfithren und damit Null sind.

Somit konvergieren solche Spektralsequenzen immer.
Def. Eine SS degeneriert auf Seite R, wenn dj, ,

Bem. Das entspricht einer Art gleichméfigen Konvergenz.

. T T : T T =
“Bpq = Bprgpr—1 Mit dy_pgyr g 0dp =0

=0 fiir alle r> R.

Def. Eine Filtrierung eines Obj. M € Ob(A) ist eine aufsteigende
Folge ... C F)p, M C Fp4 1M C ... von Unterobjekten von M, p€Z.
Eine Filtrierung heifit regulir, falls

0=nNpFpM ::pll)rzlopr und M =UpFpM = %o_lgonngM.

Eine Filtrierung heifit endlich, falls p_,p4+ € Z existieren mit
0=Fp, M, M=Fp, M.

Def. Eine SS FE konvergiert gegen eine Folge (En)ncz von
Objekten aus A mit Filtrierungen ... C FyE, C Fpi1Eny1 C ...
falls E,%, & Fpy1Eptq/FpEpyq fiir alle p,q € Z.

Bem. Bei vielen SS sind die Objekte E; q oder Ez q bekannt und
man mochte mithilfe der Spektralsequenz die Objekte E,, berechnen.
In anderen Anw. kennt man F,, und schliet daraus auf E
Allgemein gilt: Je mehr Objekte Null sind, desto leichter lasst sich
die SS fiir konkrete Berechnungen verwenden.

Bem. Es gibt Invarianten, die in einer SS von Seite zu Seite
unverandert bleiben:

Def. Sei C eine abelsche Gruppe und x : Ob(.A) — C eine additive
Funktion, d.h. x(X) = x(Y) + x(X/Y) fiir alle (Y — X) € A und
X(X) = x(X') falls X = X’. Fiir einen endl. Komplex K*® heifit dann

X(K®) =32 (=1)"'x(K")

3

Euler-Charakteristik von K*°.

Lem. x(K*) =Y (—1)'x(H'(K*)).

1
Bem. Sei E eine SS, die gegen (En)nez konvergiert. Setze

E} = ®ptg=nFp 4 dy, = Bpre=ndy 4 fiir r € NU {oo}.

Angenommen, fiir ein 7o € N sind alle obigen direkten Summen
sowie E"04 endlich. Dann gilt selbiges fiir alle r > ro und

X(EQ) =32 (=1)" x(Hi(EQ) = x (Bt ) =x(E&) = (="

X(En) = %:X(FerlEn/FpEn) =3 x(Epy)-

pt+g=n

X(E™),

Exakte Parchen

Def. Ein exaktes Pirchen (A, F) in A ist gegeben durch Objekte
A, E € Ob(A) und Morphismen wie folgt

sodass das Dreieck an jeder Ecke exakt ist.
Bem. Fiir das Differential d :=jok: E — E gilt d?=0.

Def. Sei ein exaktes Péarchen (A, E) gegeben.
Dann gibt es ein abgeleitetes Pidrchen (A’, E')

4} A’
mit e E’:=ker(d)/im(d), e A’ :=i(A)C A,
o i =il e j(i(a)) :=[j(a)] € E e K([e]) =k(e)

Lem. Das abgeleitete Pérchen eines exakten Pérchens ist exakt.

Bem. Man erhilt nun aus einem exakten Pérchen (A1, E') durch
wiederholtes Ableiten eine Folge von exakten Pérchen (A", E"),¢n.
Die E” bilden mit d": E” — E" eine Spektralseq. im folgenden Sinne:

Bem. Man kann auch die r-te Seite als einzelnes Obj. E” auffassen.
Dann ist eine Spektralsequenz gegeben durch Objekte E", r > 1,
Differentiale d” : E” — E, mit d” o d” = 0 und Isomorphismen

T H(E") == ker(d")/im(d") — E"t1.

Bem. Sei...C X, C Xp11 C ... eine aufsteigende Filtrierung eines
topologischen Raumes X. Man kann dann die Homologiegruppen
(mit Koeffizienten implizit) iibersichtlich in ein Raster schreiben:

4 4

Hya (Xp) —> Hopa (Xp, Xpa1) — Hn(Xp) = Hu(Xpa, Xp2) =
4 4

Hpa (Xph) — Hpp (Xpp, Xp) —> Ho(Xp) —> Hp(Xp, Xp1) —
4 4

Hpp1 (Xpt2) = Hon (Xpie, Xpn) = Hp(Xpn) — Hp(Xpp, X)) —
4 4

Die langen exakten Sequenzen von Raumpaaren liegen treppenstu-
fenartig in diesem Raster. Man erhilt aus den langen Morphismen

wie in den l.e. S. (rechts, rechts, runter) ein exaktes Piirchen (A, E)
mit A}, = Hp(Xp) und E} , := Hp(Xp, Xp_1). Beim Bilden des

abgeleiteten Parchens verschieben sich die exakten Sequenzen:

U L
2 2 2 2
> At ELiip > AL po1 EL o1 >
4 v
2
> ALt pt Bt pt1 > A E, » ”
+ 1 +
— AL t1,pt2 Eripr2 = AL pia By —
+ 1 +

Prop. Angenommen, in jeder A'-Spalte sind alle bis auf endlich
viele Morphismen Isomorphlsmen Dann hat man in jeder Spalte
stabile obere und untere Werte AL Auflerdem konvergiert dann
die Spektralsequenz der En,p

e Falls A}l’,oo = 0 fiir alle n, dann ist E;°, = FP/FP~1 wobei

n,Foo"

FE = im(Al, — Al ) C AL

eine Filtrierung ... C prl CFPC...von A1 ist.
e Falls A,li’ = 0 fir alle n, dann ist B;°, = F'™ 1/F":l1 mit

FP_i=ker(AL_y o — AL ) CAL |
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Bem. Die erste Bedingung ist dquivalent dazu, dass in jeder
E'-Spalte nur endlich viele Objekte ungleich Null sind.
Angenommen, die Filtrierung des Raums X erfiillt X, = @ fiir p < 0.
Im Homologiesetting ist die Bed. erfiillt, wenn es fiir alle n ein p gibt,
sodass Hp (Xp) 2 Hp(Xp41)2. .. 2 Hyp(X) induziert durch Inklusion.
Dann gilt A), = Hn(X;G) und FEL =im(Hn(Xp; G) = Hn(X;G)).
Man sagt, die SS konvergiere gegen H.(X;G).

Bem. Oft ist X ein CW-Komplex und die Filtrierung X, gegeben
durch die p-Skelette von X. Dann ist E}L,p = Hp(Xp, Xp-1;G) =0
fiir n < p, da (Xp, Xp—1) (p—1)-zusammenhingend ist. Das ist der

Grund fiir die zwei alternativen Notationen E; ,, und Ej .

Bem. In Kohomologie gibt es eine SS mit AT'"? :== H™(X,) und
E"P = H"(Xp, Xp—1). Fiir die Proposition benétigt man dann
H"(X)=...2H"(Xp4+1)=H"(Xp) durch Inklusion fiir alle n und p
groB. Dann ist ELP = F'/F7Y | mit F =ker(H"™(X)— H"(Xp-1)).
Die Leray-Serre-Spektralsequenz

Def. Eine Serre-Faserung ist eine stetige Abb. p: E — B, die die
Homotopieliftungseigenschaft fiir alle CW-Komplexe A erfiillt, d. h.

fir alle H, Ho wie unten, sodass das Quadrat kommutiert, gibt es
ein diagonales H, sodass die Dreiecke kommutieren:

~ />[
\{ g l
) Pie p

Ax[0,1] —2 - B

Lem. Die Homotopieliftungseig. ist genau dann fiir alle CW-Kom-
plexe erfiillt, wenn sie fiir die Kuben A = [0,1]™ erfiillt ist.

Bem. Jeder stetige Weg « : [0,1] — B in B induziert eine Homoto-
piediquivalenz . : p~1(7(0)) = p~1(y(1)) zwischen den Fasern iiber
Anfangs- und Endpunkt. Wenn B wegzshgd ist, so sind alle Fasern
homotopiedquivalent und man notiert /' — E — B fiir die Faserung,
wobei F' die Faser iiber einem beliebigen Punkt ist. Man erhilt eine
Wirkung der Fundamentalgr. w1 (B) auf der Homologie Hy (F') durch

m1(B) = Aut(Hp(F)), [(v:]0,1] = B)] > (s : F — F).

Thm. Sei FF — X — B eine Serre-Faserung, B wegzshgd und G
eine ab. Gruppe. Angenommen, 71 (B) wirkt trivial auf Hy(F; G).
Dann gibt es die (Leray-)Serre-Spektralsequenz mit

E} ;= Hy(B; Hy(F;Q)),

deren Eintrag E,° = E%,_, der Quotient FP/FP=1 in einer
Filtration 0 C FQ C ... C F? = H,(X; Q) von Hp(X; Q) ist.
Konstruktion. Fir einen CW-Komplex B und Faserung p: X — B
mit Faser F sei X, := p~1(B,) das Urbild des p-Skeletts von B.

Da (X, Xp) p-zshgd ist, induziert X, < X einen Isomorphismus
Hy,(Xp; G) = Hp(X; G) fiir n < p. Man zeigt, dass fiir die von dieser
Faserung von X induzierte SS gilt: Ef)’q >~ Hyp(B; He(F; G)).

Bem. Wenn G ein Korper ist, so folgt Hn(X;G) = @pEL, .
Thm. Sei F — X 2 B ecine Serre-Faserung, die die Bedingungen
fiir Ex. der Serre-SS erfiillt, B’ C B ein Unterraum, X’ :=p~1(B’).
Dann gibt es eine relative (Leray-)Serre-Spektralsequenz mit

Ep . = Hy(B,B'; Hy(F; @),
welche gegen H. (X, X'; G) konvergiert.

Bem. Sei eine Abbildung (f, f) von Faserungen, die die Voraus-
setzungen fiir Existenz der Serre-SS erfiillen, wie folgt gegeben:

F— X "B

I ol

Fr—sx 25 B
Dann gibt es ind. Morphismus fi : £ — E’ der zugeh. Serre-SS, der
fiir r — oo gegen die Abb. fi : H.(X;G) — H.(X'; G) konvergiert,
welche mit den Filtrierungen F? und F/P vertriglich ist. Auflerdem
entspricht der Morphismus bei Eiq der von B — B’ und F — F’
induzierten Abbildung Hp(B; Hy(F,G)) — Hp(B'; Hy(F', G)).
Die Zuordnung (f, f) — fx« ist funktoriell.

Prop. Sei eine Abbildung (f, f) von Faserungen wie oben, R ein
Hauptidealbereich. Wenn zwei der Abbildungen F — F’, B — B’
und X — X’ Isomorphismen in Homologie mit R-Koeffizienten
induzieren, so auch die dritte.

Def. Sei F — X 2 B eine Serre-Faserung. Betrachte
Hy(B) 25 Hy(B,bo) <2 Hn(X, F) 25 Hpo 1 (F)
Dabei ist ix ein Iso fiir n > 0, p« aber im Allgemeinen nicht.
Die Transgression ist die induzierte Abbildung
tn 2 i (im(ps)) = Hn—1(F)/0(ker(py)).

Bem. Die Transgression entspricht dem Verbindungsmorphismus
mn(B) = 7n—1(F) in der l.e. S. von Homotopiegr. einer Faserung.
Manchmal wird auch die additive Relation R C Hy,(B) X Hp—1(F)
als Transgression bezeichnet.

Prop. Die Transgression ist gleich einem Differential der Serre-SS:
th =dn : By g — Ef 1.

Thm. Sei F' — E — B eine Serre-Faserung, B wegzshgd und G eine

ab. Gruppe. Angenommen, 71 (B) wirkt trivial auf H*(F;G). Dann

ex. die (Leray-)Serre-Spektralsequenz fiir Kohomologie mit
EY? = HP(B; HI(F;G)),

deren Eintrag EL"™P der Quotient F}'/F}' ; in einer Filtration

0CFE})C...CFy=H"(X;G) von H"(X; G) ist.

Lem. Sei FF'— E— B eine Serre-Faserung, die die Bed. fiir Existenz

der Serre-SS erfiillt und R ein Ring. Dann gibt es bilineare Abb’n

EP9 x ESt — EPYOatt (4 ) s oy

mit folgenden Eigenschaften:

o d, ist derivativ: dr(zy) = (dr2)y + (=1)P92(dy)

e Die Abbildung m,41 ist gegeben durch

mrt1([a], [y]) = [mr(, y)]
fiir z,y € ker(d,). Diese ist wohldefiniert wegen Derivativitét.

o ma: EDIXESY - EPTS9H st das (—1)9°-fache des

Cup-Produkts

HP(B; HI(F; R)) x H*(B; H'(F; R)) — HP"™*(B; HT"*(F; R)),
wobei Koeffizienten mit dem Cup-Produkt von H*(F'; R),
U: HY(F;R) x H'(F; R) — H?"*(F; R), multipliziert werden.

e Das Cup-Produkt in H*(X; R) respektiert die Faserungen von
H"(X; R) und schrinkt daher ein zu Abb. F" x F' — F;TS’"
Die induzierte Abbildung auf dem Quotienten
FJYFyLy x FRJFN oy — B )Y entspricht
Moo : ER™MTP x BN — EPFsmin=—p=s

my = mg,q,s,t

Die Spektralsequenz eines filtrierten Komplexes

Def. Sei K* € Kom(A) ein Kokettenkomplex mit absteigender
Filtrierung ... D> FPK® > FPT1K® 5 ... durch Unterkomplexe.
Dann gibt es eine Spektralsequenz E mit

~ 1,q—1 —r+1,q4+r—2
B 2 (T A )
ZP1 = (d—l(Fp+er+q+1) n Fpr+q)
Angenommen, die Filtrierung ... D FPK™ D FPTIK™ 5 . von K"

ist fiir alle n € Z endlich. Dann konvergiert die SS gegen H*(K*),
d.h. es gilt EPY =~ FPE"/FPHLE™ mit

FPE™ = im(H"(FPK® — K*)) C H"K®.

Def. Ein Doppelkomplex L®® besteht aus einem 2-dim. Raster
(L*);,5ez von Objekten und horiz. und vertikalen Differentialen

d? c LY — LI und dlI]I (LY — LB fiir die gilt:

i+1,5 ij t,7+1 1]
dI ’ OdI = d; Od[[7

i,5+1 ij _ gi+1,g iJ
, 7 dy od d; 7 ody.

I — YII

Ein Morphismus f : L*®* — K*®*® zwischen Doppelkomplexen besteht
aus Abb. fY : L* — K% die mit beiden Differentialen vertauschen.

Notation. DKom(.A) := Kat. der Doppelkomplexe mit Obj. aus A

Def. Der Diagonalkomplex (SL)® eines Doppelkomplexes L®® ist

(SL)™ = @ij=nl, dpe(1¥) = d7 (17) + (=1)'d?,(17).
Bem. S : DKom(A) -+ Kom(A) ist ein Funktor.

Def. Sei L*® ein Doppelkomplex. Definiere
HY (L**) == ker(dy )/ im(d} ).
Dann induziert d;; Abbildungen dy/; , : H (L**) — Hp7*1(L*®).
Diese sind Differentiale im Kettenkomplex (HY*®(L®*®), d”};*)
Setze Hpy ;= HJ (Hp*(L**)) und analog Hy;, = Hj(Hy} (L**)).

Bem. Sei L*® ein Doppelkomplex. Dann gibt es eine horizontale und
eine vertikale absteigende Filtration von SL®:

FP(SL)" = &iyjmn,izpl,  F(SD)" = @it jmn j2q LY.

Angenommen, fiir alle n € Z sind beide Filtrationen von (SL)™
endlich (das ist z. B. der Fall, wenn L®® im ersten Quadranten lebt).
Dann konvergieren die zu den Filtrierungen assoziierten
Spektralsequenzen 'E und T'E beide gegen H*(SL®).

Prop. Es gilt in dieser Situation:

BT = HYY (L**), ED?T = HJ} (L°°).
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