Zusammenfassung Stochastik I

©o Tim Baumann, http://timbaumann.info/uni-spicker|

Der abstrakte Maf3- und Wkts-Begriff

Def. Eine Ereignisalgebra oder Boolesche Algebra ist eine
Menge 2 mit zweistelligen Verkniipfungen A (,und“) und Vv
(,oder), einer einstelligen Verkniipfung = (Komplement) und
ausgezeichneten Elementen U € 2 (unmogliches Ereignis) und S € 2A
(sicheres Ereignis), sodass fiir alle A, B,C € 2 gilt:

e ANA=A e ANB=BANA e ANS=A

e ANU=U e ANA=U e AN(BANC)=(AAB)AC
e AVA=A e AVB=BVA e AVS=S

e AVU=A e AVA=S e AV(BVC)=(AVvB)VvVC
e AN(BVC)=(AAB)V(AACQC)

Def. Sei 2 eine Ereignisalgebra und A, B Ereignisse.

e Durch A< B :<= AA B = B (gesprochen A impliziert B) ist
auf 2 eine Partialordnung definiert.

e A und B heiflen dquivalent, falls A < B und B < A.

e A und B heiflen unvereinbar, falls AANB =U.

Kor. In einer Ereignisalgebra 2 gilt mit A, B € :
e« A=A e A<B < B<A
e AVB=AAB e AAB=AVB

(Kontraposition)

(De Morgansche Regeln)
Kor. Durch Induktion folgt aus den De Morganschen Regeln:
n n o ___ n n o ___
( Az) = A A; und (/\ Az> =V A; fir Aq,...,Ap €.
i=1 i=1 i=1 i=1

Def. Eine Algebra (Mengenalgebra) iiber Q ist ein System von
Teilmengen 2 C P(2) mit 2 € 2, das unter endl. Vereinigungen und
Komplementen stabil ist, d. h. fiir alle A, B € 2 gilt:

e Qe e AUBe e A =Q\Aec

Bem. Aus den De Morganschen Regeln folgt, dass Mengenalgebren
auch unter endlichen Schnitten stabil sind.

Satz (Isomorphiesatz von Stone). Zu jeder Ereignisalgebra 2 gibt es
eine Menge €2, sodass 2 isomorph zu einer Mengenalgebra iiber 2 ist.

Notation. AA B :=(A\ B)U (B\ A) heifit symm. Differenz.

Def. Eine o-Algebra iiber (2 ist eine Algebra 2 C P(Q) {iber £,
die auch unter abzdhlbaren Vereinigungen stabil ist, d. h.

o0
U An €2 fiir alle Folgen (An)nen in 2.
n=0

Bem. Jede o-Algebra ist auch unter abzihlb. Schnitten stabil.

Def. Sei (An)nen eine Folge in einer o-Algebra 2. Setze

oo o0
U N Anex

n=1m=n

o0 o0
limsup A, = (| U An €%,

liminf A,, =
n— oo n=1m=n n— oo

Bem. In einer o-Algebra, in der die Mengen mogliche Ereignisse
beschreiben, ist der Limes Superior das Ereignis, das eintritt, wenn
unendlich viele Ereignisse der Folge A, eintreten. Der Limes Infinum
tritt genau dann ein, wenn alle bis auf endlich viele Ereignisse der
Folge A, eintreten.

Def. Eine Folge (An)nen in einer o-Algebra 2 konvergiert gegen
A € 2, notiert lim A,, = A, falls A = liminf A,, = limsup A,,.
n—oo n—oo

n—00

Satz. Fiir isotone / antitone Folgen (Ap)nen in 2 gilt:

) (o) . oo
nll{nooAn = nL:Jl An / nli}mooAn = nf]l An

Def. Ein Ring (Mengenring) iiber Q2 ist ein System von Teilmengen
R C P(Q) mit @ € R, das unter endlichen Vereinigungen und
Differenzen stabil ist, d. h. fiir alle A, B € R gilt:

e DeR e AUBE®R e A\Be®R

Bem. Ein Ring ist auch unter Schnitten stabil, da

ANB=(AUB)\ (AAB).

Def. Ein o-Ring iiber Q ist ein Ring R C P(Q) iiber Q, der auch
unter abzéhlbaren Vereinigungen stabil ist, d. h.

U A, €2 fir alle Folgen (An)pen in 2.

n=0
Bem. Jeder o-Ring ist auch unter abzihlb. Schnitten stabil.
Satz. 2 ist (o-) Algebra <= 2 ist (o-) Ring mit Q € 2.

Satz. Sei (2;);c; Familie von (o-) Ringen / (o-) Algebren iiber Q.
Dann ist der Schnitt () 2; ein (o-) Ring / eine (o-) Algebra tiber Q.
icl

Def. Sei E C P(f). Setze
R(E) ={RCP(Q)|E CR R o-Ring} und
AE) ={ACP(Q)|E CAA o-Algebra}.
o(E) o(B)= N 2

= N R,
RER(E) A A(E)
von E erzeugter Ring bzw. von E erzeugte o-Algebra.

Dann heiflen

Def. Die Borel-Mengen in R! sind B(R!) := (), wobei wir £
aus folgenden dquivalenten Optionen wihlen diirfen:

e {(a,b] |a<b} e {(a,b) |a <b} e {G CR'|G abgeschl.}
o {[a,b] |[a<b} o {[a,b) |a <b} e {F CR'|F offen}

Notation. Rl := RU {—o0, +00} = [—00, ]
Def. Funktionen mit Wertebereich R heifflen numerisch.

Def. Sei R ein Ring iiber Q. Eine Fkt. p: R — [0, co] heifit

e Inhalt auf R, falls u(P) = 0 und pu(A U B) = p(A) 4+ p(B) fiir alle
A, B € Rmit AN B = 0 gilt.

e Pramafl auf R, wenn p ein Inhalt ist und fiir alle Folgen

(An)nen in R mit A; NA; =0 fiir ¢ # j und U1 Apn € R gilt:

n=

oo o)
u( U An> =3 u(An) (o-Additivitit)
n=1 n=1

e Mafl, wenn g PradmafBl und SR in Wahrheit sogar eine o-Algebra
ist. Dann ist die letzte Vorraussetzung in Punkt 2 immer erfiillt.

Def. Ein Inhalt/Maf p auf einem Ring / einer o-Algebra 2

e heifit endlich, falls p(2) < oo,

e heifit o-endlich, falls eine Folge A, in 2 existiert, sodass

Q= U An und VieN: u(A;) < oco.
neN

Notation. Sei 2 eine Menge. Die Indikatorfktn von A C © ist

1, fallswe A
=14:Q—R, = [{*x|lwe A} ="
Xt A w i [ lw H {O, falls w ¢ A.
Bsp. Sei R ein Ring iiber Q und w € Q. Die Abbildung
0w : R —[0,00], A ly(w)
ist dann ein Pramaf auf R, genannt Dirac-(Pri)-Maf.

Lem. Sei p ein Inhalt auf einem Ring R. Seien A, B € R und
(An)nen Folge in R mit pu(A) < cound Vn € N : u(Ay) < co. Dann:

® u(AUB) = pu(A) +pu(B) — n(AN B)

e ACB = u(A) <u(B) (Isotonie)

e ACB = pu(B\A)=uB)-unA)

o u( CJ A;) < i w(As) (Subadditivitét)
i=1 i=1

Satz. Sei R ein Ring und p ein Inhalt. Es gelten fiir n € N und
Aq, ..., An € R die Ein- und Ausschlussformeln

n
PATU L UA) = S (=D Y (A, nen Ay,
k=1 1<iy <...<ip<n

n
p(ArN..NAy) = 3 (D1 5 (A, U UA,).
E=1 1<i1 <. <ig<n
Satz. Sei p ein Inhalt auf R C P(Q2). Wir betrachten die Aussagen:
(i) p ist ein PramafB auf R.
(ii) Stetigkeit von unten: Fiir jede monoton wachsende Folge
oo
(An)nen in R mit A= lim A, = |J Ap € Rgilt
n— o0 n=0
lim u(An) = u(A).
n— oo
Stetigkeit von oben: Fiir jede monoton fallende Folge (Arn)nen
o0
in R mit p(Ag) <oound A:= lim A, = (| An € Rgilt
n— oo 0
lim u(An) = u(A).
n—o0
Fiir jede monoton fallende Folge (An)nen in R mit u(Ap) < oo
oo
und lim A, = (] A, =0gilt lim u(A,)=0.
n— oo n— o0

n=0

(iii)

(iv)

Dann gilt (i) < (i) = (ili)) <= (iv).
Falls p endlich ist, so gilt auch (ili) = (ii).
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Def. Seien a = (a1, ...,aq4),b = (b1,...,bq) € R%. Wir schreiben
a < b, falls a; < b; fiir alle ¢ € {1,...,d} gilt. Dann heifit

(a,0] = {(z1, ..., zq) € R |a; < z; < by fiir alle i € {1,...,d}}
von a und b aufgespannter Elementarquader in R?.

Def. Sei f:R? — R! eine Funktion, z = (z1, ..

d
5 xq) € R und
h = (h1,...,ha) € R%,. Dann heift

(AF)(z,z + R)) = 32 (=1)4=CrbF00) £y 4 61ha, ..., za + Saha)
81,...,04€{0,1}

Zuwachs von f im Elementarquader (z,z + h].

Def. G :R? — R heiBt maBerzeugende Funktion, falls

e G ist nicht-fallend in jedem Argument, d.h. fiir alle k € {1, ...,d}
und z1,...,z4 € Rist f(z1,...,2k—1, = Tk+1, ..., £q) nicht-fallend.

e ( ist rechtsseitig stetig in jedem Argument, d. h. fiir alle
ked{l,..,d} und z1,...,zq € R gilt

Llino f(x17 oy T—1, Tk + h, Th41s xd) = f(Il, ey Id)‘

e Fiir allez € R? und h € R‘éo ist der Zuwachs
(AG)((z,z+ h]) > 0.

Def. Eine maflerzeugende Funktion F' heifit Verteilungsfunktion
(VF) in R?, falls zusitzlich gilt:

mllglog‘(acl, v g) =1 und lim F(z1,....,2q) =0

T;—>—00
T g—00

fiir alle 4 € {1, ...,d} und z1, ..., T, ..., g € R fest.

Bem. Sei G, : R' — RL fiir i € {1, ..., d} maBerzeugende Funktion
im R, dann ist

G:RY 5 RL,,  (21,..,2q) = G1(z1) - ... - Galzq)

eine maflerzeugende Funktion in R? und es gilt fiir jeden

Elementarquader (a,b] C R? mit a = (a1, ...;aq), b= (b1,...,bq):

d
(AG)((a,b]) = _Hl (Gi(bi) — Gi(ai)) -
i=
Satz. Der Ring aller Elementarquader im R? ist

m
Ri={1] (ai,b;] | m € Nund (a1,b1], ..., (@m, bm]
=1 disjunkte Elementarquader im R%}

und fiir jede maflerzeugende Funktion G : R? — R! definiert

m

Ll (e b = 32 (AG)((as,bi)

=1

pe R = [0,00)

einen Inhalt auf R, der sogar ein Pramaf ist.

Def. Eine numerische Funktion p* : P(2) — R heifit #ufleres Maf3
auf €, wenn gilt:
« 10 =0

e ACB = u*(A) <up*(B) (Monotonie)

o0
e Fiir eine Folge (An)nen in P(Q) gilt p* ( U An> < 53 pr(An).
n=0

neN

Bem. Wegen p* () = 0 und der Monotonie nimmt ein dufleres Mafl
nur Werte in [0, co] an.

Def. Eine Teilmenge A C Q heifit p*-messbar, falls
Q) = 1H(@QN A) + (@A) fiir alle @ C .

Satz (Carathéodory). Fiir ein dueres Mafl p* : P(Q2) — [0, o0] ist
o A" :={ACQ|Aist p"-messbar } eine o-Algebra und

o u¥|g+ ein Mafl auf 2*.

Satz (1. Fortsetzungssatz). e Sei p ein Pramaf auf einem Ring

R iiber . Dann existiert eine Fortsetzung & von p zu einem Mafl
auf der von R erzeugten o-Algebra 2 := o(R), sodass fi|w = p.

e Falls p o-endlich ist, so ist die Fortsetzung eindeutig.

Bem. Im Beweis wird ein dufleres MaBl p* auf Q so definiert:

6Q) = {(An>neN

o0
QC U A, und A, Folge in ER} ,
n=0

i@ = nt ({ £ uta

(An)nes € 9@ f U {o0))
Das duflere Maf§ u* eingeschriankt auf 2* D A(R) ist ein Maf.
Def. Sei Q eine Menge und 2 C P(Q2) eine o-Algebra auf 2, sowie

gegf. u ein Maf3 auf 2. Dann heifit
e das Tupel (2,2) messbarer Raum,

o das Tripel (Q,2, 1) MaB3raum.

Satz. Unter den Bedingungen des 1. Fortsetzungssatzes ist A* die
grofite o-Algebra R mit 2 C 2, sodass p* |5 ein Maf ist.

Def. Sei (Q,2, 1) ein Mafiraum. Eine Menge N C Q heif}t
Nullmenge, falls es ein A € 2 gibt, sodass N C A und p(A) = 0.

Def. Ein Mafiraum (2,2, 1) heifit vollstéindig, falls jede
Nullmenge N C 2 ein Element von 2 ist.

Satz. (,2A*, u*|y+) ist vollstédndig fiir jedes bel. duflere Maf p*.

Satz. Jeder Mafiraum (2,2, ¢) kann zu einem vollstéindigen
Mafraum (9,2, c) erweitert werden mit

Ae :={AUN|A €A N p-Nullmenge}, pc(AUN):= pu(A).

Satz. Sei p ein o-endliches Pramafl auf dem Ring R iiber Q sowie
A := o(R). Dann gilt A* = Ac und p*|g+ = fic, wobei i das
eindeutig fortgesetzte Maf ist.

Sprechweise. Eine Eigenschaft oder Aussage gilt fiir fast alle
w € Q oder p-fast-iiberall, wenn es eine Nullmenge No C 2 gibt,
sodass die Aussage oder Eigenschaft fiir alle w € N§ gilt.

Def. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum.

e Dann heifit o diffus (atomlos), falls u({w}) = 0 fiir alle w € Q.

e Sei 7 ein weiteres Maf auf (2,2). Dann heifit u absolut stetig
beziiglich n (notiert pu < 1), falls

nA) =0 = u(A)=0 firalle A € 2.

Def. Die von den Elementarquadern im R? erzeugte o-Algebra heifit
Borel-o-Algebra B(R%). Das von der mafierzeugenden Funktion

G:R? 5 R, (1,..c,xqg) = 1+ .. Tg

erzeugte Pradmaf auf dem von den Elementarquadern erzeugten Ring
pe, das zu einem MaB fig auf B(RY) fortgesetzt wird, heift
Lebesgue-Borel-Maf3. Die durch Hinzunahme aller Nullmengen
vervollstindigte o-Algebra 2* = B(RY). heifit Lebesgue-o-
Algebra und das fortgesetzte Mal A\g := pg; Lebesgue-Maf.

Satz. Das Lebesgue-Mafl auf dem R? ist bewegungsinvariant, d. h.
VA€ BRY, 0eS04 xR : Ag(O-A+x)=Ng(A).

Das Lebesgue-Maf ist bis auf einen multiplikativen Faktor das
einzige verschiebungsinvariante Ma$ auf (R%, B(R%)).

Sprechweise. Sei (2,2) ein messbarer Raum. Wir nennen 2
abstrakte Grundmenge und die Elemente von 2 Elementarereignisse.
Die o-Algebra 2 enthélt zufillige Ereignisse, unter anderem das
sichere Ereignis 2 und das unmégliche Ereignis ().

Def. Sei (2,2, P) ein Mafiraum mit P(©2) = 1. Dann heifit P
Wahrscheinlichkeitsmaf3 (W-Ma8) und das Tripel (Q,2, P)
Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum).

Sprechweise. Sei (2,2, P) ein W-Raum und A, B € 2. Wir sagen:
e A ist fast sicher, wenn P(A) = 1.

e A ist fast unmoglich, wenn P(A) = 0.
e A und B sind dquivalent, wenn P(AA B) = 0.

Bem. Sei p ein W-MaB auf £(R'). Dann definiert

z +— Fy(z) = p((—o0,z]) eine VF. Fiir eine VF F : R — [0, 1]
definiert umgekehrt pp((a,b]) = F(b) — F(a) ein W-MaB auf £(R).
Analog funktioniert dies auf dem R€.

Def (Wichtige Verteilungsfunktionen).

e Exponentialverteilung mit Parameter A > 0:

Fy(z) = max(0,1 — exp(—Az)) Exp(X)
e Poisson-Verteilung mit Parameter A > 0:
Fi(z)= Y 2%exp(-)) Poi())

0<n<z

e Gleichverteilung auf (a,b]: F(x) = min(1, max(0, +=2))

’b—a

e Normalverteilung (GauBverteilung) mit EW p und Varianz o2:

T (b2
Fp2(z) = ﬁJ& exp (%) dt N(u, o2)
(e—u)2 .
besitzt die Dichte F;wg (z) = \/27177 exp ( (202”) ) und die

Symmetrie F ;2 (u—2) =1 — F, ;2 (p+x).



e d-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswertvektor
m € R? positiv definiter Kovarianzenmatrix C' € R4*:

_ 1 1 T =1
F(z) = Janiaeo (ﬂ)fo I]eXp(—g(y—m) C™ (y—m))dy

e 2-dimensionale Exponentialverteilung mit A\, u > 0, v > 0:

I ] 0, falls z < 0 oder y < 0, ansonsten:
(@9 =9 m O _ a0y o~ Oty max(a,))

Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

Def. Ein Ereignis A € 2 trete bei n Versuchen genau hy,(A) € N
mal auf. Dann heifit

e h,(A) absolute Hiufigkeit von A,

e Hy(A) = h”T(A) relative Hiufigkeit von A.

Bem. Unmittelbar klar:
o H,(A) €10,1] o H,(A) < Hy,(B) fir ACB
e Hy(AUB) = Hup(A)+ Hyn(B) fir ANB =10

Bem. Bei wachsendem n stabilisiert sich normalerweise der Wert
H, (A). Dieser Grenzwert ist die Wahrscheinlichkeit von A.

Def. Seien A, B € 2 Ereignisse, n € N die Anzahl der Versuche.
Dann heif3t

. H,(AnB) _ hn,(ANB)
Hn(A|B) = "B = “ho(B)

die relative Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Bem. Offenbar gilt:
e Hy(A|B)e€[0,1] e Hp(A1|B) < Hp(A2|B) fiir A1 C A>
° Hn(Al L As | B) = Hn(Al | B) + Hn(AQ | B) fir AiNA; =0

Def. Sei Q € £(R?) mit Ag(©2) > 0. Dann heit das W-Maf

P:g(Q) —[0,1], A 3

PWI(®) Gleichverteilung.

Def. Sei Q eine endliche Menge. Dann definiert

A |A|l _ # giinstige Fille

P:P(Q) —0,1], [ = # mogliche Falle

ein W-MaB auf (2, P(€2)), genannt Laplace’sche Wkt.

Bem. Damit sind Berechnungen von Wkten mit kombinatorischen
Uberlegungen moglich.

Lem (Fundamentalprinzip des Zihlens). Seien Aj, ..., A, endliche

Mengen. Dann gilt |41 X ... X Ap| = |A1] -+ |An].

Lem. Sei A eine endliche Menge, r < n := |A| < co. Dann ist die
Anzahl der r-Tupel mit Elementen aus A gleich

| Mit Wdh.  Ohne Wdh.
Mit Ordnung | n” #‘T),
Ohne Ordnung W (:) = T,<+;).

Lem. Sei A eine endliche Menge, n := |A| < co. Dann ist die
Anzahl der moglichen Zerlegungen von A in disjunkte Mengen
Bi, ..., B mit |B;| = n; und ni + ... + ng = n gleich

(" )= — 2 (Multinomialkoeffizient)
ni1,..., Nk nilng!

Modell. Eine Urne enthalte N Kugeln, darunter M < N schwarze.
Dann ist ist die Wkt fiir das Ereignis A7), dass sich unter n
gezogenen Kugeln genau m < min(n, M) schwarze Kugeln befinden,

" G
Bem. Fir Maximum-Likelihood-Schétzungen:
e Der Ausdruck (NfM)/(N) wird maximal bei N := \_"_TMJ

(hypergeometrische Verteilung)

n—m n
e Der Ausdruck (M) . (NfM) wird maximal bei M = LMJ
m n—m n

Modell. Eine Urne enthalte N Kugeln in k¥ < N verschiedenen
Farben, darunter Np in der ersten Farbe, ..., N in der k-ten Farbe,
Ni+...+ Ng = N. Dann ist ist die Wkt fiir das Ereignis A7 .,
dass sich unter n gezogenen Kugeln genau n; < N; Kugeln der
ersten Farbe, ..., und nj; < Ni Kugeln der k-ten Farbe befinden,

n1 + ... + nx = n, gleich
() ()

()

Diese W-Verteilung heifit polyhypergeometrische Verteilung.

P(A™

nl,...,nk) =

Def. Sei (Q,2,P) ein W-Raum und A, B € 2. Dann heifit

P(ANB)
P(A| B) = {OP(B> '

falls P(B) > 0
falls P(B) = 0

)

Wabhrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Bem. Falls P(B) > 0 gilt, so ist P(— | B) ein W-Ma8 iiber B auf der
Spur-o-Algebra | 5.

Lem. Seien Aq,..., Ay € A, dann gilt die Pfadregel:

k
H P(Ai | AiN..N Aifl).
=2

P(A1 n...N Ak) = P(Al) .

Satz. Sei (Q,2,P) ein W-Raum und Aj,... € 2 ein vollsténdiges
Ereignissystem, d.h. paarweise disjunkt mit

Q=[] A
i=1
Dann gilt fiir jedes B € 2 mit P(B) > 0
OO
P(B) = ZIP(B | Ai) - P(Aq)
i=

P(B ‘ An) 'P(An)

(Formel der totalen Wkt)

P(A, | B) = (Bayessche Formel)

8

> P(B| Ai)-P(As)

k3

Il
-

Sprechweise. In der Bayesischen Statistik heifit

o P(A;) A-priori-Wahrscheinlichkeit,
e P(A; | B) A-posteriori-Wahrscheinlichkeit.
Def. Zwei Ereignisse A, B € 2 heilen (P-)unabhingig, falls
P(AN B) = P(A) - P(B).
Bem. o A € 2 mit P(A) = 0 ist unabhiingig zu jedem B € .
e Wenn A, B € 2 unabhéngig, dann sind auch unabhéngig:
(AC7B)’ (A7 BC)7 (AC7BC)
Satz. A, B € 2 unabhingig <= PB| A =P(B).
Def. Sei (A;)ier (I bel.) eine Familie von Ereignissen in 2.
e vollsténdig unabhhéngig, falls
P(A;; N A, NN A; ) =P(A;) - P(Ag,) - ..
oin € I mit 2 <n < oo und
e paarweise unabhiingig, falls

P(A; N Aj) =P(A;) - P(Ay)

‘P(A;,)

fur alle 41, ..

fir alle 4,5 € 1,7 # j.

Achtung. Aus paarweiser Unabhingigkeit folgt nicht vollstdndige
Unabhéngigkeit (Gegenbeispiel: Bernsteins Tetraeder).

Def. Sei (2,2,P) ein W-Raum und 23,2 C 2 Ereignissysteme.
Dann heiflen 201 und 205 unabhingig, falls

]P(Al N AQ) = ]P(Al) ~]P’(A2) fiir alle Ay € 21, Ag € As.

Satz. Seien 2;,2s C 2 unabhiingige Ereignissysteme, die Algebren
sind. Dann sind auch die o-Algebren o(21) und o(2(2) unabhingig.

Satz. Sei (Q,2,P) ein W-Raum, (A4;);en Folge von unabhéngigen
Ereignissen mit gleicher Erfolgswkt P(A;) = p fiir alle ¢ € N. Fiir

k <mn, k,n € N ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Stiick
der Ereignisse Aq, ..., Ay, eintreten, genau

B(k,n,p) = (})p* (1 —p)"~*

Die zugehérige VF x — > B(k,n,p) heifit Binomialverteilung.
0<k<Lz

Lem. Voraussetzung wie im vorherigen Satz. Sei r,k € N, 1 <,

dann ist die Wkt fiir das Ereignis A,(p, dass beim Versuch Ay, der
r-te Erfolg eintritt, gleich

P = ) -t
Im Spezialfall r = 1 ist P(Agcl)) =p(1-p)*.

Satz. Sei (2,2, P) ein W-Raum, Ay, ..., A, € A mit p; == P(A;) fir
i=1,...,k und p1 + ... + pr = 1. Dann ist die Wahrscheinlichkeit,
dass bei n € N Versuchen A; genau ni-mal, Az genau ng-mal, ..., A,
genau ny-mal auftritt (n1 + ... + n, = n), genau

(nl,ﬁ,nr)p?l o 'p:”LT'

Diese W-Verteilung heiit Multinomialverteilung.

B(n1, .., Np, My Py ooy Pr) =

Satz. Fiir 0 <m <n, p € [0,1] gilt

G)GZn) Mo

(f) M/N—p

()P (L=p)" 7™



Satz (GWS von Poisson). Fiir m € N, A € Ry gilt

m

— exp(—A).

npn—XA  m!

n—r o0

(m)pm @ =pu)" ™

Def. Sei (©2,2) ein messbarer Raum mit zwei W-Maflen P; und Po.
Dann heifit
doo (P1,P2) := sup|P1(A) — P2(A)]
Aed

Totalvariation des signierten Mafles P; — Pa.

Satz. Seien P; und Py zwei W-MafBe auf (N, P(N)), Py ({i}) = pi,
P2 ({i}) = ¢; fiir alle ¢ € N. Dann gilt

\gh

deo(P1,P2) = 1 3 |pi — ail-
i=0

Lem. Firn,k € N, p € [0,1] und Py und P2 wie eben definiert

k
durch p; = (M)p"(1 —p)"*, g; = "B exp(—np) gilt

doo (P1,P2) < 2np?.

Lem (Borel-Cantelli). Sei (An)nen eine Folge von Ereignissen iiber
(2,2, P). Dann gilt fiir A = limsup A,

n— 00

P(An) < oo => P(A)=0.
1

M8

Falls die Ereignisse (An)nen unabhiingig sind, so gilt

P(An) =00 = P(A)=1,
1

M8

also zusammengefasst P(A) € {0, 1}.

Def. Sei (2,)nen Folge von o-Algebren iiber Q. Dann ist

oo oo

Too = () T mit Tn::U(U Qlk)
n=1 k=n

die terminale o-Algebra von (Un)neN-

Satz (Null-Eins-Gesetz von Kolmogorow). Sei (2, )nen eine Folge

von unabhéngigen Unter-o-Algebren in einem W-Raum (2, 2, P).

Dann gilt P(A) € {0,1} fiir alle Ereignisse A € To der terminalen
o-Algebra.

Integrationstheorie

Def. Seien (£21,21) und (Q2,22) messbare Rdume. Dann heifit
f 91 = Qo (A1,2)-messbar, falls

F7l(A2) €y fiir alle Ag € Aa.
Notation. Fiir solches f schreiben wir f: (Q1,21) — (Q2,A2).

Beob. Sei (2,2) messbarer Raum, A C €, dann gilt

14 (2 L(RY))-messbar <= A€

Lem. Die Verkettung messbarer Abbildungen ist messbar, d. h. fiir
f: (Ql,Qll) — (QQ,Q{Q) und g : (92,912) — (Qg,mg) gilt
go f : (Ql,gh) — (QJ,QLJ)

Lem. Sei f:Q — Q' eine Abb. und & C P(f2), dann ist
A(STHEN) = FHAE).

Lem. Sei (£2,2) ein messbarer Raum und f: Q — Q' eine
Abbildung, sowie £ C P(Q'). Dann gilt

fist (2, 0(E))-messbar <= fT1(E) € A fiir alle E € £.

Notation. Seien f,g:Q — R zwei numerische Funktionen. Setze
{f <ot ={we|f(w) <gw)}ca

und definiere analog {f < g}, {f = g}, {f > g}, {f =g}, {f # g}-

Satz. Fiir eine Funktion f: (Q,2) — (R1,B) sind dquivalent:

o fist messbar o Va€R : {f>a}=f"1(a,o00]) €A
e VaceR: {f>a}e e VaceR: {f<a}e

e VaeR : {f<a}e
Def. o Sei (Q2,2) ein messbarer Raum, f : Q' — Q eine Abbildung,
dann heif3t
o(f) =t ={f"1(A)]AeA}
die von f erzeugte o-Algebra.

o Sei (€;,%;)ics eine Familie von messbaren Riumen, f; : Q' — Q;
fir alle ¢ € I eine Abbildung. Dann heifit

o((fi)ier) =o(U a(fi)) = o(U £ ()
iel i€l
die von der Familie (f;);c; erzeugte o-Algebra.
Def. Sei (Q,, 1) ein Mafiraum, (Q2,2) ein messbarer Raum,
£ (,2) = (Q,2). Dann ist durch
pp=p o f 1A= [0,00], A p/(f7H(A)
ein MaB auf (£2,21), das sog. Bildmaf} von p' unter f, definiert.

Satz. Fiir zwei numerische Funktionen f,g : (2,2) — (R1,B) gilt:
o {f<gtex o {f>g}e o {f=gtex
o {f<gten o {fzgten o {f#gte

Satz. Seien f,g: (Q,2) — (R!,B) messbare numerische Funktionen
und A, 4 € R. Dann auch messbar ({: falls 0 ¢ Bild(f)):

o X f o f+u-g e f-g o £ (1) e (D

Satz. Seien f, : (Q,2) — (R!,B),n € N messbare numerische
Funktionen, dann auch messbar:
e sup fn e inf fp

neN neN

e liminf fy, e limsup fy,
neN neN
Dabei werden Infimum, Supremum, usw. punktweise gebildet.

Def. Fiir f: Q — R! heifien die Funktionen
o |f| :==max(f,—f): Q — [0,00] Betrag von f

o ft:
o fT

Satz.

max(f,0) : Q — [0, co] Positivteil von f
—min(f,0) : Q — [0, 00] Negativteil von f

Falls f : (Q,2%) — (R1,®B) messbar, dann auch |f|, f+ u. .

Satz. e Sei (2, 0) ein topologischer Raum und f : Q — R" stetig.
Dann ist f (0(O), B(R™))-messbar.

e o(0) ist die kleinste o-Algebra, beziiglich der alle stetigen
Funktionen f : Q2 — R™ Borel-messbar sind.

Satz (von Lusin). Sei M € £(R™) mit A\p,(M) < oo und f: M — R
beschriankt. Dann ist f genau dann Borel-messbar, wenn gilt:

Ve>0: 3K, C M kompakt : A\y(M \ K¢) < € und f|x, stetig.

Def. Eine Funktion f: R — R heifit Cadlag-Funktion (continue &
droite, limite & gauche), falls fiir alle z € R gilt:

lim f(y) existiert und lim f(y) = f(x).
ytx ylx
Beob. Jede kumulierte VF ist eine Cadlag-Funktion.

Def. Die Variation von g : [a,b] — R bzgl. einer Zerlegung
Z ={a=x0 < .. <xzn =>b} von [a,b] ist die nicht-negative Zahl

V(9.2) = X lafa;) - glaz-0)l.
p2

Die Totalvariation von g : [a,b] — R ist
VY (g) == sup{V (g, Z) : Z Zerlegung von [a,b]} € R0 U {oo}.
Falls V(g) < oo, so heit g von beschrinkter Variation.

Satz. Es sind messbar: e Monotone Fktn, e Cadlag-Fktn,

e Fktn von beschrinkter Variation

Def. Eine 2-messbare numerische Funktion X iiber einem W-Raum
(92,2, P) heifit ZufallsgroBe (ZG) oder Zufallsvariable.

Bem. Héufig fordert man zusétzlich P({X = +oo0}) = 0.

Notation. Fiir eine ZG X und eine Fkt. g : Rt — RT schreiben wir
f(X)=foX:Q—RL
Def. Das durch die ZG X induzierte Bildmaf
Px : £(RY) = [0,1], B~ P({X € B}) =P(X~}(B))
heiit Verteilungsgesetz der ZG X und
Fx :R—R, z+ Px((—oo,z]) =P{X <z})
heifit Verteilungsfunktion (VF) der ZG X.

Satz. Sei F eine VF auf R!. Dann existiert ein W-Raum (Q, 2, P)
und eine ZG X auf 2 derart, dass F'x = F.

Beweis. 1. Moglichkeit: Wiihle Q := R, 2 := £(R') und P := up
als das von von F erzeugte Mafl und setze X := id.
2. Moglichkeit: Wahle Q := [0, 1], A := £([0, 1]), P := A\1. Setze

X(w) :=F (w) :=inf{F >w} firw>0, X(0):= lirf(l) F~(w)



Def. Sei X1i,..., Xp eine endliche Familie von ZGn iiber (2,2, P).
Diese Familie heifit stochastisch unabhiingig, falls

(ﬂ{X € B;}) = B, € £(R1).

H P({X; € B;}) fir alle By, ...,

Satz. Seien X7, ..., X, unabhingige ZGn iiber (2,2, P) und
g1, .-y gn : R = R Borel-messbar. Setze Y; = ¢;(X;) = g; o X; fiir
i =1,...,n, dann sind auch Y7, ..., Y, unabhingige ZGn.

Def. Eine Funktion f: (2,2) — (R,B) heifit einfache Funktion
oder Elementarfunktion auf (Q,2), wenn gilt:

e f ist messbar e f(R2) C[0,00) o f(Q) ist endlich
Die Menge aller elementaren Funktionen auf (Q2,2) ist E(2,2l).

Notation. a A b:=min{a,b} und aV b := max{a,b}

Satz. Seien f,g € E(2,2) und a > 0. Dann auch in E(Q, 2):

* f+yg *f-g e fVyg e fAg sa-f
Def. Sei f € E(2,2) und Q = Ay U... U Ay, eine disjunkte
Vereinigung von Mengen mit A; € & fiir alle j = 1, ..., k, sodass

f(A;) ={y;}, dann heifit die Darstellung

kanonische Darstellung.

k
= Z Y5 - ﬂA]‘
j=1
Def. Sei (©,2, ) ein Mafiraum, f : Q — R elementar. Dann heif3t
k
die (von der Darstellung f = >° y; - 1a; unabh.) Zahl
j=1

p-Integral von f.

k
JFdu= 3 yju(A;)
Q j=1

Satz. Es gilt fir f,g € E(Q,2), a,b > 0:
o [ladu=p(A) e f<g = [fdu< [gdu
Q Q Q

o fa-f4+b-gdp=a-[fdu+b- [gdu
Q Q Q

Satz. Sei (fn)nen eine isotone (= monotone) Folge elementarer
Funktionen iiber (,2). Dann gilt fiir jede elementare Funktion f

mit f < sup fn die Ungleichung [fdp < sup [ fn dp.
neN Q neNQ

Kor. Seien (fn)nen und (gn)nen isotone Folgen elementarer

Funktionen mit sup fr = sup gn. Dann ist sup [ fn dp = sup fgn du.
neN neN neNgQ neN

Satz. Sei f: (9,2, 1) —
isotone Folge (fn)nen elementarer Funktionen mit sup fn, = f.
neN

Def. Sei f: (Q,2%, 1) = (RY, £(R1)) nichtnegativ und (fn)ney eine

Folge elementarer Funktionen mit sup f, = f. Dann heifit
neN

Jfdu:=sup [fndp p-Integral von f.
Q neNQ

(RT, £(R1)) nichtnegativ. Dann gibt es eine

Def. Eine 2-messbare, numerische Fkt. f : (2,2, u) — (R1, £(R1))

heiflt p-integrierbar, falls
ff+dp,<oo und  [f~ dp < oo.
Q Q
In diesem Fall definieren wir das Lebesgue-Integral von f als
ffdu::ferdu—ff*du.
Q Q Q
Satz. Sei f:(Q,2,u) —

e f ist p-integrierbar
o |f] ist p-integrierbar

e fT und f~ sind p-integrierbar
e 3 u-integrierbare Funktion g mit |f] < g

Satz. Seien f,g: (Q,2, p) — (R, £(R1)) p-integrierbar und

a, B € R. Dann sind auch p-integrierbar:

e fxyg e fvyg e fAg

Esgilt: ® J(a-f+B8-9)du=affdu+8[gdp
Q Q Q

o |[fdul < [Ifldp o f<g = [fdu< [gdu (Monotonie)
Q Q Q Q

o a-f
(Linearitét)

Achtung. Das Produkt (f - g) ist i. A. nicht p-integrierbar!

Def. Sei (2,2, 1) ein MaBraum und f : (©,2) — (RY, £(R1)). Fiir
p € [1,00) heiit f p-integrierbar, falls |f|? u—lntegrlerbar ist.

LP(,2, ) == {f : @ = RL| f p-integrierbar, also [|f|P du < oo},
Q

QA p) = {f: Q= RIC >0 : |f| <C fast iiberall}

ist dann ein VR, genannt Lebesgue-Raum (LP-Raum), mit Norm

1
£l = (1fIP dp) P
Q

1o = esssup | f(w)] = inf{C € R||f| < C fast-itberall}
weN

Wir betrachten in LP zwei Funktionen als gleich, wenn sie bis auf
einer Nullmenge iibereinstimmen. Die A-Ungleichung in LP wird
auch Minkowski-Ungleichung genannt.

Satz. Der LP(u) ist ein vollstindiger normierter Raum, d. h. jede
Cauchy-Folge bzgl. der Norm |||, ist auch konvergent.

Satz. Sei f € LP(Q,2, 1), g € LI9(2,2, 1) mit % + % = 1. Dann ist
fg € Ll(Q,Ql7 1) und es gilt
l£glly < WA, - llgllg

Bem. Fiir p =2 ist LP(Q, 2, u) der Hilbertraum der quadratisch
integrierbaren Funktionen mit dem Skalarprodukt

(f,9) = [(f-g)dp
Q

(Hoslder-Ungleichung).

Mit ¢ = 2 folgt aus der Holder-Ungleichung

KAl =Ilfglly < Nfll2 - llglly  (Cauchy-Schwarz-Ungl.)

(RT, £(R')) messbar. Dann sind dquivalent:

Satz. Sei f: (2,2, ) — (R1, £(R1)) nichtnegativ. Dann gilt

[fdu=0
Q

Satz (von der monotonen Konvergenz). Sei fiir alle n € N die
Funktion f, : (2,9, ) — (R, £(R!)) nicht negativ und 2-messbar,
sodass (fn)nen eine isotone Folge ist. Dann gilt

J lim fodp= [sup fndp=sup [fndu= lim [fndp.

Kor (Beppo Levi). Sei (fn)nen eine Folge nicht negativer,
A-messbarer, numerischer Funktionen auf (2,2, u). Dann gilt

/ Z fndp = Z ffndu

Q n=1

Satz. Sei (Q,%, ) ein Mafiraum und f : (Q,2) — (RI, £(R1))

nichtnegativ und p-integrierbar. Dann definiert

v:A—[0,00], AHffdM:ff'XAdN
A Q

ein zu p absolut stetiges, endliches Maf3 auf (Q,2).

Lem (Fatou). Sei fiir n € N die Fkt. fy, : (R, £(RY))

nicht negativ und 2A-messbar. Dann gilt

(% p) —
S{lggloréf fndu < lgglo%fgfzfn du.

Falls [ sup fn dp < oo, gilt zusétzlich
Q neN

fhm sup fn dyp > hm nsup ffn du.

n—00

Def. Eine Folge (fn)nen 2-messbarer, numerischer Fktn. iiber
(92,2, ) konvergiert p-fast-iiberall gegen f: Q — 2, falls

ILm fn(w) = f(w) fir p-fast-alle w € Q gilt.

Satz (Riesz). Sei (fn)nen Folge in LP(Q, 2, 1), fn f_>—“> f mit
n oo

f € LP(u). Dann gilt

LP(p)

vt BRI (UL Thes

Satz (von der majorisierten Konvergenz). Sei (fn)nen Folge
2l-messbarer numerischer Funktionen auf (Q,2l, 1) und g € L (u)
nicht negativ, sodass |fn| < g fiir alle n € N. Sei desweiteren

— f.
f: Q — R messbar mit f, u> f. Dann ist
n—r

feL'(p) mit [fdu= lim [fndp.
Q Q

Satz. Sei f: (2,2 1) — (,2) und g’ == po f~! das BildmaB von
w unter f. Sei g : (', 2A') — (R, B(R!)) nicht negativ. Dann gilt

Soduw' = [(go f)dp.
Q7 Q



Satz (Transformationssatz). Sei U,U @ R? und sei ¢ : U — U ein

C I—Diﬁeorgorphismus. Dann ist eine Funktion f : U —RI genau
dann auf U Lebesgue-Borel-integrierbar, wenn

(fo¢)-|det(Dg)| : U — R auf U Lebesgue-Borel-interierbar ist. In
diesem Fall gilt

J(fo¢) |det(Dg)|dAg = [ fdAa= [fdAa.
v #(U) U
Obige Gleichung ist auch erfiillt, wenn lediglich f > 0 gilt.

Def. Fiir eine ZG X : (Q,2,P) — (R1, B(R1)) heiBt die Zahl

EX := [X dP Erwartungswert (EW) von X.
Q

Bem. Fiir eine konstante ZGe X : Q@ - R, also Vw € Q : X(w) =z,
gilt EX = 2.

Satz. Der Erwartungswert ist linear, d. h. fiir ZGn X und Y und
AER gt EQAX +Y) =AEX +EY.

Satz. EX = [ id dPx, wobei Px :=Po X1,
]Rl

Kor. Seig: R' — R' messbar und Px-integrierbar. Dann gilt
[e o]
Eg(X) = [gdPx = [ g(z)dPx(z),
RL —oo

wobei rechts ein uneigentliches Riemann-Stieltjes-Integral steht.

Def. Fiir Zufallsvektoren X = (X1, ..., X§) mit Werten in RF
definieren wir EX = (EX7,...,EX}).

Bem. Sei X = (X1, ..., X}) ein Zufallsvektor und g : RF 5 R
Borel-messbar und Px-integrierbar. Dann ist

Eg(X1,...,Xy) = [gdPx.
Rk
Satz. Sei Fx VF einer ZG X : (Q,2,P) — (R!, £(R!). Dann
existiert fiir Lebesgue-fast-alle = € R! die Ableitung F'(x).

Def. Sei Fx VF einer ZG X : (Q,9,P) — (R, £(RY).
e ['x heifit diskret, falls F'x hochstens abzahlbar viele
Sprungstellen z1, x2, ... € R besitzt mit
o0
VjeJCN: pj:=Fx(z;)—limFx(z) >0, > pj=1.
ztx j=1
Dann ist Fx zwischen den Spriingen konstant.
o Fx heifit stetig (diffus, atomlos), wenn F'x in jedem Punkt stetig
ist. Dann gilt Px ({X = z}) =0 fiir alle z € R.
Fiir stetige Verteilungen ergibt sich eine weitere Unterteilung;:
e F'x heifit absolutstetig (totalstetig), wenn es fiir alle € > 0 ein
§ > 0 gibt, sodass fiir héchstens abzihlbar viele, disjunkte
Intervalle I}, = (ak,bg] mit k € J C N gilt:

2 (b —ag) <d = 3 (Fx(by) — Fx(ar)) <e.
keJ keJ

e Fx heifit singulérstetig (stetig, aber nicht absolutstetig), wenn
die Wachstumspunkte von Fx eine Nullmenge bilden, also

M{z R Ve>0: Flz+e)—F(z—¢€) >0})=0
oder dquivalent dazu die Ableitung fast-iiberall verschwindet, also
M({z €RY| Fi(x) =0}) = 1.

Satz. Jede VF F auf R! besitzt eine eindeutige Zerlegung
(Lebesgue-Zerlegung) als konvexe Linearkombination einer
diskreten, einer singuldr-stetigen und einer absolut-stetigen VF

F =agF;+ asFs +agF, mit ag,as,aq >0, ag+astaq, = 1.

Def. Falls F'x absolut-stetig, dann heifit die nicht negative,
Lebesgue-messbare Funktion

F%(x), falls Ableitung ex.

foX:F&ZRA)R>0, .CEP—){
= 0, sonst

(Wahrscheinlichkeits-)Dichte (WD) von Fx bzw. von X.
Bem. Dann gilt fir alle y € R:
Y oS}
Jfx(z)dz = Fx(y), also insbesondere [ fx(z)dz =1.
— o0 — 00

Bem. Fx ist als VF genau dann absolut stetig, wenn das Maf§ Px
beziiglich A1 absolut stetig ist (also Py < A1 gilt).

Satz. | [z fx(z)dz, falls Fx absolutstetig mit WD fx
EX = {&
Z x; - pj, falls F'y diskret mit Spriingen p;
JeJ bei z;, j€ JCN

Satz (Erwartungswerte bekannter Zufallsverteilungen).

e Fiir X ~ Poi(A\): EX =\ e Fiir N~ N(u, 02): EX =p

e Fiir X ~ Exp(\): EX = § e Fiir N~ N(0, 1): E[X| = /2
Bem. Die Cauchy-Verteilung hat die VF bzw. die W-Dichte

F(z) = %arctan(a}) + %7 fz) = m

Eine Cauchy-verteilte ZG X hat keinen EW, da [ |z| - f(z) dz = oo.
Rl

Def. Seien X1, ..., X4 : (2,2, P) = (R, B(R!)) ZCn,

F=Fx,..x, R [0,1], (21,.,2a) = P(X1<z1, .., Xp<my)

die dazugehorige VF und P = P x, .. x,) das von der VF
induzierte MaB auf B(R?).

e F heifit diskret, falls es eine hochstens abzihlbare Menge
{yi € R?|i € I} mit I C N gibt, sodass

Viel: P({yi}) >0 und %P({yz}) =0.

e F heiflt stetig, wenn P({y}) = 0 fiir alle y € R.

e F heifit absolut stetig, falls das Mafl P absolut stetig bzgl. dem
Lebesgue-Maf ist, also P < Ag4 gilt. Dazu dquivalent: Fiir alle
€ > 0 gibt es ein § > 0, sodass fiir hochstens abzéhlbar viele,
disjunkte Elementarquader Q; = (a;,b;] mit j € J C N gilt:

S A(Q) <6 = ¥ PQ)= X (AF)Q; <«
JjeJ JjeJ

jzJ

e F heifit singulir stetig, wenn F' stetig ist und eine
Lebesgue-Menge S mit Ag(S) = 0 und P(S) = 1 existiert.

Bem. Falls F' absolut stetig, ex. die W-Dichte, die f. ii. durch
d
F=Ffx1,x,)  RE = R, (21,.0,2a) = #@WF(M, s Td)

gegeben ist und [ f(y) dy = F(z) fiir alle z € RY erfiillt.

(—o0,z]
Satz. Sei X eine ZG und g : R! — R! messbar. Dann gilt

J9(2) - fx (2)dz,

_ JR!
Eg(X)_ Z g(x])pj,
jeJ

falls F'x absolutstetig mit WD fx

falls F'x diskret mit Spriingen jx
bei z;, j € J C N (und wohldefiniert)

Def. Eine Zerlegung eines Intervalls [a, b] ist eine geordnete
endliche Menge Z = {a =29 < 21 < ... < x, = b} C [a,b]. Eine
weitere Zerlegung Z desselben Intervalls heift Verfeinerung von Z,
falls Z D Z.

Notation. Die Menge aller Zerlegungen von [a, b] ist Z([a, b]).

Def. Eine Menge von Stiitzstellen bzgl. einer Zerlegung
{zo < ... < xk} von [a,b] ist eine Menge {&1, ..., &} mit

£i (S (331'_1,:177;) fiir i € {1, seey k}

Def. Fiir zwei Funktionen f, g : [a,b] — R, eine Zerlegung

Z ={a=z0 < ... < zp = b} von [a,b] und Stiitzstellen &1, ...,&n
bzgl. Z heifit die Summe

SUdg. 2,61, ) = 2 F(6) 0(zy) — 9(w5-1))
P2

Riemann-Stieltjes-Summe von f bzgl. g und der Zerlegung Z
mit Stiitzstellen &1, ..., &n.

Def. Seien f,G : [a,b] — R. Die Funktion f heift
Riemann-Stieltjes-integrierbar (RS-integrierbar) bzgl. der
Gewichtsfunktion G, wenn gilt: Es gibt ein ¢« € R, sodass fiir alle
€ > 0 eine Zerlegung Z. von [a, b] existiert, sodass fiir alle
Verfeinerungen Z O Z. und Wahlen von Stiitzstellen &1, ..., &y, gilt:

|[’ - S(f7 dG7 Z7€17"'7£’n)‘ <e

Dieses (eindeutig bestimmte) ¢ heift Riemann-Stieltjes-Integral
(RS-Integral) von f bzgl. G, geschrieben

b
Jf(z)dG(z) = .

Bem. Mit G = id erhalten wir aus dem RS-Integral das gewthnliche
Riemann-Integral.

Satz. Das RS-Integral ist sowohl in der integrierten Funktion als
auch der Gewichtsfunktion linear.



Satz. Fiir f bzgl. G auf [a,b] RS-int’bar und G stetig diff’bar gilt

b

[f(2)dG(a

a

b
— [$@) -G (x) da.

a
Satz (Partielle Integration). Sei f : [a,b] — R bzgl. G : [a,b] = R
RS-integrierbar. Dann ist auch G bzgl. f RS-integrierbar und es gilt

b
Jf(2)dG(x) = [G(x) - f(2)]g fG(z df ().
a

Bem. Wir kénnen uneigentliche RS-Integrale analog zu
uneigentlichen Riemann-Integralen definieren.

o o]
Satz. Sei E|X|= [1- Fx(z)+ Fx(—z)dz < co und
0

lim z- Fx(—z) =
Tr—r0o0

lim z-(1— Fx(z)) = 0. Dann gilt
T —r 00

EX = :f°1 — Fy(2) — Fx(—z)de

f id dPX S }omde(LE)

R1 —oo

Satz. EX =

Def. Sei X eine ZG iiber (2,2[,P) und k& € N. Dann heift
o EX* k-tes Moment,

e E|X|* k-tes absolutes Moment,

o E(X —EX)F
e E|X —EX|* k-tes zentriertes absolutes Moment,

e Var(X) :=D?X = E(X — EX)? Varianz (Dispersion, Streuung),
e /Var(X) Standardabweichung von X.

k-tes zentriertes Moment,

Lem. Es gilt Var(X) = E(X-EX)? = EX? — (EX)?

Kor. (EX)? <E(X?)

o0
Lem. EX* = fX” dP = [id" dPx = [ a"dFx =
RrR1 —0o0
fx - fx(z)dz, falls Fx absolutstetig mit WD fx
- Z x Dy, falls F'y diskret mit Spriingen p;
Jed bei z;, j € JCN

Bem. Falls E\X|k < oo, dann existiert auch EX*.

Lem. Es gilt fiir eine ZG X und a,b,c € R:
e Var(aX +b) = a® Var(X) o Var(X) <E(X —¢)?
e Var(X) =0 <= E(X —EX)=0 <= X = const P-fast-sicher
Satz (Verallgemeinerte Tschebyschow-Ungleichung). Sei X sei eine
ZG und g : [0,00) — [0, 00) nicht fallend. Dann gilt fiir alle € > 0:
Eg(IX1)

g(€)

e Markow-Ungleichung: P(|X]| > ¢) < EIX]

— €

P(X] 2 ¢) <

Kor.

e Tschebyschow-Ungleichung: P(|X —EX| > ¢€) < V%gx)

Eexp(a| X])

e Fiir alle a > 0 gilt P(|X| > ¢) < oxp(ac)

oo n
Def. Die Abbildung t — Eexp(tX) = > tn—,EX” heift
n=0

momenterzeugende Funktion der ZG X oder VF F X
Bsp. Fiir X ~ N(u,0?) gilt Eexp(zX) = exp (zu + %222)

Satz. Fiir p,q € (1, 00) mit % + % =1 und ZGen X,Y gilt

1 1
[EXY| < E|XY| < (BIX]?)? - (E|X|7)d

Kor. Cauchy-Schwarz-Ungl: |[EXY| < (/E(X?2)-E(Y?)

Def. Eine Funktion g : J — R heifit konvex, falls gilt:
: g(ta+ (1-1)b) < tg(a) + (1-t)g(b)

(Holder-Ungl).

Vz,y€ J: Vtel0,1]

Satz. Sei g: R! — R! konvex auf einem Intervall J und X eine ZG
mit P(X € J) =1 und P|X| < co. Dann gilt fiir z,y € I, t € [0, 1]:
g(EX) <Eg(X) (Jensen-Ungleichung).

n n
Kor. Ljapunow-Ungleichung: [EX|m < E|X|m

Frage (Momentenproblem (MP)). Unter welchen Bedingungen ist
eine Folge (¢;);en eine Momentenfolge einer ZG X d.h. ¢; = EX'?

Antwort. Genau dann, wenn

co €1 - cn
€1 c2 © Cn+41

Vn €N : det S : > 0.

Cn Cnt1 v C2n
Frage. Wann ist die zugehorige VF Fx eindeutig festgelegt?

Bem. Dabei unterschelden wir folgende Momentenprobleme
fm dFx(xz) e Hamburger: ¢, = fm dFx (z)

— 00

e Stieltjes: ¢p =

Antwort. Hlnrelchende Bedingung fiir Bestlmmthelt (Carleman)

o Stieltjes: Z Cn 2" =00 e Hamburger: Z Com 52" =00

Bem. Sei X = (X1, ..., Xk) eine k-dimensionale ZG iiber (2,2, P).
Die ZG X1, ..., X heiflen stochastisch unabhingig, falls
k k
P(N{X; € B:i}) = Tl P({X; € B:})
=1 =1

fiir alle By, ..., By € C(]Rl). Dies ist genau dann der Fall, wenn

]P(Xl S :E17...,Xk S ij) = P(Xl S J;l) S IP(Xk S J,’k)
fir alle z1, ...,z € R. Falls F'x absolut stetig ist, also die W-Dichte

fx (@1, ..., zg) = %aik) existiert, ist dies dquivalent zu
V., 2p€R ¢ fx(x1,..,2k) = fx, (x1) - o - fx,, (Tk)-
Fiir diskrete Verteilungen ist dies dquivalent zu
Vi, ., o,€R : P(Xi=x1, ..., Xp=wxk) = P(X1=21) - ... - P(Xp=2p).
Def. Fiir eine k-dimensionale ZV X = (X1, ..., X ) heifit
Fixy) ooy @iy s s i) = x}lgloo Fx (21, 2k)
Je{1,.. kI {i1, i}
mit I € {1,....,k—1} und 1 < i1 < ... <4y < k I-dimensionale

Rand-(Marginal-)verteilungsfunktion.

Bem. Falls fx(z1,...,xk) ex., so existieren alle Randdichten

zy) = [ fx(z1,..,

RE—1

Fxiyvoexi)) @igs s zg) dwyy - - dwyy.

Fiir k=2 und ZV diskret mit Masseschwerpunkten z,, = (z1,, z2)):
SP(X1 =zl X2 = 22)

IZ

P(X; =2l)=

Bem. Im Allgemeinen bestimmen die Randverteilungen nicht die
gemeinsame Verteilung des Vektors.

Def. (X,Y) sei eine zweidimensionale ZV iiber (2,2, P) mit
EX? < co und EY? < co. Dann heifien
Cov(X,Y) =E(X -Y) —EX -EY = E((X — EX) - (Y — EY))

,_ Cov(X,Y)
COI‘(X, Y) - Var(X)-Var(Y)

Kovarianz bzw. Korrelation von X und Y.

Satz. e |Cor(X,Y)| <1

e Falls X,Y unabhéngig, dann gilt Cov(X,Y) = Cor(X,Y) = 0.
o Cor(X,Y)=+41 <= Fa>0,beR: P(Y =aX +b) =1

o Cor(X,Y)=-1 <= Ja<0,beR:PY =aX+b) =1

Def. Falls Cor(X,Y) =0, so heilen X,Y unkorreliert.

Sprechweise.
o Cor(X,Y) =

o Cor(X,Y)~
—1: negative Korrelation

+1: positive Korrelation

Achtung. Aus Unkorreliertheit folgt i. A. nicht Unabhingigkeit!



Bsp. Sei X eine ZG mit der symmetrischen Dichte

o0
und [ |z fx(z)dz < oo,

—o0

fx(z) = fx(—=)

dann ist Cov(X, X?) =0, aber X und X2 nicht unabhéngig.

Bem. Falls (X,Y) eine zweidimensionale Normalverteilung besitzt,
so folgt aus Cor(X,Y) = 0 die Unabhingigkeit von X und Y.

Satz. Xi,..., X, seien paarweise unkorrelierte ZGn mit EX,L-Z < 0o
fir s = 1,...,n. Dann gilt

Var(X1 + ... + Xn) = Var(X1) + ... + Var(X5,)

Bem. Seien X und Y ZGen. Gesucht: E(X -Y)

e Angenommen, es existiert eine gemeinsame WD f(x y). Dann:

E(XY) = [zy- fx,v)(z,y)d(z,v)
]R2

o] oo
EX= [= < S f(X,Y)(%y)dy) dz
— 00 — 00
e Angenommen, (X,Y) hat Werte in einer hchstens abzihlbaren
Menge (x,Y;)(i,j)ers mit IJ C NxN, die mit Wahrscheinlichkeit
pij > 0 angenommen werden. Dann gilt

EXY)= > TiYjPij
(. i)ell
EX= Y &z, -P(X=z;)= Y xipij
iemi (L)) (el
Cov(X,Y)= > ay;(pij — P(X=x;) - P(Y=y;))
(. 5)elt

e Angenommen, (X,Y) ist singulér-stetig verteilt oder besitzt eine
singulédrstetige Komponente. Dann gilt:

E(XY) = f f z-ydF(z,y)

— 00 —00

[ ele o}
E(XY)= [ [P(X >z, Y >y)dzdy fir X,Y >0.
00

Satz. Sei Y := g(X), wobei g : Rl — R! mb und X eine ZG. Dann:

Fy(y) =P(Y <y) =P(X € g~ ((—00,9])).
Satz. X sei absolut stetig mit Dichte fx und P(X € D) =1 fiir
D C R! offen und g : D — R! eine C'-Funktion mit g'(x) > 0 fiir

alle x € D. Dann ist Y = g(X) absolut-stetig mit der Dichte

fiir y € R\ g(D)

07
Iy () = {fx(ql(y)) fiir y € g(D)

[9’ (97 (v))]

Bem. Falls die Ableitung ¢’ : D — R! wechselndes Vorzeichen
besitzt, so muss in Monotoniebereiche unterteilt werden.

Satz. Sei X = (X1,..., Xx) ein k-dimensionaler Zufallsvektor mit
WD fx, G,H @ R* offen und g = (g1, .., 9) : G — H ein C'-Diffeo.
Dann findet man Funktionen h; : H — R, i = 1, ..., k mit

(Y1, s yk) = (R (Y1s oy Yk )s ooy Pie (Y15 o5 yi)) filr (y1, - yx) € H,
sodass fiir die Dichte von Y = (Y1, ..., Yx) gilt:

,Yk) & H, ansonsten

hi(Y1,--5Yk))
R (Y15e-5Yk)) |

0, fir (y1,...

fx(h1(Y1sesYg)seeos
|[det Dg(h1(y1,--sYk)s- -

fy (Wi, - k) :{

Satz. (X,Y') besitze eine gemeinsame Dichte f(x y). Dann gilt fiir

die Dichten von Z1 =X +Y, Zy =X .Y, Z3 = é

fz,(2) = ff(x v)(z —y,y)dy Ungbh'jfofx(z —y) - fr(y)dy
fz,(2) = ff(XY (9)- ‘y‘ Un%bh‘_ofofx(i)‘fy(y%ﬁd
fzy(2) = ff<x vy 5w - ol dy U2 Tr () - fy () -yl dy

Bsp. Seien X,Y unabhingig, N(0, 1)-verteilt, Z := % Dann:

fz(z)=..= m (Cauchy-verteilt).

Def. Seien X und Y unabhingige ZGen. Dann gilt fiir z € R:

P(X+Y < z) = [Fx(z —y)dFy(y) =: (Fx * Fy)(2).

R1
Dabei heifit (F'x * Fy) Faltung von Fx und Fy.

Fxiy(z) =

Prop. e Fx x Fy = Fy * Fx (Kommutativitit)

o Fxiy = Fx * Fy, wenn X und Y unabhéngig
e Falls X oder Y eine Dichte besitzen, so auch X+Y bei Unabh.:

oder

v = [ Ixe=pdfr ()" T (- 2)dFx (@)

oder

T - adix@

Satz. e Seien X3 und X2 unabhingig und (X1+X2) normalverteilt
(also X1 + X2 ~ N(u, 02)). Dann sind X7 und X5 normalverteilt.
e Seien X; und X2 unabhingig und (X;+X2) Poisson-verteilt (also
X1 4+ X2 ~ Poi(\)). Dann sind auch X7 und X Poisson-verteilt.

Satz. Seien Xi,..., X,, unabhéngig. Dann gilt:

o L(xi+ .. +Xp) ""—°°> EX,, falls X1, ...,

P-f.ii.

X, identisch verteilt.

n—00

o Vn(i(X1+.. 4 Xn) —EX;) 2255 N(0, Var(X1)), falls

Var(X1) < oo

Produkt-Mafle und der Satz von Fubini-Tonelli
Voraussetzung. Seien (Q;,%2;) fiir ¢ € {1,...,n} messbare Rdume

und 2 = Q1 X ... X Q,, das kartesische Produkt der Mengen.

Notation. 7; : Q@ — Q;, (wi1,...,w1) — w; (Projektionsabbildung)

Def. Die Produkt-o-Algebra von 2, ...,2(, ist definiert durch

A=A ®..0A =0 (wfl(ml) U... Ungl(mn)) .

Satz. A =0 ({Al X ... X Ap ‘ A1 ey,..., A € an})

Lem. Sei & mit o(E;) =
mit Ef 1 Q;. Dann gilt:

W R...0A, =0 ({E1 X ...

20; und es existieren Folgen (EF)en in &

X En|FE1 €&1,.... En € En})

Bem. Auf die Zusatzvoraussetzung der monoton aufsteigenden
Mengenfolge kénnen wir nicht verzichten.

Satz. L(R™) =L(R)) ®...® L(RY)

Lem. (ﬁ/, §[) sei ein messbarer Raum. Dann gilt:
f:Q—= Q1 X ... X Qp genau dann (%A, A)-messbar, wenn fiir alle
i € {1,...,n} die Abbildung f; == m; o f : Q@ — Q; (A, 2;)-messbar ist.

Satz. Sei p1 auf (21,21) und po auf (Q2,2A2) zwei o-endliche
MaBe. Dann ex. genau ein Maf3 p == p1 X p2 auf A = 2A; ® A2 mit

VAL €1, A2 €2 (1 X p2)(Ar X A2) = p1 (A1) - pa(A2).
Das MaB p ist dann auch o-endlich auf (©2,2).
Kor. Das Produkt-W-Mafl P = P; x P2 ist das einzige W-Maf} auf
21 ® Ao mit der Eigenschaft:

[ ] P(Al X Qg) = ]Pl(Al) und P(Ql X Az) = PQ(AQ)

. P(B1 ﬂBz) = ]P’(Bl) X P(Bg) fiir By = A1 X Q2, Bo = Q1 X Ag

Kor. Fir k,l € Nyo mit k+1=ngilt A\, = A\ X X

Def. Sei A C Q1 X Q, w1 € V1, wa € Qa, f: Q1 — Qg — R Dann

heiflen
Awy = {w2 | (wi,w2) € A} = w2 (AN ﬂfl(wl)) wi-Schnitt von A,
Awy = {w1 | (wi,w2) € A} =m (A ﬂ7r2_1(w2)) wo-Schnitt von A,
for 192 > R,
fun Q1 = RY,

wg — f(wi,w2) wi-Schnitt von f,

w1 — f(wi,w2) w2-Schnitt von f.

Satz. Sei A € 2A; ® Az und f sei (A1 R@A2)-messbar. Dann gilt
Au, €s Awy €21

fw, ist Az-messbar

Vwi € Q7 :
Ywi € Q :

und Vws € Qg
und VYws € Qg

fuwsy ist Aj-messbar



Lem. Sei p; ein o-endliches Ma$ auf (€2;,2;) fiir ¢ = 1,2. Dann sind
fiir A € 2 ® Ao die Funktionen fi(w1) = p2(Aw,) bzw.

f2(w2) = p1(Aw,) nichtnegative ;- bzw. A2-messbare Funktionen
auf Q1 bzw. Q2 und es gilt

J fidu = p(A) = [ fadps,
Q Qg

wobei = p1 X p2 das Produktmaf$l auf 20 ® s ist.

Satz (Fubini, Tonelli). Seien (21,21, 11) und (Q2, Az, p2) zwei
o-endliche Mafirdume und sei

F:Q1 xQy > R
eine nichtnegative, numerische (2 ®22)-messbare Funktion. Dann
sind

w1 [ fopdpe und we > [ fu, dps
Qo Q1

A1~ bzw. Az-messbare Funktionen und es gilt

Sfd(uixpe) = [ <ffwl du2> dp = [ <ffw2 dm) dpa
Q1 xQo Q1 \Q2 Qo \Q21
Bem. Falls f (21 ®%Q2)-messbar mit Vorzeichenwechsel, so muss

J 1f1d(p1xp2) vorausgesetzt werden.
Q1 X009
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