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Hypothesentests mittels Stichprobenfktn

Modell. Gegeben sei ein parametrisches Modell, d. h.eine
ZufallsgréBe X, deren Verteilungsfunktion Px € {Py |9 € © C R}
von einem Parameter 9 abhingt.

Problem. Anhand einer Stichprobe z1,...,z, € R von X (d.h.
Z1,...,Zn sind Realisierung von iid ZGen X1, ..., X, ~ Px) ist zu
entscheiden, ob die sogenannte Nullhypothese Hp : ¥ € ©g C ©
oder eine Gegenhypothese Hy : ¥ € ©1 = © \ O angenommen
oder abgelehnt werden soll.

Def. Der Stichprobenraum ist (R",B(R"), Py X ... X Py).

Terminologie. Die Hypothese H; heifit einfach, falls |©;| =1,
andernfalls zusammengesetzt.

Def. Ein (nichtrandomisierter) Test fiir Ho gegen H; ist eine
Entscheidungsregel iiber die Annahme von H( basierend auf einer
Stichprobe, die durch eine messbare Abbildung ¢ : R™ — {0,1}
augedriickt wird und zwar durch

0 bei Annahme von Hy,
e(@1.- 0 an) = {1 bei Ablehnung von Hy.
Def. Der Ablehnungsbereich oder kritische Bereich von ¢ ist
K, ={(z1,...,2n) ER"|p(z1,...,2n) = 1}.
Bem. Es gilt ¢ = 1k, .

Def. Fehler 1. Art:
Fehler 2. Art:

Ablehnung von Hg, obwohl Hy richtig ist
Annahme von Hg, obwohl Hy falsch ist

Def. Die Giite- oder Machtfunktion des Tests ¢ ist
my : © — [0,1], me(9) =Eyp(X1,...,Xn)
= Pg((Xl, . ,Xn) € Kn)
= (P19 X ... X P.,9)(Kn)

Die Gegenwsk. (1—m (1)) heifit Operationscharakteristik von .

Bem. Es gilt Py(Fehler 1. Art) =

Py(Fehler 2. Art) =

me (9)
L —me(9)

fir ¥ € O,
fiir ¥ € O1.

Def. Ein Test ¢ : R™ — {0,1} mit

sup my(¥) < o
9€O0

heiBt a-Test o. Signifikanztest zum Signifikanzniveau a € (0,1).
Ein a-Test ¢ heift unverfilscht (erwartungstreu, unbiased), falls

inf 9) > a.
ﬂlenelm“’( )z«

Situation. Sei nun eine Stichprobenfunktion oder Teststatistik
T :R™ — R! gegeben. Wir wollen einen Test der einfachen
Nullhypothese Hp : ¥ € ©g = {9} entwickeln.

Def. KX c R! heiit kritischer Bereich der Teststatistik, falls
K, =T"YKT).
Bem. Es gilt
me (o) = Py, ((X1,-
=Py, (T(X1,..

~~7Xn)EKn) =

., Xn) € KD) J fr(z)d=,

KT
wobei fr die Dichte von T'(X71,...,Xn) unter Hy ist.

Test. Sei X ~ N (u, 02), o bekannt und a € (0, 1) vorgegeben.
Zum Test von Ho : . = po vs. Hi @ p # po wéhlen wir als Statistik

T(X1,.., Xn) = Y2 (X — po) mit Xp =L (X1 +...+Xn).

Unter Annahme von Hy gilt T(X71,...,Xn) ~ N(0,1).
Der Ablehnungsbereich der Statistik ist

K ={teR'[]t|> Z1_ajp} Mit  2y_ajy = O71(1 — af2).
Fir a = 0,05 gilt beispielsweise z;_a/, ~ 1, 96.
Bem. Es gilt

te (KD = |1 < 21maps = [Xn—pol < Tz

<

<~ po € Wn - \/ﬁzlfa/myn + %Zlfa/z] .

Def. Dieses Intervall heiit Konfidenzintervall fiir pg zum
Konfidenzniveau 1 — a.

Test. Sei wieder X ~ N (u,02), 02 aber diesmal unbekannt.
Zum Testen von Hq : p = po vs. Hy : p # po verwenden wir

A —_— n J—
P(X1,. o Xn) = ¥ (Xn— o), S2i= 25 3 (X — Xa)
Dabei ist S, die (korrigierte) Stichprobenvarianz. Man kann
zeigen, dass T(Xl, ...y Xn) ~ tp_1 unter Hg. Dabei ist tn, die
Student’sche ¢-Verteilung mit m Freiheitsgraden (siche unten).
Der Ablehnungsbereich ist

KF'={teR'|[t] > tn—1,1—a/2}
Bem. SfL und X, sind unabhingig fiir n > 2.

Diskussion. e Je kleiner « ist, desto ,nullhypothesenfreundlicher®
ist der Test. Haufig verwendet wird a € {10%, 5%, 1%, 0,5%}.

e Einseitige Tests: Die Gegenhypothese zu Ho:p=po ist Hy:p> po.
Die Nullhypothese wird nur abgelehnt, falls zu grofle Stichproben-
mittelwerte Z, vorliegen. Es ist dann KX = (21 _q,00).

Priifverteilung bei normalvert. Grundgesamtheit
Def. Es seien X1,..., X, ~ N(0,1). Dann heifit die Summe
X2 4+ ...+ X2 ~ x2 Chi-Quadrat-verteilt mit n Freiheitsgraden.
Def. Falls X ~ A(0,1) und Y;, ~ x2 unabhiingig sind, so heift

X

VYn/n

n—1 g2 2
Lem. o2 Sn ~ Xn—1

~tn t-verteilt mit n-Freiheitsgraden.

Kor. T aus dem zweiten obigen Bsp ist tatsédchlich t-verteilt.

Def. Seien Yi,; ~ Xii, i = 1,2 zwei unabhéngige ZGen. Dann heif3t

Yn,/n1
Yno/n2

~ Fp, ny F-verteilt (Fisher) mit (n1,n2) Freiheitsgraden.
Test. Sei X ~ N (p,02) mit yu unbekannt.

Wir testen Hp : 0 = o vs. Hy : 0 # op mit T = (n—l)/crgS?L.

Unter Annahme von Hg gilt T' ~ x%,l. Falls p bekannt ist, muss

o2

~ ~. ~, n
T = "gsﬁ, s2 ::%Zl(xi—u)Q'
i=

als Statistik gewihlt werden. Unter Annahme von Hy ist T ~ Xi.

Test. Seien Stichproben Xy), e Xffi) ~ N (i, 01-2), i = 1,2 gegeben.

Wir testen Hg : 01 = o2 vs. Hy : 01 # o2. Dazu verwenden wir
S2 n; , N 2
_x® 2 1 @) _ @)
T=%%— Sko =12 (Xi -Xn) -
x(2) i=1

Falls Hyg gilt, so ist T' ~ Fiy—1,ny—1-

Test. Situation wie im letzten Test mit o1 = o2.
Wir testen Hg : 1 = po vs. Hy @ 1 # po mit

~ _ 2 —1)52 ~1)82
T — ni-no .an — an SQ _ (nl 1)SX(1) + (n2 l)SX(z)
Vo nitna S ’ nim2 T ny+no —2
ni,ng 1 n2

Unter Ho gilt T' ~ tp; yny—2-

2
. X Xn
Test. Seien ( Y11 )" TNYy ) ~N ((Hl )’ (010012/) 01:%2’))).

p2
Wir testen Hp : p =0 vs. Hy : p # 0 mit

n
. - -
L S(X; - X))V —-Y
_Vn=2pn ﬁ_:n—lgl(’ W)
/717’?%7 n

Falls Hy richtig ist, so gilt T' ~ t,, 2.

T :

SX,n : SY,n

Bem. Um Hy : p=po € (—1,1) vs. Hy : p # po zu testen, kann man
_ Vn=3 145n 14p
T = ¥1= (log o5 —log 1—p8)

verwenden. Fiir n grof gilt approx. T' ~ N (0, 1) unter Hp.
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Lemma von Slutzky und varianzstab. Trafos
Lem (Slutzky). Seien (X,), (Y5) Folgen von ZGn iiber (Q,2,P)

mit X, _)L> c=const (d.h. Ve >0 : P(|X,, —¢| > ¢€) = 0) und
n oo

Yo % Y (d.h. P(Y, < y) — P(Y < y) fiir alle Stetigkeitspunkte
n oo
y der VF y — P(Y < y)). Dann gilt:

Xn+Yn BetY, Xn-YnDBeV, Yu/Xn-SY/e (falls ¢ £ 0)

und allgemeiner f(Xn,Yn) %) f(¢,Y) fiir jede Fkt f € C(R2,R).
n oo

Bem. Unabhéngigkeit von (X5) und (Y;,) wird nicht vorausgesetzt!

Situation. Sei T, = T(X1,...
fiir T}, die Form

, Xn) eine Statistik. Falls der ZGWS

V(Tn

besitzt, so bendtigen wir fiir Hypothesentests eine Moglichkeit, die
Abhéngigkeit der Varianz vom Parameter 9 zu beseitigen. Man sagt,
man fiihrt eine varianzstabilisierende Transformation durch.
Wir suchen dazu eine stetig diff’bare Funktion f : © — R!, sodass

Vn(f(Tn)

Man zeigt mit dem MWS und Slutzky, dass dafiir gelten muss:

f(0) =

—9) —— N(0,9(8))

— F(9) == N (0,1).

\/(T also  f(0) = [—2 \/q(T

Bspe. o Sei X ~ Exp(u) (also EX = p~1). Dann gilt

Vn(Xy, — l) L>/\/(O,g(%)) mit  g(9) == 92
~ Mit f(6 f f% =log6

vV 9(19
gilt vn(log(Xy,

—log(1))) ——= N(0,1).

e Wir wollen eine unbek. Wahrscheinlichkeit p schitzen, etwa durch
Wurf einer Miinze. Der ZGWS von de-Moirre-Laplace besagt

Vn(pn

wobei pp, die relative Hiufigkeit ist. Zur Stabilisierung der
Varianz verwenden wir nun

—p) == N(0,p(1 - p)),

0

— d — :
f(0) = g‘\/p(ilpi—p) = 2arcsin(V0).

Chi-Quadrat- Anpassungstest

Aufgabe. Priife, ob eine vorliegende Stichprobe z1,...,z, aus
einer bestimmten (stetig oder diskret verteilten) Grundgesamtheit

gezogen wurde. Wir testen also Ho : F' = Fy vs. Hy : F' # Fp.
Verfahren. Wir teilen zunéchst R in Klassen ein,
s+1
R= U I; mit I;:=(yj—1,y;], wobei
i=1

—o0o=y0 <Y1 <...<Ys < Ys41 = +00.
Wir setzen

=Nke{l,...,n}| Xy € I}

P§O) =P(X € I;) = Fo(y;) — Fo(y;-1)

Die Klassenh&ufigkeiten sind multinomialverteilt unter Ho:

(absolute Klassenhdufigkeit)

(Klassenwktn unter Hop)

n 0 0
Pllimy =1, by =) = (" @A) e

Als (n#herungsweises) Maf fiir die Abweichung einer empirischen
Verteilung von Fj bei gegebener Klasseneinteilung dient

1 (ny — )2

Tn,s+1 = ©)

j=1
d 2
Satz. Tn s+1 — X5
n— oo
,8+ 1ist Ty s41 mit guter

Faustregel. Fir np§0) >5,7=1,...
Naherung Xg-verteilt,

Entscheidungsregel (XQ—Anpassungstest). Die Nullhypothese
Ho : F = Fy wird genau dann verworfen, wenn Ty, s41 > X?,l—a-

Bemn. e Tj 11 misst eigentlich nicht die Abweichung von der
VF Fy, sondern von der Multinomialverteilung M (n, p(®)).

e Der XQ—Anpassungstest gilt als hypothesenfreundlich.

e Es ist iiblich, zunichst die Parameter ¢ = (¢1,...,9,) der VF Fy

durch MLE zu schétzen, also durch

Op = argmax L(hn,, ..., hng,q;9), wobei
s+1 ho .
0 n;
Lllina oo lni0) = 11 )"
j=

Es kann (unter ,natiirlichen“ Bedingungen) gezeigt werden, dass

hn —n (0) 1§n 2
Tns+1( n) = i( 2 b () ) d ngm

Jj=1 np;O) (ﬁn

n—oo

wobei r die Anzahl der geschétzten Parameter ist.

e Manchmal wird die Parameter-Schitzung auch direkt aus der SP
Z1,...,%n ermittelt (z.B. fin == %(an + ...+ xp) fir den MW
einer Normalverteilung). In manchen Fiillen kann dann auf die
Reduktion der Freiheitsgrade von s auf s — r verzichtet werden.

Chi-Quadrat-Unabhéingigkeitstest

Ziel. Uberpriifen, ob die Komponenten X € R™ und Y € R™2 eines
zweidim. Zufallsvektors (X,Y)? unabhiingig sind.

Verfahren. Seien I1,...,I;; CR" und Jy,...,J;
Familien paarweise disjunkter Mengen mit P(X € I1 U ...
bzw. P(Y € J1 U...U J;) = 1. Wir setzen

=P({X € L} n{X; € J;}),

C R™2 jeweils
Ul) =1

k
Die = Z pij =P(X €I;), pej = lez-j =P(Y € Jj).
j=1 i=
Wir wollen nun die Nullhypothese Hy : V (3, )
Hy :3(3,5)
einer Stichprobe (X1,Y1),...,

¢ Pij = Pie - Pej 8€8EN
: Pij 7 Die - Dej testen. Wir zdhlen dazu die Haufigkeiten
(Xn,Yn):

B = {m € (1,0 n} [ (X, Yim) € T x T},
k
hi. = Z hij, h.j = Z hij.
j=1 i=1

Diese Héufigkeiten werden in einer Kontingenztafel dargestellt:

1 2 l
T R [
2| Wy | o

n n) n n
B my by hi | i

ey hgy ' | m

Wir kénnen den Test nun wie folgt als Spezialfall des x2-Anpas-
sungstests verstehen: Die Nullhypothese ist, dass die Verteilung von
(X,Y) das Produkt der Verteilungen von X und Y ist. Dabei
schétzen wir zunichst die Verteilungen von X und Y mit

(hg’rz)’ h;;:)vhsq)’ h(l)7p107~ -pk—l,npol,-“ap.,l—l)
k R L L)
=1] (pi-) io - ] (pej) 7 .
i=1 j=1
Diese Funktion wird maximal bei p;e = L. /n und p ‘(" = h<">/

Als Test-Statistik verwenden wir

(n) s 2 (n) (n) p (™)
N k1 (h;:" —npieDej kL (h; hie' hej
=y bl theil g5 al
’ i=1j=1 NPieDej i=1j=1 hE’:) -hg’;)
d 2 42
oo’ Xkl—1—(k—1)—(1—1) = X(k—1)(1—1)
Entscheidungsregel. Hgp wird genau dann abgelehnt, falls

~(n) 2
Tt > X(k—1)(1-1),1—a



Bemn. e Zum Testen eines hoherdim. ZV (X7q,..., X,) auf
Unabhéngigkeit aller Komponenten untersuchen wir die Ereignisse

(X1, X e I s ox (D i (i, ie) € XKLL kG
j=1

fiir eine passende Intervalleinteilung. Wir verwenden dann

(n) —r41 7" (n) 2
- _ k1 kr hil‘“’ir -n H]‘:l h.l.
T(") .777‘1" 1 Z Z j
Lot i1=1 ip=1 ;:1 h.“.ijm.
d 2
oo’ Xkyoke—ki—...—kptr—1

e Im Spezialfall k=1=2 (Vierfeldertafel) hat die Statistik die Form

n n n n 2
. (hgl) 'hgz) - hgz) ‘hgl)) d

f(n) 2 2
T = X1 = N (07 1)
2 T A o
und wir lehnen Hgy genau dann ab, wenn Tég) > X%,lfoc = zf_a/z.

Kolmogorow-Smirnow-1SP-Test

Situation. Sei Xi,..., X, ~ F eine math. SP. Wir sortieren die
dabei gezogenen Werte aufsteigend: X1.,, < Xoin < ... < Xpinp-

. n
Dann heifit Fi, () = % >~ 1(—00,2](Xi:n) empirische VF.
i=1

Satz (Gliwenko-Cantelli, Hauptsatz der math. Statistik).

sup |Fn (z) — F(z)] 2255 0
n— oo

z€RL

Lem. Sei F stetig. Dann ist die Verteilung von sup|Fy, (z) — F(z)|
x

nicht von der Verteilungsfunktion F' abhingig. Genauer:
A~ d A
sup|Fn(z) — F(z)] = sup [Gn(y) — G(y)l,
T 0<y<1

wobei G die Verteilungsfunktion von R [0, 1] ist (also G(y) = y) und
N n
Gn(y) =L 3 1o, (U) fiir Us,...,Un ~R[0,1] i.i.d.

i=1
Kor. Sei F stetig, n > 1. Dann ist die Verteilungsfunktion

Kn(2) = (v - suplFn(z) — F(z)| < 2)
z€R

unabhéngig von F.

Satz. Falls F stetig ist, so gilt fiir alle z € RY:

S (—1)F exp(—2k222).

k=—o0

Kn(z) —— K(z2) ==

n— oo

Def. Dabei ist K die VF der Kolmogorow-Verteilung.
Bem. Man zeigt dazu, dass die Folge Xy, : y Vn - (én(x) — )
gegen die Brownsche Briicke B konvergiert. Fiir diese gilt

sup |B(z)| ~ K.
0<z<1

Entscheidungsregel (Kolmogorow-(Smirnow-)1SP-Test).
Wir testen Hg : ' = Fy gegen Hj : F' # Fy. Dabei muss Fy eine
stetige VF sein. Wir verwenden dazu

Ty :=+/n- su%pn(x) — Fo(z)|.
S

Wir lehnen Hg genau dann ab, wenn T, > Kj_q4.
Bemn. e Fiir kleine n € N sollte man K, 1_, verwenden.
o Fiir grofe z ist K(z) ~ 1 — 2 exp(—222), also

Ki_o = +/—1/2log(e/2) fiir a klein.

e Das Supremum in Ty, liegt bei einer Sprungstelle von Fo.

Test (einseitiger Kolmogorow-(Smirnow-)1SP-Test).
Wir testen Hy : F' = Fy gegen H;p : F' > Fy mit

T =n- igﬁ(ﬁn(r) — F(x)).

Fiir alle z € R gilt

K (z) =P(T;f < 2) —= K1 (2) =1 — exp(—2max(0, 2)?).

— 00
Entscheidungsregel. Ablehnung von Hy <= T,,'f > Kita

Achtung. Der Kolmogorow-Test kann nicht verwendet werden,
wenn die Parameter von Fy aus der Stichprobe geschitzt werden.

Bem. Es gibt keine Entsprechung fiir mehrdimensionale ZVen
Kolmogorow-Smirnow-2SP-Test

Situation. Gegeben seien zwei unabhingige SPn X1,..., X, ~ F
i.id.und X7,..., X, ~ F* i.i.d., wobei F und F* stetig sind.
Wir wollen Hy : F' = F* vs. Hy : F # F* testen, indem wir die
empirischen VFen £, und F¥, vergleichen. Dazu verwenden wir

Tm,n = 7ZL+7; sup IFR(I) - F;(I”
z€eR?!
Satz. Falls F = F* stetig ist, so gilt
T & Vs sup |+ i 1o, (Ui) — = % Lio,u (U1,
o<u<i "i=1 j=1

wobei Uy := F(Xg), k=1,...,nund U == F(X}),l=1,...,m
jeweils R [0, 1]-verteilt sind.

Lem. Ty n EELEEN sup |B(u)| ~ K
n—ooo g<y<1

Entscheidungsregel (Kolmogorow-(Smirnow-)2SP-Test).
Hp : F = F* wird genau dann abgelehnt, falls Ty > K1—q.

Cramér-von-Mises-Test
Def. w2(g) = n [ g(F(x)) (En(z) — F(2))” dF(x)
]Rl

heift gewichtete Cramér-von-Mises-Statistik oder w?-Statistik.
Dabei ist g : [0,1] — [0, oo] eine Gewichtsfktn. Hiufig verwendet wird
g(z) =1 und die Anderson-Darling-Statistik g(z) := ﬁ

Satz. Sei F' stetig. Dann ist
2 d_t A 2 d i : 2 2
wn(9) =nfg(u) (Gn(v) —u)” du —— [g(u)(B(w))” du =: w*(g).
0 e o

Entscheidungsregel (CvM-Test). Wir testen Hy : F' = Fy vs.
Hy : ' # Fy anhand der CvM-Statistik. Wir lehnen Hp genau dann
ab, wenn wj (g) > wi_4(9)-

Bem. Der rechte Wert ist tabelliert fiir wichtige Funktionen g.
2SP-Test von Wilcoxon-Mann-Whitney

Situation (2-SP-Test von Wilcoxon-Mann-Whitney, U-Test).
Geg. seien zwei unabh. SPn X1,..., X, ~ F und X{,..., X ~ F*,
wobei F' und F'* stetig sind. Ziel: Priifen von Hy : ' = F* vs.

Hi : F # F*. Dazu konstruieren wir eine Rangstatistik fiir konkrete

*

Stichproben z1,...,2n und 27,...,25;:
1. Ordnen: z1.p < ... < Tpip und 27, < ... < Th.m
2. vi,...,vm € {1,...,m + n} seien die Riinge der Werte 7.,

innerhalb der Gesamtstichprobe, d.h.

T1n <...<Ty;—1:n <1'){ <Tryin<...<ZTyy—2in <17§:m < Tyy—1:n

<< Zup—min < Typem < Tug—mAtlin < oo < Tnin.

Heuristik: Hy wird angenommen, falls sich die z- und z*-Werte ,,gut
durchmischen®, d. h. die Anzahl der z-Werte, die vor bzw. nach den
z*-Werten liegen, darf nicht zu grof8 werden. Die Testgrofie dafiir ist

n

Wann = 3 35 Loy =HG9) | Xi <X7H = 52 i X0 < X
P2

1=1j=
m

= W =) = 1 et vy — D
j=1

Lem. Unter Hp : F = F* stetig gilt:

a) EWpp = B2

5 b) Vaer’n:%(m-‘rn—i—l)

) gmmn(z) = kz P(Wmn =k) - 2" =
=0

— 1)/2 k
oz m(m+1)/ $ pitectvm 1 m 1zt

(w1+n) kl;Il 1— Zk

m

W§u1<m<umgm+n

Entscheidungsregel. Ablehnung von Ho, falls wm,n < cq/p oder
W, > M- N — Ca/as wobei

Casp = min{k > 0|P(Wpn < k) =P(Win,n > m-n—k) > /2}.

Annahme von Hy genau dann, wenn |wm,n — %| < % — Caja-



Satz. Unter Hy : F' = F* stetig gilt

Winn — 757 d
Ty = N(0,1).
/m2»n (m + n + 1) m,n— o0
Entscheidungsregel. Man erhilt aus dem letzten Satz einen

asymptotischen Test, den man fiir grole m, n verwenden kann:
Wir lehnen genau dann Hp : F' = F* ab, falls [Ty,n| > 21_a/s-

Kruskal-Wallis-Test

Test (Kruskal-Wallis). Gegeben seien k Messreihen

Xi1,.y Xin, ~ Fi,i=1,...,k unabhéngige SPn, F; stetig.
Ziel: Testen von Hg : F; = ... = F}. Vorgehen:
1. Ordnen der Beobachtungen der Grofle nach
2. v;1 <...<Vjn; Platznummern der n; Beobachtungen der i-ten
Messreihe in der Gesamt-SP
k
3. v = %(Vi,l +-~~+Vi,ni)7 U= % Z n;v; mit n:=ny + ...+ ng.
¢ i=1
Heuristik: Hy ist richtig, falls 7; ~ v fiir alle . Testgrofie:

n+1) d 2

H = n(n+1) Z ni (Vi — Xk—1

n;—o0
Wir lehnen Hgy genau dann ab, wenn H > Xﬁ—l l—a-

Faustregel. Die Approx. ist gut, wenn 11<n_i21k n; > 5und k > 4.
<i<

Theorie der U-Statistiken

Situation. Sein >m, X1,...,Xn ~ Fiid., h:R™ — R!
Borel-messbar und symmetrisch, d. h.

h(z1,...,2m) = h(zs

Gelte E|h(X1, ..., Xm)| < co.

(1>,...,Cto.(m)) Vo € Sm

Def. Die U-Statistik der Ordnung m mit Kernfunktion h ist

U7(lm> = % h(Xiy -5 Xy )-
('m) 1<i1<...<im<n
Bem. Offenbar: EUS™ = Eh(X1,. .., Xm).
Bsp. Fiir m = 2 gilt 0° = Var(X1) = 1E(X; — X2)?. Davon

inspiriert setzen wir h(z1,z2) = %(wl - acg)Z. Damit haben wir

U',(LQ) — 2

n(n—1)

S2

NgE

> 3(X-X)? =
1<i<j<n 7

(Xi = Xn)?
1

Ziel. Wir wiirden gerne den ZGWS auf U,(lm) anwenden. Problem
dabei: Die Summanden in der Def. von Ur(lm
Wir approximieren deshalb U,sm> mit einer Summe von i.i.d. ZGn.

Lem. Sei U™ =0+ S (B(U{™|X;)—0) mit 6 := EUS™ und
e
g(CL‘) = E[h(Xlz cee 7Xn)|X1 = 3?] =
= [ [h(z,z2,...,zn)dF (x2)- -
Falls Eh?(X1,..., Xm) < oo, so gilt

(1) Var(US™ — 05™) = Var(U™) — Var(@™)
@) EUS™ X = 2) = 0+ 2 (g(z) - 0)

Eh(z, X3, . ..
dF (zn).

7X'm)

Lem. (2) Var(T{™) = ™2 . Var(g(X1)) = ™ (Eg?(X1) — 6°)

(3) Falls E|h(X1,...,Xm)| < oo, so gilt
(m) moom\ /m—m ) .
Var(Up, )_()kl( )<mfk> Ck  mit
h(z1, .. ok) = E(h(z1, . Ty Xig1s - - Xom)
Gk = Var(hg(X1, ..., Xk))
= ]E[h(X17 vy Xy Xk+17 ey Xm)
P(X 1, o Xpoy Ximt 15 0oy Xogm k)] — 67
Kor. Aus (1), (3) und (4) folgt fiir m = 2:
Var(Uy, — Uy) = Var(Uy,) — Var(Uy,) = ... = n(n T Var(g(X1))

Fiir m > 2 gilt Var(US™ — 05™) < <O Var(h(X1, ..., Xm))-

) sind nicht unabhingig.

ZGWS fiir U-Statistiken
Satz (Hoeffding). Sei U,(Lm> eine U-Statistik mit Kern h : R™ — R,

sodass Eh2 (X1,...

Bemn.

, Xm) < oo und o'g

V(U™

= Var(g(X1)) > 0. Dann gilt

—0) —1— N (0,02).

n— oo

e Der Fall Var(g(X1)) = 0 (entarteter Fall) zieht eine

kompliziertere Asymptotik nach sich.

. Egz(Xl) < oo ist schwicher als ]Eh2(X1, o
e Aus E|h(Xq,...

Elvn (U™

, Xm) < oo.
, Xm)|19 < oo fiir 0 < ¢ < 1 folgt

— O < LGB R(X, L X)L

Mit einer Abschneidetechnik zeigt man, dass Eg?(X') < oo und

Elh(X1,. ..

, Xm)|3 < oo schon fiir P(v/n|US™

—Ur(bm)\<e)—>0

fiir alle € > 0 ausreichen und damit fiir den Satz von Hoeffding.

e U-Statistiken erweisen sich (unter gewissen Bedingungen) als
suffiziente Schitzer mit minimaler Varianz.

Dann ist g(z) =

. . .. 2 (T -1 1 L 2
Bsp. Wir betrachten die U-Statistik S;; = > 5 (X — X))
i<J
%(z —EX1)? + O’ mit o2 := Var(X1). Es gilt
V(82 — %) —— N(0,402)
n— oo

2
mit oy

Vi(s2

=Eg*(X2) -
Spezialfall: Ist X; ~ N (u,
Dann gilt /n(S2 —

—o?)

Ve

(Bg(X2))? = fpa — 0, pa = E(X1 —EX2)".
0?), so gilt py = 30

a?) SN N(0,20%). Es folgt
n—o0

o2 d

Alternativ erhilt man durch Anwenden einer varianzstab. Trafo:

V/7/2(log S% —

log o?) SN N(0,1).
n—oo

Def. Die Kumulante oder Semi-Invariante m-ter Ordnung ist

Cumy, (X) =

Bem. Falls X1, ...,
Cump, (X1 + ...

Fiir m = 3 gilt Cums(X) =

m12m 8t"’ " im0 log Ee®X
X unabhéngig sind, so gilt
+ Xn) = Cumm(Xl) +

EX® - 3EX -EX? 4 2(EX)3.

..+ Cumm (Xn).

Bsp. Schitzung der Kumulante m-ter Ord. mit der SP X1,..., Xy:
(Cums (X)) = sy (0N — 8nd (" NS — 2(31{™)?)
=y 2 h(Xi, X, Xg)
(5) 1<iG<i<n !
mit h(z,y,2) = —i(@y® + 2%y +22° + 2%z + y2° + 2%z + y2° + %)
+§(x3 + 43+ 23) + 2zy2

wobei Mj(n) =

1N~ i
w2 X
=1



Test auf Symmetrie der VF
Def. Eine VF F heiBt symmetrisch bzgl. 9o € R, falls

Fy—xz)=1—F@Wo+2z) VzeRL

Bsp (Wilcoxon-1-SP-Test auf Symmetrie). Sei X1,...,Xp, ~ F
eine mathematische Stichprobe mit stetiger VF F. Wir wollen

Hy : F' ist symmetrisch bzgl. ¥ testen. Es reicht dazu, die VF
der Z; = X; — 190 auf Symmetrie bzgl. 0 zu prﬁfen.
Seien zzi*'7 ..., die Riinge der ZGn |Z1|, .. .,|Zn]|. Setze
n
T = Zl liz,>0pvi
i=
Unter Hp : F' ist symmetrisch bzgl. ¢g gilt
+_ 1y n(n+1) + n
ET,) =3 2 zf, Var(T,[) = g3 (n +1)(2n + 1).
Bsp. Alternativ konnen wir zum Test auf Symmetrie die U-Statistik
Up = ﬁ > VYziiz>01
2) 1<i<j<n

Unter Ho gilt fiir h(z1,22) = Lz 42,50}
Eh(Zi, Z;) = P(Z1>—2Z2) = [(1-F(—
Aus dem ZGWS fiir U-Statistiken folgt

z))dF(z) = [F(z)dF(z) =

ViU = 1) — N0, 1),
n—oo
Entscheidungsregel. Ablehnung von Hy < |U, — %\ > Zl*\/sinm‘

Verallgemeinerte U-Statistiken

Def. Sei h: R™ x R™2 — R! Borel-messbar, symmetrisch in den
ersten m1 und den letzten mo Argumenten. Seien X1,...,Xp, ~ F
und X7{,..., X, ~ F* zwei unabh. math. SPn. Dann heift

() b X X

1<i1 <. <ligny <0
1<j1 < <jmg <z

U(ml,mz) —

ni,n2 X* )

Imog
(verallg.) U-Statistik der Ordnung (m1,m2) mit Kernfunktion h.
Notation. Sei mi1 = mo = 1. Wir setzen

6 := Eh(X1, X]) = BUSY,

g1(z) =E(h(X1,X7) | X1 =), o?:=Varg(Xy),
92(y) = E(h(X1, X7) | X] =y), o3 = Varg(X}),
~ ni n2
Okl = o Lo1(X) + 55 3 02(X7) — 6
i=1 j=

Lem. Es seien ER%(X1, X;) < oo und 02,03 € (0,00). Dann gilt

ninz d
( ni,nz T 0) ? N(07 1)'
ngal + n102 n1,n2—>00

Bsp. Die Wilcoxon-2-SP-Statistik ist eine U-Statistik mit
h(z,y) = {Q]z <y}

Das allgemeine lineare Modell

Modell (allgemein).
mit einer Funktion g, wobei Ee = 0 und o2

Fiir Zufallsgréflen X und Y gilt Y = g(X) + ¢
= Var(Y — g(X)) = Ee2.

Modell (Lineare Regression). Y = X + ¢, wobei

Y = (Y1,...,Yy) Beobachtungsvektor,

X = (z;5) € R"*P  Einstellgroflen-, Versuchsplanmatrix,

8= (B,---,8p) (unbek.) Parametervektor, Regressionskoefr.,
€= (€1,...,€n) (nicht beobachtbarer) Fehlervektor heifit.

Bem. Falls Y eine bek. Kovarianzmatrix K € R™*™ hat, so kénnen
wir X* := K~ 2X, Y* := K~ "?Y, ¢* := K~ '/?¢ setzen und erhalten
Y* = X*B+ € und Cov(Y™) = I,,. Wir diirfen daher annehmen:

Voraussetzung. Cov(Y;,Y;) = Cov(ei, ;) = 028;;. Dabei heiBt o
Modellstreuung. Ublicherweise gilt n > p.

Problem. Gegeben seien [V, Xf, UQIH}.
Gesucht sind Schitzungen B(y) = (/3’1 V), Bp (y))T fiir 8.

Def. Eine Schitzfunktion 3(y) heiBt MkQ-Schitzung (Methode
der kleinsten Quadrate) fiir 3, falls S(y, 8) = én]i& S(y, B), wobei
€

Sy, B) = lly — XB|I* = f:l(yi - f)l zij65)°.

i= Jj=
Bem. S(y, B) besitzt lokale Minima, da

S(y,B) =

Fir die Minima gelten die Normalengleichungen

2
—2XTy+2XTXB, £S5y ) =2XTX.

p n
XTxg=xTy — _Zl &iiB; = Zl xjiy; mit (&) = XTX. (N)
1= J=

Satz. (N) ist stets ldsbar und jede Lsg ist eine MkQ-Schéitzung.
Falls tk X = p, so ist 3 eind. bestimmt durch 8 = (XTX)_IXTy.

Bsp (Einfache lineare Regression).

Annahme: Y; =31 + B2x; +¢€;, ¢=1,...,n. Dann ist
1z XX =nSa? = (Sa)?=n-Y(zi —Tn)2 >0
X = 2
~ ‘ — . Y
— det(XXT)1 2% L) (XY
1 zn 8 ¢ ( ) (—sz n (Z%Yz)

Bsp (Multiple lineare Regression).
Yi=Fo+mX{ + . 4B XS + e

Bsp (Quasilineare (multiple) Regression).

+ /Bmfm(Xv(r’i)) + €

s fm

Y =80 + B (x4 ...

mit (nichtlinearen) Funktionen fi, ...

Def. Eine Matrix A~ € R™*™ heifit g-Inverse (g = generalized)
von A € R™*™ wenn fiir jedes y € R™, fiir welches Az = y 16sbar
ist, auch x = A~ y eine Losung ist.

Satz. A” ist eine g-Inverse von A <= AA A=A

Bem. e Falls n =m und A~} existiert, so ist A~ = A™! eindeutig.

e A” ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Man erhilt Eindeutigkeit
durch Zusatzforderungen:

Def. Eine Moore-Penrose-Inverse A1 ist eine g-Inverse, welche
folgende Bedingungen erfiillt:

ATAAT = AT, (AANT = A4+, (ATAT =4tA

Satz. Die allgemeine Lésung von (N) lautet mit S == X7 X:

B=S"XTy+(S~S—1p)z, wobeizeRP.

Fiir die spez. Lsg 8 = S™XTY (mit z = 0) der MkQ-Schitzung gilt
EB=S5"S8 und Cov(B)=02S"855".

Bem. Bei Nichteindeutigkeit der Lsg von (N) gilt i. A. ST5 # Ip,.
Falls tk X = rk S = p, so gilt E3 = 8 und Cov 3 = 625!

Schitzbare Funktionen

Def. Eine Linearkombination ¢(8) = ¢T B mit ¢ € RP, 8 € R heift
bzgl. des linearen Modells [Y, X3, O'QITL] schitzbare Funktion, falls
ein a € R"” mit ¢ = XTa existiert.

Satz. Es sind dquivalent:

e /(B) = T8 ist eine schitzbare Funktion.

2:=0(B8) = ¢T3 (wobei B MkQ-Schétzung) ist eine lineare
Funktion von Y und eine erwartungstreue Schitzung fiir £(53)
ceim(XT) = im(XTX)

Z(B) = ¢T3 ist konstant fiir alle 3, die Losung von (N) sind.
e Es existiert ein a € R mit E(aTY) = T8

Satz (Gauf3-Markov). In einem lin. Modell [Y, X,B,UQIn} ex. fiir
jede schétzbare (lin.) Funktion ¢(8) = ¢T3 eine eindeutig bestimmte,
in Y lin. erwartungstreue Schitzung i= azY (fiir genau ein

ax € im(X) C R™) und diese hat die Form ¢ = £(3) = ¢T3, wobei 3
eine MkQ-Schétzung ist. Aulerdem besitzt £ minimale Varianz in
der Klasse aller linearen erwartungstreuen Schétzungen i=d"y.

Konstr. a. = X(XTX) ¢

Def. Der Schitzer heifit Best Linear Unbiased Estimator (BLUE).



Schiitzung der Modellstreuung o>
Bem. Es gilt

S(Y:5) = minllY = XBII° = | = XB|* = (v = XB)" (Y — XB) =

=YY = YTXB—(XB)TY + (XB)TXB = |[V||* - |XB]*.
\“A/—/ R H—/
=(xB)Txp =RTxTxp=pTxTy

Def. (Y — XJ3) heift Restvektor oder Residuum.
Lem. Fiir die MkQ-Schétzung B gilt
e E(Y —XB) =0,
e ¢"'B ist eine schiitzbare Funktion und E(cT (Y — X)) =
o Cov(Y-XB)=ES(Y,B) = E[[Y|* ~ | XB||*] = Cov(Y)—Cov(XB).

Verfahren (Orthogonale Transformation eines linearen Modells).
Sei [Y, X, 0%1,] geg. und r = rk X < p. Wiihle eine orthonormale

Basis 01, ...,0r von im(X) C R™. Ergénze diese zu einer ONB
01,...,0n von R™. Wir setzen
O1=(o1--+0r), O2=(0r41"-0n), O=(0102)=(01,...,0n).

Wir betrachten nun das lineare Modell [Z, 0T X 8, 01, wobei
Z=0"y =0Ty = ( T)
(@]
Es gilt Cov(Z) = Cov(0TY) = 0T COV(Y)O =o?I
EZ = OTEY =0T X8 = (01 Xﬁ) (o1 x5)
ofxp
Satz. Sei [Y, Xﬁ,a2ln] geg., 7 :=rk X und B eine MkQ-Schétzung.
Dann ist eine erwartungstreue Schitzung fiir 2 gegeben durch
n

;zm—iwm?

=1 Jj=

62 =L Sy, p) =

Normalverteilte lineare Modelle
Satz. Fiir ein normalverteiltes lineares Modell [V, Ny, (X 8, 02 15,)]
mit rk X =7 < p gilt:

e Die ML-Schétzung fiir § € R? stimmt mit der MkQ-Schitzung B
iiberein und es gilt 8 ~ Np(EB, Cov(B)).

e Die ML-Schétzung fiir o2 lautet 62 = S<Y’*B) = "nT 6“. Es gilt
E62 = 2=r62 4 52 (asympt. erw.- treu) und S(;;’B) ~x2 .

n—oo
e Fiir einen Vektor £7(8) = (£1(8),...,£4(8)) von ¢ < r linear
unabhéngigen schitzbaren Funktionen £;(8) = ¢I'8, ¢; € RP gilt

0= 1(B)

Dabei ist Ax = (Gu,1,-- -, 0x,q) T
dem GauB-Markov-Theorem.
e Die Schitzungen ¢ = K(ﬁ) und &2

~ NG (£(B),02 A AT)  mit g =1k A..
mit a,; € L(X) optimal gem&f
(bzw. 62) sind unabhéngig.

Kor. Fiir rk X = p gilt B ~ Np (B, UQ(XTX)_l) und 3 und &2 sind
unabhéngig. (Grund: 8; = el'8 sind schiitzbare Funktionen.)

Test (o -Streuungstest im Modell [V, Ny (X8, 02I,)])-
Wir testen o : 0% = o} vs. I : 0% # 0. Wir verwenden dazu
512
T — HY—{Z(BH
70

Unter Hg gilt T ~ xi,r, wobei r :=rk X < p.
Entscheidungsregel. Wir lehnen Hg genau dann ab, falls

TeK" = {07 sz—r,a/’z] U [le—r,l—a/w OO) .
Bem. Sei £(8) = (41(B),...,£4(8))T ein Vektor von linear unabh.
schitzbaren Fktn, wobei 1 < ¢ <7 < p < n. Setze w = K(B) —£(B).
Die Konfidenzschétzung fiir £(8) ist dann

P(w” (4. AT)

< FLNY = XBI? - Fyn-ri—a) =1 —a.

Anwendung auf das Modell I der Varianzanalyse

Bsp. Ziel ist der Vergleich von Er-
wartungswerten von p Stufen (Po-
pulationen), je N(ui,az)—verteilter

‘ 1 2 iz

1] y11 vz Y1,n

unabhéngiger Beobachtungen (i = 2| y21 Y22 Y2,n5
1,...,p). Fiir alle Populationen 1
tragen wir alle n; Messergebnisse in
den Versuchsplan (rechts) ein. P | ypt  Yp2 Ypnp

In unserem math. Modell gibt es einen (unbek.) Vektor p € RP mit

Yie = pitein, €n ~N(0,0%) (i.i.d.) firn=1,...

(Wichtig ist, zu priifen, ob tatséchlich die Varianz der ¢;;, gleich ist,
etwa mit dem Bartlett- Test.) Die Transponierte X7 der Versuchs-
planmatrix X € R®*P, n:=mnj + ...+ np, ist in Zeilenstufenform,

wobei die i-te Zeile aus genau n; Einsen besteht. Es gilt
1 o 0 Yie=p oL, Y1
XTX = XTy =

Yp.:Z:£lka
Aus der Normalengleichung X7 X8 = XTY folgt

0 .np

/sz—Yzo—* k: 15/1% firi=1,...,p.

Die Schitzung der Modellstreuung ist

P
A~ A2 Eva
&2 =Ll - XB|* = 4 > 2 (Yik — Vie)?.
i=1k=1
. 52 2
Es gilt (n —p) 2z ~ Xn—p-
Test. Wir testen Ho : pu1 = po = ... = pp vs. Hy :3d, 5 @ pg # .
Als Testgrofle verwenden wir
S7-83 . o2 3012 < o2
T := Z P .15730 mit S35 = [|Y — X8| = P kgl( ik — Yie) ,
Lo v \2 2 2 L v v \2
=2 > (Yig—Yee)® 57 —=55=...= 3 ni(Yie —Yeo)
i=1k=1 i=1
Unter Ho gilt T' ~ Fp_1,n—p.

i i=1,...,p.

Entscheidungsregel. Ablehnung von Hy <= T > Fp_1n_p,i-a

Sprechweise. Die iiblichen Bezeichnungen sind

52 =SQG =9S.d.Q.d. A. in der Gesamtheit
5?2 — 83 = SQA =8S.d.Q.d. A. zwischen den Stufen des Faktors A
52 = SQR = S.d.Q.d. A. innerhalb der Stufen des Faktors A
= Restquadratesumme,

wobei ,,S.d. Q.d. A.“ = ;Summe der Quadrate der Abweichungen®.

) i=1,...
F= A

,p, unabh. ZGn.

Test (Bartlett). Selen X ~ N (pi, o
=02 o #£ O’j.

Wir priifen Hy : 01—~~ p—az vs. Hi
Dazu verwenden wir die Testgrofie

Tny,oonyp = % ((n —p)log S2 — f:l(ni —1)log 5’1-2)7
D=1+ 5ty (St — wkp)
S = e nl (Xik — Xie)?
§% = 5 (i — 1)S}
Unter Ho gilt Thn,,....n, ————— d X?,_y
min(ny,...,np)— 0o
Faustregel. Die Néherung ist gut, falls min(ny,...,np) > 5.
Entscheidungsregel. Ablehnung v. Ho < Tny,...,n, > X;Qafl,l—ou

Zweifache Varianzanalyse (Zweiwegklassifikation)
Situation. Wir wollen die Wirkung eines Faktors A in p Stufen
und die Wirkung eines Faktors B in ¢ Stufen mit s Wiederholungen
in jeder Stufe von Faktor A und B untersuchen.

Bsp. Wir untersuchen den Ernteertrag abhingig vom Diingemittel
(Faktor A) und der Bodenart (Faktor B). Insbesondere sind wir an
den Wechselwirkungen der Faktoren interessiert.

Modell. }/ijk =puo +o; + ﬁj + vij + €ijks wobei

1o Grundniveau

«; mittlerer Effekt in Stufe ¢ von Faktor A

B;  mittlerer Effekt in Stufe j von Faktor B

vi; ~mittlerer Effekt aus Wechselwirkung der Stufen 7 und j
€k ZG mit Ee;j, = 0 und lEe ik = =o? (i.i.d.)

Dies lésst sich als lineares Modell Y = X3 4 € mit

, ,qu) c Rl+p+q+Pq,

rk X = pg — 1 < min{pgs, 1+ p + q + pq}

ﬁ: (HO?alv"'7ap7617"'76l17’yllv"'

X € Rpesx(I+ptatpra)

schreiben. Wegen des zu kleinen Ranges ist eine Reparametrisierung
notwendig, d. h. es werden Gleichungen zwischen den Parametern
hinzugefiigt, die die eindeutige Losbarkeit von (N) garantieren:

ae =0, Be=0, 7e=...=7e =0, Ye1=...=74q=0

Notation. g = Y..., Gy = 7“. 77..., Bj = ?.j. *7...,

'71] = Y’L]. - Yzoo - Y.]o +Yeeo



Test. Wir testen die Hypothesen

Hap :mi1=...=%q, Ha:a1=...=ap, Hp:p1=...=p04
mit den Testgroflen
pq(s —1) s P a4 _ o _ R
Foapi= —r—"t—. 23 S (Yije — Yiee — Yejo + Yeoe)?,
(p_ 1)(q_ 1) S}%qs i=1j=1 e ree oje ooe
c(s—1 S P o
FA = M q2 . Z (Yi!. _ Y...)Q,
p_l Spqs i=1
“(s—1 s q '
P = PO PSSy Ve wobei
q-1 Spas  §=
2 P q s 9
Spgs = z_: z_: 2( ik — Yije)®.

Unter Ha gilt Fa ~ Fj,_1 pq(s—1), unter Hp gilt Fp ~ F,_,;
und unter Hap gilt Fap ~ F(p+1)<q+1>ypq<571).

,pq(s—1)

Entscheidungsregel. Die Hypothesen H 4, Hg bzw. H 4 p werden
genau dann abgelehnt, falls

Fa>F, 4 Fp>F, 4 bzw.

pa(s—1),1—a> pq(s—1),1-«

Fap > Fp—1)(g—1),pa(s—1),1—a

Bem. Die Anzahl der Wiederholungen kann auch in den einzelnen
Stufen variieren.

Regressionskurvenschéitzer

Problem. Zu n Messwerten (z1,¥y1), ..., (Zn, Yn) soll eine Fktn
wu(z) gefunden werden, deren Funktionswerte p(z;) die y; moglichst
gut approximieren.

Modell (nichtparametrisches Regressionsmodell, Modell I).
Yi=p(z;)+e firi=1,...,n

mit unbekannter Regressionsfunktion 1 : [a, b] — RY.
Dabei gilt Ee; = 0 und Ee;je; = 0'25ij.

Bem. Im Modell II werden die z;’s durch ZGn X; ersetzt.

Voraussetzung. K €L (R) ist eine Kernfktn, d.h. [K(z)dz = 1,

Vz : K(—z) = K(z), supp K ist beschrinkt und sup|K(z)| < oo.
Notation. Kj(z) = 1 K(%)

Def. Seien Messstellen a < x1 < xz2 < ... < xn < b gewdhlt.
Der Gasser-Miiller-Schitzer mit Bandweite hy, > 0 ist

ﬂQGM) (z) =

~ nhnpn

n Sq
Y f K(52)ds, a<z<b
i=1 s;_1

wobei sg = a, sSp41 = b und s; = (Ti—1+zi)/2.

Bem. Es gilt fin(z) = (K}, * h)(z) mit h(z) =

Fiir Modell II gibt es folgenden Kernschétzer:

Y; fiir © € [s4,8i41).

Def. Seien (X1,Y1), ..., (Xn,Yn) i.i.d. mit Dichte f(x y), K eine
Kernfunktion und hn > 0. Der Nadaraya-Watson-Schéitzer ist

2?=1 K(%)’

Motivation. Unter geeigneten Voraussetzungen gilt

f (z,y)
)= Sy fivix)(w)dy = fy%dy

Wir schétzen f(x y)(x,y) mit einem Produktkern, also

AW (z) = <z <b.

wz) =EY|X ==

K(z,y) = Ki(z) - K2(y) mit Kernfunktionen Kj, Ka:
fn(m7y) = nh% Z Kl( )K2(y : )7
fu(@) = 73— ; Ky (520) = [ fa(e,y) dy
fin(@) = [ylaEt ay = 11, zmz ) YK (M) dy
fn(x) f (93) n
T)u(x) (bei hy, = 0, hyp -1 — 00 fiir n — 00)

Def. MSE(6,) = E(6, — 0)?
n

MASE(fin) = % > MSE(fin(z;)) heilt mean averaged squared error
i=1

heiit mean squared error,

Bem. Es gilt MSE(8,) = Var(,) + (E(6 — 6))?
N——

Bias
Satz. Seien die Annahmen des Modell I erfiillt und p € C2([0, 1]).
Die Messstellen seien z; = (i—1/2)/n fiir i = 1,...,n. Der Kern K sei

Lipschitz-stetig und es gelte supp K C [—1, 1]. Angenommen, h, | 0,
nhyn — oo fiir n — oo. Dann gilt fiir den Gasser-Miiller-Schétzer:

Efin(2) — p(z) = "5 [0? K () dap” (@) + o(h2) + O(L)

Var fin () = —— 2fK2 (z)dz + O( 2h2)
Kor. MSE(ji(z)) = jK2 )dz + Lo

+O( nhn + hi)

fa:QK(a: dz - (x))

Dichteschitzungen

Notation. Sei P die Menge aller beziiglich des Lebesgue-Mafl A1
absolut stetigen WahrscheinlichkeitsmaBe auf R! und

Fe = {f € C(RY)| f = dP/dx, fiir ein P € P}
die Menge der stetigen W-Dichtefunktionen.

Ziel. Finden einer ,,guten® Dichteschitzung fn(X7 -) ‘R 5 RY,
wobei X = (Xq,...,Xn) eine math. Stichprobe ist, in Form einer
Borel-messbaren Abbildung fr (-, —) : R® x R — R!.

Notation. fn(t) = fn(Xl, coey Xn,t)

Lem. Es gibt keinen Dichteschéitzer fy,(-) mit

Effn(t) = f(t) fiir Ai-fast alle ¢ fiir alle f € Fe.

Histogramm-Schitzer

Def. Seizp € R und h > 0 fest. Setze I; = [zo + jh,zo + (j+1)h)
fiir j € Z. Das Histogramm ist der (naive) Dichte-Schitzer

n
fn(t) = Lh Z 1 (X;), wobeij € Z so ist, dass t € I;.

Bem. Der Graph der geschétzten Histogramm-Dichte ist ein
Sdulendiagramm. Verbindet man die Mitten der Sdulen mit einer
Linie, so bekommt man einen Haufigkeitspolygonzug.

Bem. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen gilt

lffa:)dx firt e I;.

.7

fn(t)

Def. Sei fn (=) ein Dichteschétzer und f € F.. Dann heifit

fEf(fn F(t))? dt

=:MSE(fn (1))

MISE(f) == Eff(fn(t) - f®)?
N———

A=

MISE (mean integrated squared error) von fn bzgl. f.

Satz (Freedman, Diaconis). Sei f:R — R eine Dichtefkt mit
(i) f€ L%(R) und f absolut stetig, d.h. f.ii. diff’bar,

(ii) f' € L?(R) und f’ absolut stetig, d. h. f.ii. diff’bar und

(iii) f” € LP(R) fiir ein p € [1,2].

Wir schreiben

3
=613, =3, = ()2 dt
g Bi= a7 gl Rfl(f ®))
Gelte v > 0. Dann ist  min A2 2B/3 + O (%)

=h, >0
Das Minimum wird angenommen fiir h,, =

$=+0 ().

Angenommen, es gilt nur (i), f’ € L?(R) und v > 0. Dann gilt
s 2 _ e 1
min A7 = %—1—0 (T\/ﬁ) .

pin 2/3 +o( 2/3) mit Minimum bei hy, =



Kerndichteschitzer
Def. Sei K € L'(R) eine Fktn mit [K(t)dt = 1 und (hn)nen eine
Folge in (0, 00) mit hy | 0. Dann heifit

(X

Fult) = =4 3 K, (X

Kerndichteschitzer fiir f mit Kernfunktion K.

fn(X17~~~7

Xn;t) = — i—t)

Bspe. Mit der empirischen Dichte K(z) := %1(,171](35) gilt
fn(t) =

mit dem GauB3-Kern K(z) := \/127 exp( ; ) gilt fn(-) € C®(R).

gt (Bt + hn) = Bn(t = hn)),

Lem. Sei zusitzlich K € L%(R). Dann gilt:
o E;fult) = [K( x)f t+ hpz)dz
o Varg(fn(t) = — hn fK2
@)
Satz. Sei f eine beschrinkte W-Dichtetktn, Vz € R : f(z) < M,

mit Stetigkeitsstellen C C R. Sei K € L2(R) und (hn)nen eine Folge
mit Ay, | 0 fiir n — oo. Angenommen, n - hy, _}—) oo. Dann gilt:
n oo

) f(t+ hpx)dz
f(t+ hpx)dz)?

Ej fn(t) — f(t) vted,

n-hy - Var(fu(8) —— f() - [K*(@)de VteC,

supEj (fn(t) — f(t))2 ——— 0, falls f glm. stetig auf R.

Satz. Sei f € CZ(RY), f,|f',|f"| £ M < oo und [z?|K(z)|dz < oco.
Dann gilt fiir alle t € R*:

Effn(t) = f(t) + hnf'(t) [2K( (z)dz + 5 Lp2 f7'(

wobei die Konvergenz von o(—) sogar glm. in abg. ¢-Intervallen ist.

t) [z? K (z) dz + o(h2).

Ziel. Bestimmung einer optimalen Bandbreite Ay,

Satz. Sei f € C2(R!) mit f” € L2(R') und f£,|f'| < A < .
Fiir K gelte 0 < K(z) < B, K(—z) = K(z) und [2?K(z)dz < oo.
Dann gilt fiir (hn)nen mit Ay | 0 und nhy, T) 00:

MISE(fn) =5 [ K*( (z)dz + "o f;ﬁK

+o(h;ﬁ)+o(m)

dz)” [(f"(1))*d

fiir n — oo.

Bem. Wir wollen zunéchst h,, irgendwie optimal wéahlen.
Setzen wir die beiden echten Fehlerterme gleich, also

L [K2(@)de = "2 (f2?K () da) [(£"(£))? dt

e e AfK(2)* do e
so folgt hy, = ~375 mit ¢ = ((fa:QK(a:) A2 [ (/7 (1)) dt) und
MISE(fn) = Y% (J(/" (1) d0)"° (Jo? K (2) d)”* ([ K (2)? da)*?

+ o(n=?).

Bem. Nun wollen wir die Kernfunktion K optimal wihlen, also so,
dass der IMSE in der letzten Gleichung moglichst klein wird.
Dazu suchen wir eine Funktion K, sodass

[22K (z) dz ([ K (z)* dz)”
minimal wird unter den Nebenbed. [K(z)dz =1 und K(z) > 0.

Satz. Sei K eine Kernfkt mit [K(z)dz = 1. Dann gilt fiir o > 0:

(JK ()% da)” [|a]|*|K (z)| da > (55)°

= 2a+1 2a+1

Gleichheit gilt fiir Ko(z) = "‘z—zl(l — 2| 11,17 ().
Def. Im Speziallfall « = 2 heifit
Ko(z) = %(1 — :vQ)]l[_l’l](a:) Epanetschnikow-Kern.

Bem. Wichtige Kerne neben dem Epanetschnikow-Kern:

N . .
e Dirichlet-Kern: Ky(z) = %k;N g2k — %
14 N ik |2 _ sin?(2N+1D)7z)

e Fejér-Kern: Ky(z) = Zj | = oNemZ(me)
e Dreieckskern: K(z) = (1 — |z|)1[_; 1j(=)

T cos(Z <1
e Kosinuskern: K(z) = {4 cos(32) el <

0 |z| > 1

e Sobolev-Kern: K(z) = cqe ¢exp (—
Das Besondere an ihm ist K. € C*°(RY).

Bemn. e Es gibt Kerne mit der Eigenschaft [z K (z)dz = 0 fiir
k=1,...,m—1und [|z|"K(z)dz < oo fiir m > 2.
e Es gibt Kerne mit [¢"K(z)dx =0 fiir alle n € N, z. B.

62
W) 1B, (0)(%)

1— eVt

K =
(@) 1 falls £ = 0

o0
o [ cos(tx)g(t)dt mit g(t) = {
—o0
Satz (H. Miintz).
0<ng<ng<...
Dann gilt K = 0.

Sei K : R — R eine Fkt mit 2" K(z)dz = 0 fiir
mit 353, L = oo, supp(K) = [a,8], K € Cla, b].

falls ¢ £ 0,

Orthogonale Schitzer fiir W-Dichten

Voraussetzung. Sei M = [a,b] mit —oo < a < b < co.

Bem. Der Hilbertraum L2(M) besitzt eine abzihlbare ONB
e1, ez, ..., sodass fiir alle f € L2(M) gilt:

io: arer(x) mit ap = (f,ex) fiir z € [a, b

k=1

f(z) =

Problem. Gegeben sei eine math. SP X, ..., X,, aus einer
Grundgesamtheit fiir ein zuf. Merkmal mit Dichte f € L?(M).
Gesucht ist eine Schitzung der Dichte f.

Verfahren. Schitzung von f erfolgt in zwei Schritten:

1. Wihle einen Parameter N = N,,. Sei fy die Projektion von f auf
Liey,...,en) C L?(M),

N
E akek(‘r)7

In(z) = x €M mit ap = (f, ex)

2. Schitzung der Koeffizienten:

n
bk =Gpn =23 en(Xy), k=1,...
k=1

» N
Def. Der ON-Schitzer (oder Projektionsschitzer) ist

fula) = S dpmen(z) = 1 35 3 £ en(Xen(o).

k=1 i1=1k=

fn,N(z) =

Eigenschaften des Schitzers fn:

Lem. Fiir f € L2(M) und e1(z) = const = ——, |M
f € L(M) und e (@) |

fn(z)Vz € M.

| =b—a gilt

[fn(@)dz =1 und Efy(z)=
M

Kor (Pktweise asympt. Erwartungstreue). Fiir N,, —— oo gilt
n—oo

Efn(x) —= f(), falls fi(2) == f(x).

Lem. Sei f € L?(M). Dann gilt fiir ON-Schéitzer
o

N e}
—fllo= 3 (Gpn —ar)?*+ >

k=1 k=N+1

[l.fr

Satz. Es sind dquivalent:

o Ju=E|fun, —f||§:Ef fan, (2) = f(2))2 dz —— 0

%% fek(:v f(a:)d:):—)O
i=11

P

Kor. Aus J, —— 0 folgt || fn.n, — flls —— 0.
n—roo n— oo



Erz. von Zufallszahlen und Simulationstests

Ziel. Erzeugung von nach einer VF F' verteilten Zufallszahlen

Def. Sei F' eine VF auf R'. Dann heiit F~ : [0,1] — [—00, 00) mit

F~(y) == min{z € R'| F(z) >y} fir y € (0,1], F~(0) = 11% F~(y)
y

Quantilfunktion oder (verallgemeinerte) Pseudo-Inverse zu F.

Eigenschaften. e F' ist monoton und linksseitig stetig.
« F(F~ () 2y ¥yel0,1] o U~R[0,1] = F~(U)~F

Verfahren (Inversionsmethode). Ist (U;);en eine Folge
unabhéngiger gleichverteilter Zufallszahlen auf [0, 1], dann ist
(F~(U;))ien eine Folge F-verteilter Zufallszahlen.

Erzeugung von Zufallszahlen iiber Transformation
Verfahren (Verwerfungsmethode). Angenommen, X besitze
eine Dichte f mit beschr. Tréger supp f C [a,b] und sup f(z) < M.
Wir erzeugen unabh. Zufallszahlen Uy, Uz ~ R [0, 1] und setzen
Vi=a+ (b—-a)Ui ~R[a,b] und Vo= MU ~R[0,M].
Wir nehmen X = V; falls (V1,V2) € Graph(f) < V2 < f(V1),

andernfalls beginnen wir mit neuen Werten V; und V2 von vorn.

Verfahren (Box-Muller).
Seien Uy, Uz ~ R [0, 1] unabhéngig. Dann sind auch unabhéngig:

X1 = g1(U1,Us) :== \/—2log Uy sin(2ruz) ~ N(0, 1),
Xo = g2(U1,Uz) :== 1/—2log Uy cos(27Us3) ~ N(0,1)

Bem. Allgemein sei h = (},:;) die Inverse von g = (). Dann gilt

_ fuy,us (w1, u2)

_ ul — h1(11,12)
det(Jg(u1,u2)) ( ( )

f(X17X2)(x1’x2) mit - (s ha(z1,22)

wobel Jg(z,y) die Jacobi-Matrix von g im Punkt (x,y) ist.

Verfahren (Erzeugung eines n-dim. ZV Y ~ N, (m, S)).

Sei m € R™ und S € R™*" eine Kovarianzmatrix, d. h. positiv
semidefinit und symmetrisch. Mit Cholesky-Zerlegung bekommt man
eine untere Dreiecksmatrix L € R®*™ mit S = L - L.

Wir erzeugen i.1i.d. Zufallszahlen Xi,..., X, ~ N(0,1) und setzen

Y=, . %) =m+XLT, X=(X1,...,Xn).
Dann gilt X ~ Np(0,I,) und Y ~ Ny (m, Cov(Y)) mit
Cov(Y) = Cov(XLT) = LCov(X)LT = LLT = S.

Satz. Seien X1,...,Xp ~ Np(0,I,) i.i.d.
Dann ist der ZV Y := X/| x| gleichverteilt auf S" 1.
Satz. Seien Ei,...,Ep4+1 ~ Exp(1).

e Sei Z; = ﬁ Dann ist Z = (Z1, ..

A" ={z € [0,1] |1+ ... +xn =1} CR".

., Zn) gleichverteilt auf

o Sei Z] = . Dann ist Z* = (Z7, ..., Z}) gleichvert. auf

E;
Ej+..+Ep41

conv{0,e1,...,en} ={z €[0,1] |z1 +... + z,1} CR™.

Bem. Seien Uy,...,Un ~ R[0,1]. Wir ordnen die Werte:

UO:n =0< Ul:n <.. Unn <1l=: Un+1:n-
Dann sind die ZVn Z; == U;.p, — U;j—1:p fiir ¢ = 1,...,n + 1 unabh.

und kénnen fiir Punkt 2 im letzten Satz verwendet werden.

Erzeugung von Zufallszahlen iiber GWS

Verfahren. Seien Uy, ...,Up,... ~R[0,1] i.i.d.

Es gilt EU; = % und VarU; = 1—12 Aus dem ZGWS folgt
Ul + ...+ Un - % d

V12

Bsp. U1+...+U12—6%N(0,1)

N(,1).

d— oo

Satz. Fir A >0und Uy,...,Up,... ~R[0,1] i.i.d. gilt
n . d
T min{Ui,...,Un} —= Exp(X).

Erzeugung von stabil-verteilten Zufallsvariablen

Sei F' eine Verteilungsfunktion, die sich als mégliche Grenzverteilung
einer geeigneten zentrierten und normierten Summe ergibt, d. h. fiir
ii.d. ZVn X1,...,Xn, ... gilt

[P;( X1+---Z’X7L7a’ﬂ S :E) wobei b,, — oco.
n

F(z)

n—oo

Satz. Die charakteristische Funktion ¢(t) von F' hat die Gestalt

. tan( T2 fir o # 1,

o) =ep{-Ad" @ -ipge), o= {520 o7
—=loglt] fira=1

fiir Parameter A € (0,0), o € (0,2] und 8 € [—-1,1].

Bsp. Fiir a = 2 ist ¢(t) = exp{—t?} und F die Normalverteilung.

Bemn. e Fiir F existiert eine ,,glockenférmige® Dichte f € C*°(R).
e Fiir 0 < o < 2 ex. nur die Momente [|a|® dF(z) fiir 0 < § < a.

Monte-Carlo-Tests (Simulationstests)

Wir betrachten ein parametrisches Modell mit Parametermenge ©O.
Angenommen, X ist ein zufélliges Merkmal mit Px € {Py |6 € ©}

und X(™ = (X1,...,Xn) eine mathematische Stichprobe von S.

Ziel. Konstr. eines a-Tests fiir Hp : 0 € ©g C © vs. Hy : 0 & Og
mittels einer Teststatistik 7™ (X1,...,Xn).

Notation. F\™ (t) :=P(T™(X1,...,X,) <)

=P\ ({2 e R" | T (21, .., 20) < })
Voraussetzung. Es existiert ein g € ©g mit e Fg(? ist stetig.
o FSI(t) < FyV(t) YteR,0€6
o FSI(1) > F(t) YteR,0€0\6

Bem. Die zweite Bedingung ist fiir ©¢ = {0p} trivial.

Test. Sei Fet)l die Quantilfkt zu Fo(:) Wir verwenden die Regel

(n) 1 falls T<”)(xl,...,:13n)>F(;1(17a),
ez, .. mn) = (n) 0y .
0 falls %" (z1,...,2n) < Fp " (1 —a)

Lem. go(") ist ein unverfilschter a-Test.

Problem. Die VF FQ(:) ist oft zu komplex, um sie explizit zu

berechnen. Gleiches gilt dann auch fiir Fg{)l.

Verfahren (Monte-Carlo-Test). e Erzeugung von N
(n) (n)
1

,+--> Ty geméB der Verteilung P(;:).
e Berechnen der Ordnungsstatistik TJ(vnszrl:N von T(™ (acgn))
(Dies ist eine Schitzung von Fe_ol(l — a) mit o = k/N41.)

e Die Entscheidungsregel des MC-Tests ist

(n)) = {1 - T(")(gg(n)) = TI(\fn—)k+1:N’

yee oy T
N 0 falls (") (z(™) < TJ(vnlkH;N

Realisierungen =

n. .(n)
o(z 7x1n

Lem. Der MC-Test ist ein unverfilschter a-Test.
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