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Regulire Sprachen

Def. Ein DFA ist ein Tupel (Q, %, 6, go, F) mit

e Einer Zustandsmenge Q (endlich)

e Einem Eingabealphabet X (endlich)

e Einer Ubergangsfunktion § : Q x ¥ — Q
e Einem Startzustand ¢g € Q

e Einer Menge von akzeptierenden Zustédnden F C Q

Def. Ein NFA ist ein Tupel (Q, %, 4, go, I') mit den gleichen
Komponenten wie ein DFA, aber die Ubergangsfunktion hat eine
andere Quell- und Zielmenge: ¢ : Q x (X U {e}) = P(Q).

Algorithmus. Umformung eines NFA (Q, %, 6, go, F) zu einem
dquivalenten DFA

Bezeichne mit E(P) fiir P C Q die Menge der durch e-Uberginge
erreichbaren Zusténde. Konstruiere dann den DFA folgendermafien:

e Zustandsmenge: P(Q)

o Ubergangsfunktion schickt {q1,---

E({(s(ql» a)7 B 5((1”7 a)})
e Startzustand: E({qo})
e Akzeptierte Zusténde: alle Teilmengen A C Q mit ANF # ()

,qn} bei Eingabe a auf

Def. Regulidre Ausdriicke sind induktiv wie folgt definiert:

Reguldrer Ausdruck e | Wert L(e)

0 0

€ {e}

a (fiir ein a € ) {a}

ey -ea L(e1) - L(e2)
e] + e L(el) @] L(ez)
(e1)” L(e1)”

Satz. Der Wert jedes reguldren Ausdrucks ist eine regulére Sprache.
(Beweis durch Induktion)

Satz. Jede regulidre Sprache L ist Wert eines regulidren Ausdrucks

Beweis. Sei M = (Q, 3,6, qo, F) ein DFA, der L entscheidet. Sei o.E.
3 ={1,...,m}. Bezeichne mit L(p,q) mit k,p,q € {1,...,m} die
Sprache, die alle Worter enthélt, die den Automaten M von Zustand
p in den Zustand ¢ bringen nur unter Benutzung von
Zwischenzustinden in {1, ..., k}. Durch Induktion iiber k siecht man
dann, dass all diese Sprachen regular sind und es gilt
L= U Lm(ro,CI)-

qeF
Induktionsanfang: Lo(p,q) = {a € 2|6(p,a) = ¢} U{e|p = q}
Induktionsschritt: Lg(p,q) = Lx—1(p, k) - Lg—1(k, k)" - Lx_1(k,q) O

Def. Sei L eine Sprache iiber einem Alphabet 3. Dann ist die
Nerode-Relation fiir L wie folgt definiert:

(u=pv):e (VzeX' tuze LS vz e L)

Die Anzahl der Aquivalenzklassen dieser Relation wird der
Nerode-Index von L genannt.

Algorithmus. Konstruktion des Nerode-Automaten zu einer
Sprache L mit endlichem Nerode-Index:

e Q: Menge der Aquivalenzklassen {[u] |u € £*}
O([u],a) = [ua] firu € ¥ und a € &

e qo = [e]
o F={[ul|lueL}

Bem. Der Nerode-Automat fiir eine Sprache L ist minimal. Eine
Sprache ist genau dann reguldr, wenn ihr Nerode-Index endlich ist.

Satz (Pumping-Lemma). Sei L eine regulire Sprache. Dann gibt
es ein t € N, sodass jedes Wort w € L mit Linge mindestens ¢ als
w = uvx geschrieben werden kann, wobei gilt:

e wizeLfiralleiecN ® v#e o |uy|<t

Kontextfreie Sprachen

Def. Eine kontextfreie Grammatik (CFG) ist ein Tupel
(V,%, P, S) mit

e Einer endlichen Menge von Variablen bzw. Nichtterminalen V'
e FEiner von V disjunkten, endlichen Menge von Terminalen 3

e FEiner endlichen Menge von Produktionen P. Eine Produktion hat
die Form A — «, wobei a € (V UX)*

e Einem Startsymbol S € V

Def. Falls in einer Grammatik G = (V, %, P, S) die Produktion

(A — B) vorkommt, so sagt man, dass sich a8y aus aSv ableiten
ldsst (geschrieben: a8y = aSv). Wenn sich ein Wort v aus einem
Wort w in einem oder mehr, beliebig vielen oder genau m vielen

Schritten ableiten ldsst, so schreibt man w = v, w = v baw. W = v.

Def. Ein Wort « iiber V U X mit S = o nennt man eine Satzform.

Def. Ein Wort w € £* wird von G generiert, wenn S = w. Die
Sprache aller Worter iiber 3, die von G generiert werden, heifit die
von G erzeugte Sprache. Eine Sprache heifit kontextfrei, wenn sie
von einer kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

Def. Eine CFG G heiit mehrdeutig, wenn es eine Wort in L(G)
gibt, das der Ertrag von zwei verschiedenen Syntaxbdumen ist.
Wenn dies nicht der Fall ist, so heifit die CFG eindeutig.

Def. Eine CFG ist in Chomsky-NF, wenn jede Produktion eine
der folgenden Formen hat:

e A—amitac X e A— BC mit B,C eV

Algorithmus. Sei G eine CFG und L = L(G) Dann gibt es eine
CFG G’ in Chomsky-NF, die L\{e} erzeugt. Andere dafiir G
schrittweise wie folgt:

1. Elimination von e-Produktionen

2. Elimination von Einheitsproduktionen (Produktionen der Form
A — Bmit A,BeV)

3. Auslagerung der Produktion von Terminalen (fiihre fiir jedes
verwendete Terminal a € X ein neues Nichtterminal P, und die
Produktion P, — a ein)

4. Aufsplitten von Produktionen mit mehr als zwei Variablen auf der
rechten Seite

Def. Eine CFG ist in Greibach-NF, wenn jede Produktion in P
die Form A — aa hat, mit @ € ¥ und o € V*.

Satz. Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann wird L\{e} von einer
Grammatik in Greibach-NF erzeugt.

Def. Ein Kellerautomat ist ein Tupel (Q, %, T, 4, go, F)) mit

e @, X, qo und F definiert wie beim DFA,
e ciner endl. Menge I', dem Kelleralphabet, und einer
o Ubergangsfunktion 6 : Qx (Z U {e})x (T U {e}) = P(Qx(T' U {e})).

Bem. Kellerautomaten arbeiten nichtdeterministisch und miissen
nicht auf jeder Eingabe halten.

Satz. Eine Sprache ist genau dann kontextfrei, wenn sie von einem
Kellerautomaten akzeptiert wird.

Satz (Ogdens Lemma). Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann
gibt es ein t € N, sodass jedes Wort w € L, in dem mindestens ¢
Symbole markiert sind, in der Form w = uvxyz geschrieben werden
kann, wobei gilt:

o wvlzy'z € L fiirallei € N
e vy enthidlt mindestens ein markiertes Symbol.

e vzy enthilt hochstens ¢t markierte Symbole.
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Turing-Maschinen

Def. Eine Turing-Maschine (TM) ist ein Tupel
(Q,%,1,6,90,49a, qr,~) mit

Einer Zustandsmenge Q (endlich)

Einem Eingabealphabet ¥ (endlich)

Einem Bandalphabet I" enthélt &

Einer Ubergangsfunktion § : Q x I' = Q x I x {+—, =}
Einem Startzustand go € Q

Einem akzeptierenden Zustand ¢, € Q

e Einem verwerfenden Zustand ¢, € Q
e Einem Symbol . € I'\X

Def. Eine Konfiguration einer Turing-Maschine ist ein Wort der
Form agf mit o, 8 € T'*, wobei 8 nicht auf . endet, und q € Q.

Def. Seien ¢ = agbB und ¢’ = o’¢’'3’ Konfigurationen einer
Turing-Maschine M. Man schreibt ¢ M, ¢’ (gesprochen: ¢’ ergibt
sich aus ¢), falls §(q,b) = (¢/,b’, D) und ab’'3 = o’B’ und der Kopf
der Turing-Maschine in ¢’ gegeniiber ¢ nur um eins verriickt ist
gemaf der Richtung D.

Def. Eine Turingmaschine akzeptiert eine Eingabe w € ¥%, wenn
es eine abbrechende Folge von Konfigurationen Cy, ..., Ct gibt, wobei
Co = gow die Anfangskonfiguration ist, jede weiter Konfiguration
sich aus der vorherigen ergibt und der Zustand in der letzten
Konfiguration der akzeptierende Zustand g, ist.

Bem. Zur Turingmaschine sind folgende Maschinen &dquivalent, d.h.
sie kénnen auf TMs simuliert werden und TMs auf ihnen:

o Mehrband-TMs: Wie TMs, haben allerdings mehrere Bénder
und je einen Lesekopf pro Band zur Verfiigung, die unabhingig
voneinander bewegt werden kénnen.

e Nichtdeterministische TIMs: Kénnen mehrere Berechnungen
gleichzeitig ausfiihren.

e Random-Access-Maschinen: Modell géingiger Computer mit
CPU, Registern und RAM.

Def. Folgende (partiellen) Funktionen sind p-rekursiv:

Die Nachfolgerfunktion 0 :N —- N, z— x4+ 1

Die Konstantenfunktion n’g :NF 5 N, (z1,...,xk) — C
Die Projektionsfunktion 71'11C :NF 5 N, (1, ..., Tk) — x5

N

Die Komposition von p-rekursiven Funktionen f : N — N und
g1,y g1 ¢ NF — N, also

h:NF 5N, (1, z) — flg1(z1, s ),y ey G1(T1,y ey )
5. Fir k > 1 und p-rekursive Funktionen f : NF~1 5 N und
g: NF+tY 5 N die Funktion

f(za,...,zk), falls 1 =0

h:N¥ 5N —
» (m2, 0 @) {g(h(wl — 1,22, .., k), x1 — 1,22, ..., Tk)

6. Fir k > 1 und eine p-rekursive Funktion f : NFFt1 5 N die
partielle Funktion

h:N¥ 5N, (21, ..., z) — min(M),

M:={y€eN|f(y,z1,....,zx) =0 und f(z,2z1,...,zx) def. V2 < y}

Bem. Aus der obigen Definition ergibt sich, dass folgende

Funktionen p-rekursiv sind:

e Die Vorgingerfunktion 0~1 : N = N, z — max{0,z — 1}
e Die Monusfunktion —: N> - N, (z,y) — max{0,z — y}

e Seien If, Else : NF — N p-rekursiv, dann auch

If('rla ...7Z'k),
Else(x1,...,xg),

falls z=10

If NFHL SN (2,0, e, ) {
sonst

e Die Funktionen min, plus, mal : N2 5 N

Bem. Die Klasse der p-rekursiven Funktionen stimmt mit den von
RAMs berechenbaren Funktionen iiberein.

Def. Eine Sprache heifit entscheidbar, wenn sie von einer TM
akzeptiert wird und die TM auf jeder Eingabe halt.

Def. Eine Sprache heifit semi-entscheidbar oder rekursiv
aufzdhlbar, wenn sie von einer TM akzeptiert wird.

Satz. Eine Sprache L ist genau dann entscheidbar, wenn L und L
semi-entscheidbar sind.

Satz (Rice). Sei S eine Teilmenge aller Sprachen iiber X*. Gibt es
TMs M; und My mit L(M;) € S und L(Ms) ¢ S, dann ist
{(M) | L(M) € S} unentscheidbar.

Def. Eine uneingeschrinkte/allgemeine Grammatik G ist ein
Tupel (V, X, P, S) wie bei bei kontextfreien Grammatiken mit dem
Unterschied, dass die Produktion die allgemeinere Form o — 8 mit
aec (VUux)t und 8 € (VUX)* besitzen.

Bem. Ein unerwartet unentscheidbares Problem ist das sogenannte
Postsche Korrespondenzproblem (Domino-Problem).

Def. Sei M eine TM, die auf allen Eingaben hilt. Die Funktion f,
die jedem w € ¥* den Bandinhalt bis zum Kopf der TM nach Halten
der TM zuordnet, heiflit die von M berechnete Funktion.

Def. Seien Lj und Lo Sprachen iiber 31 bzw. 2. Man sagt, dass
Ly auf Lo abbildungsreduzierbar ist (notiert L1 <,, L2) wenn es
eine berechenbare Funktion f : X7 — X5 gibt, sodass fiir all z € ¥
gilt:

z €L < f(x) € Lo

Satz. Gilt L1 <,, Lo fiir zwei Sprachen L; und Lo und ist Lo
(semi-)entscheidbar, so ist auch L (semi-)entscheidbar.

Satz. Eine Sprache L ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie
von einer uneingeschrinkten Grammatik generiert wird.

Die Chomsky-Hierarchie

Def. Eine kontextsensitive Grammatik ist eine allgemeine
Grammatik mit der Einschrinkung, dass in jeder Produktion die
Liange der rechten Seite mindestens so grof3 ist wie die Lénge der
linken Seite.

Satz. Kontextsensitive Sprachen sind entscheidbar.

‘ Sprachklasse ‘ Grammatik

# ‘ Automat
0 | semi-entscheidbar |uneingeschrankt

1

2

3

Turing-Maschine (TM)

kontextsensitiv kontextsensitiv Linear beschrankte NTM
kontextfrei CFG Kellerautomat
reguldr (reguldre Ausdriicke) |[DFA/NFA

Bem. Zwischen den semi-entscheidbaren und den kontextsensitiven
Sprachen gibt es die Zwischenklasse der entscheidbaren Sprachen,
hier genannt D.

Abschlusseigenschaften:

~
»
Ly
~
*

ANANA NN =
NSNS
N> NN x|
ANA N NN

Beispielsprachen:
Regulédr: {w € ¥* | |w|gerade}

Kontextfrei: {01 |n > 0}, {w € {0,1}* | |w|o = |w|1},
{0"1™]|0<n <m}

Kontextsensitiv: {0"1"2" |n € N},
{a?0™1™2P | ¢,n,m,p € N,g=0V n=m = p}

Entscheidbar: {w#w |w € {0,1}*}, {a"b™c™™ |n,m € N},
Wera = {(G,w) |G ist eine CFG und G generiert w}

Semi-entscheidbar:
Wram = {{M,w) | M ist eine TM und M akzeptiert w},
H. = {{M)| M ist eine TM und M hélt auf €}

Nicht semi-entscheidbar:
D = {(M)| M ist eine TM mit (M) & L(M)},
Qrar = {{(M1, M2) | M1 und M2 sind TMs mit L(M;) = L(M2)}
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