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Def. Ein metrischer Raum (X, d) besteht aus einer Menge X und
einer Abbildung d: X x X — Rx>g, sodass f.a. z,y,z € X gilt:

¢ dz,y)=0 < z—y e dy) =dya) (Symmetric)
o d(z,z) <d(z,y) + d(y, ) (A-Ungleichung)

Def. Fiir einen metrischen Raum (X, d) und eine Teilmenge A C X
ist (A, d|a) ein metrischer Raum und d| 4 heifit induzierte Metrik.

Def. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung
f: X — Y heifit stetig, falls fiir alle x € X gilt:

Ve>0: 36>0 : Va'eX : dx(z,2') <& = dx(f(z), f(z')) <e
Def. Die offene Kugel von Radius € um z € X ist
Be(z) :={p € X |d(p,z) < €}.

Def. Eine Teilmenge U C X eines metrischen Raumes heifit offen,
falls fiir alle u € U ein € > 0 existiert mit Be(u) C U.

Prop. Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Réumen ist
genau dann stetig, wenn fiir alle offenen Teilmengen U C Y das
Urbild f~1(U) C X offen ist.

Def. Ein topologischer Raum (X, 7) besteht aus einer Menge X
und einer Menge 7 C P(X) mit den Eigenschaften

e DeT, eVUVEeET  :UNVeT, eVSCT:UUeT
ves
Die Elemente von 7 werden offene Teilmengen von X genannt.

Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, falls X \ A offen ist.
Bsp. Die diskrete Topologie auf einer Menge X ist 7 = P(X).
Bsp. Die Klumpentopologie auf einer Menge X ist 7 = {0, X }.

Def. Die Menge der offenen Teilmengen eines metrischen Raumes
heiflt von der Metrik induzierte Topologie.

Def. Sei (X, T) ein topologischer Raum und A C X. Dann heifit
Tla={UNA|UeT}
Unterraumtopologie oder von 7 induzierte Topologie.

Def. Ein topologischer Raum (X, 7)) heiit metrisierbar, falls eine
Metrik auf X existiert, sodass die von der Metrik induzierte
Topologie mit 7 iibereinstimmt.

Def. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit Hausdorffsch, falls gilt:
Ve,yeX tax#¢y = IUVET :2€UANyeVAUNV =0.
Prop. Metrisierbare topologische Rdume sind Hausdorffsch.

Def. Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen
(X,7Tx) und (Y, Ty) heiit stetig, falls gilt

VU € Ty : f_l(U) € Tx.

Notation. C(X,Y) ={f: X — Y| f stetig}
Bem. Ist f: X — Y stetig und ACX, soist fla: A — Y stetig.

Def. Falls f: X — Y bijektiv ist und sowohl f als auch f~! stetig
sind, so heifit f ein Homdomorphismus.

Def. Zwei topologische Rdume X und Y heiflen hom&omorph,
wenn ein Homéomorphismus zwischen X und Y existiert.

Notation. X Y :<= X und Y sind homdomorph

Satz. R" ~R™ <= n=m

Def. Sei X eine Menge und 7,7’ Topologien auf X. Dann sagen wir
T ist grober als 7' :<= T’ ist feiner als 7 :<= T C 7.

Def. Eine Menge B C T offener Teilmengen eines Raumes heifit
e Basis der Topologie, falls jede offene Menge U € T Vereinigung
von Mengen aus B ist.

e Subbasis der Topologie, falls jede offene Menge U € T
Vereinigung von endlichen Schnitten von Mengen aus B ist.

Bspe. e Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist
B :={Be(z)|z € X,e > 0} eine Basis der induz. Topologie auf X.

o B:={Bc(z)|z € Q" e € Qi} ist eine abz. Basis von (R", deyk)-
Prop. Jedes BCP(X) ist Subbasis genau einer Topologie T auf X.
Def. Die Topologie heifit die von B erzeugte Topologie.

Def. Sind (X, 7x) und (Y, 7y ) topologische Riume, so ist auch
(X xXY,Tx ® Ty) ein topologischer Raum mit der
Produkttopologie (Tx ® Ty ), die von

B={UxY|U€eTx}U{X xV|V €Ty} erzeugt wird.

Prop. e Die Projektionen 7x : X XY - X und 7y : X XY =Y
sind stetig bzgl. der Produkttopologie.

e Ist 7 eine echt grobere Topologie auf X x Y als die Produkt-
topologie, so sind die Projektionen wx und 7y nicht beide stetig.

Def. Seien (X, 7x) und (Y, 7Ty ) topologische Rdume.
Dann erzeugt Tx U Ty die Summentopologie auf X UY.

Bem. Sie ist die feinste Topologie auf X UY, sodass die beiden
Inklusionen ix : X — X UY und iy : Y < X UY stetig sind.

Prop. Seien XY, Z topologische Raume.

e Falls XNY =0, so ist eine Abbildung f: X UY — Z genau dann
stetig, falls die beiden Kompositionen foix : X — Z und
foiy : Y — Z stetig sind.

e Eine Abb. g: Z — X X Y ist genau dann stetig, wenn die beiden
Kompositionen 7x og: Z — X und my o g : Z — Y stetig sind.

Def. Sei X ein topol. Raum. Das Innere int(A) von A C X ist die
Vereinigung aller offenen Mengen in X, die in A enthaltenen sind.

Bem. Als Vereinigung offener Mengen ist das Innere offen.

Def. Der Abschluss A einer Menge A C X ist der Durchschnitt
aller abgeschlossenen Mengen von X, die A enthalten.

Bem. Esgilt A= X \ (int(X \ 4)).

Def. Es sei X ein topologischer Raum, x € X und V C X. Wir
nennen V eine Umgebung von z, falls es eine offene Teilmenge
UCXgibtmitzeUundU CV.

Prop. Ein Punkt z € X liegt genau dann in A, falls jede Umgebung
von z einen Punkt aus A enthélt.

Def. Der Rand einer Menge A C X ist 94 := A\ int(A).

Prop. Ein Punkt z € X liegt genau dann in 90X, wenn jede
Umgebung von z einen Punkt aus A wie auch aus X \ A enthilt.

(Weg-)Zusammenhang

Def. Ein topol. Raum X heifit wegweise zusammenhéingend,
falls Va,y € X : 3v:[0,1] — X stetig : v(0) =z A~(1) = y.

Bspe. Wegzusammenhingend: o R"™ e ({p,q},{0,{p}, {p,q}})
Nicht wegzusammenhéngend: e (—oo,0) U (0,00) C R

Def. Wegzshgskomponenten sind die Aq’klassen von
xr ~7y :<= z,y lassen sich durch einen Weg verbinden.

Prop. Sei f: X — Y stetig und X wegzusammenhéngend. Dann ist
auch f(X) bzgl. der Unterraumtopologie wegzusammenhéngend.

Def. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhingend, falls X
nicht disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen ist.

Bspe. Q C R und R\ {0} sind nicht zusammenhéngend.

Prop. Sei X ein topologischer Raum. Es sind dquivalent:
e X ist zshgd. e Jede stetige Abb. f: X — {0,1} ist konstant.
e Fiir jede offene und abgeschlossene Menge A C X gilt: A € {X, 0}.

Prop. e Ist f: X — Y stetig und X zshgd, dann auch f(X).

e Sind A, B zusammenhingende Teilmengen eines topologischen
Raumes X und gilt AN B # 0, dann ist auch A U B zshgd.

Def. Komponenten von X sind die Aq’klassen von

x~y :<= x und y liegen beide in einem zusammenhingenden
Unterraum von X.

Bsp. Die Komponenten von Q C R sind genau die
Ein-Punkt-Mengen. Trotzdem ist Q nicht diskret!

Prop. Die Menge [0, 1] ist zusammenhéngend.
Kor. Wegzusammenhingende Riume sind zusammenhingend.

Prop (ZWS). Sei f:[0,1] — R stetig. Gilt f(0) < 0 und f(1) > 0,
so existiert ein ¢ € (0,1) mit f(¢) = 0.
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Konvergenz

Def. Sei (zn)nen eine Folge in X. Die Folge (z,,) konvergiert
gegen x € X, falls fiir jede Umgebung U C X von z ein N € N
existiert mit Vn > N : z, € U.

. n—oo
Notation. z,, ——— =

Bem. Die Notation lim x, = x ist nur in Hausdorffriumen zuléssig!
n—r oo

Def. Sei f: X—Y eine Abb. zw. topol. Rdumen X,Y. Dann heifit f
e stetig in z € X, falls fiir jede Umgebung V C Y von f(z) das
Urbild fﬁl(V) C X eine Umgebung von z ist.
e folgenstetig in z € X, falls fiir jede Folge (zn)nen in X mit
xn —  fiir n — oo die Bildfolge (f(zn)) in Y gegen f(z) konv.

Prop. Ist f stetig in x, so ist f auch folgenstetig in x.

Def. Eine Umgebungsbasis von z € X ist eine Menge B C P(X)
bestehend aus Umgebungen von x, sodass jede Umgebung von x eine
der Umgebungen in B enthélt.

Def. Der Raum X erfiillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom, falls
jeder Punkt z € X eine abzidhlbare Umgebungsbasis besitzt.

Bem. Jeder metrische Raum X erfiillt das erste
Abzahlbarkeitsaxiom, da fiir jeden Punkt x € X die Menge
By == {By/p(x) |n € N} eine abzihlbare Umgebungsbasis ist.

Prop. Sei z € X ein Punkt mit abzidhlbarer Umgebungsbasis. Dann
ist jede in z folgenstetige Abbildung f: X — Y auch stetig in z.

Def. Eine gerichtete Menge ist eine Menge D mit einer partiellen
Ordnung (<) C DX D,sodassVo,B €D : 3y€D : v > alAy > 6.

Def. Ein Netz in X ist eine Abbildung ¢ : D — X, wobei D eine
gerichtete Menge ist.

Def. Sei z € X und (zq)aep ein Netz in X. Das Netz (zq)
konvergiert gegen z, falls es fiir jede Umgebung U C X von z ein
B € D gibt mit o € U fiir alle o > 8.

Notation. lim zo =2
a€eD

Def. Eine Abb. f: X — Y heifit netzstetig in x € X, falls fiir
jedes Netz (za)qep in X mit lir% zo = z das Bildnetz (f(za))aecD
ae

gegen f(x) konvergiert.

Prop. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann stetig in x € X,
wenn sie netzstetig in x ist.

Prop. Ist A C X eine Teilmenge eines topologischen Raumes, so
besteht A genau aus den Limiten von Netzen in A, die in X
konvergieren.

Def. Ein Hiufungspunkt eines Netzes (z4)aep in X ist ein
Punkt z € X, sodass fiir jede Umgebung U C X von z das Netz
hiufig in U ist, d. h. fiir alle « € D existiert ein 8 > o mit xg € U.

Def. Sind D und E gerichtete Mengen, so nennen wir eine Abb.
h:E — D final, fallsVé € D : 3n € E : Vy>n : h(y) > 4.

Def. Ein Unternetz eines Netzes ¢ : D — X ist eine Komposition
¢oh:E — X wobei h: E — D eine finale Funktion ist. Wir
schreiben auch (z,(4))~veE

Prop. Sei (za)aep ein Netz in X. Ein Punkt z € X ist genau dann
Hiufungspunkt von (zq), falls ein Unternetz von (zo) gegen = konv.

Def. Eine Folge (zn)nen in einem metrischen Raum (X, d) heifit
Cauchy-Folge, falls Ve>0 : ANEN : Vn,m>N : d(xn, Tm)<e.

Def. Der metrische Raum (X, d) heifit vollstdndig, wenn jede
Cauchy-Folge in X konvergiert.

Achtung. Vollstindigkeit ist keine Homdomorphieinvariante!
Def. Sei X eine Menge. Dann ist die Menge
B(X):={f:X = R| sup|f(z)| < oo}
reX

der beschrinkten Funktionen X — R ein metrischer Raum mit

d(f,9) = sup|f(z) — g(z)|.
reX

Prop. Dieser Raum (B(X),d) ist vollstdndig.

Def. Eine Abb. f:(X,d) = (X’,d’") zw. metr. Rdumen heift ...
e ... isometrische Einbettung, falls fiir alle z,y € X gilt:

d'(f(2), f(y)) = d(z,y)

e ... Isometrie, falls f zusitzlich bijektiv ist. In diesem Fall ist
auch f~! eine Isometrie und f ein Homdomorphismus.

Prop. Sei X ein metrischer Raum. Dann gibt es eine isometrische
Einbettung von X in einen vollstdndigen metrischen Raum.

Def. Eine Vervollstindigung eines metrischen Raumes X ist ein
vollstéandiger metrischer Raum Y mit einer isometrischen Einbettung
f:X =Y, sodass f(X) dicht in Y liegt, d.h. f(X) =Y.

Satz. Fiir jeden metrischen Raum existiert eine Vervollstindigung.
Prop. Sei X ein metrischer Raum und f12: X — Y12
Vervollstdndigungen von X. Dann existiert genau eine Isometrie

$21 : Y1 — Y2 mit ¢21]p, (x) = f2 Offl.

Bsp. Die kanonische Inklusion CS°(U) < LP(U) ist eine
Vervollstéandigung von (CgS°, dp) mit

1/
dp(f.g) = (Ipf(z) @) dx) ’

Kompaktheit

Def. Es sei X ein topologischer Raum. Eine offene Uberdeckung
von X ist eine Familie (U;);es offener Teilmengen mit |J U; = X.
el

Def. Der Raum X heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung
von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, also eine endliche
Teilmenge Ip C I mit |J U; = X.

icly
Def. Eine Familie C von Teilmengen von X hat die endliche
Schnitteigenschaft, falls der Schnitt je endlich vieler Mengen aus
C nichtleer ist.

Prop. Ein Raum X ist genau dann kompakt, falls jede Familie
(Ci)ier von abgeschlossenen Teilmengen von X, die die endliche
Schnitteigenschaft besitzt, einen nichtleeren Schnitt hat.

Bem. Kompaktheit ist eine Homdomorphieinvariante.

Prop. Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorffraumes ist abg.
Prop. Ist X kompakt und f: X — Y stetig, so ist f(X) kompakt.
Prop. Ein abg. Teilraum eines kompakten Raumes ist kompakt.

Prop. Sei f: X — Y eine bij. stetige Abb. von einem kompakten
Raum in einen Hausdorffraum. Dann ist f ein Homdomorphismus.

Prop. Das Einheitsintervall [0,1] C R ist kompakt.
Prop. Seien X, Y kompakt. Dann ist auch (X X Y') kompakt.

Satz (Heine-Borel). Eine Teilmenge von R" ist genau dann
kompakt, wenn sie beschriankt und abgeschlossen ist.

Satz. Sei (X;);cs eine Familie kompakter Riume. Dann ist das

topologische Produkt [] X; ebenfalls kompakt.

el
Def. Ein topologischer Raum X heifit folgenkompakt, wenn jede
Folge (zn)nen in X eine konvergente Teilfolge besitzt.

Prop. Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er
folgenkompakt ist.

Def. Sei (za)aep €in Netz in einem topol. Raum X und A C X.
Dann ist (za)aep schlieflich in A, falls es ein 8 € D gibt mit
T € A fiir alle a > 8.

Def. Ein Netz (zo)aep heiit universell, falls fiir jede Teilmenge
A C X das Netz entweder schliellich in A oder in X \ A ist.

Prop. Jedes nichtleere Netz in X besitzt ein universelles Unternetz.
Bem. Der Beweis der Prop. verwendet das Lemma von Zorn.

Def. Ein topol. Raum X heifit netzkompakt, falls jedes nichtleere
Netz (za)aep in X ein konvergentes Unternetz besitzt.

Satz. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
e X ist kompakt. e X ist netzkompakt.
e Jedes nichtleere Netz in X hat ein konvergentes Unternetz.

Satz (Tychonoff). Sei (X;);cs eine Familie kompakter Rdume.

Dann ist das topologische Produkt [] X; ebenfalls kompakt.
iel



Def. Eine Kompaktifizierung eines topol. Raumes X ist ein
kompakter topologischer Raum Y zusammen mit einer topologischen
Einbettung f : X — Y, sodass f(X) dicht in Y liegt, d.h. f(X) =Y.

Def. Ein topologischer Raum X heifit lokalkompakt, falls jeder
Punkt x € X eine kompakte Umgebung besitzt.

Bspe. e Jeder diskrete topologische Raum ist lokalkompakt.

e Ein normierter Vektorraum ist genau dann lokalkompakt, wenn er
endlichdimensional ist.

Def. Sei X ein Hausdorffraum. Setze X := X U {cco}. Eine Menge
U C X1 heifit offen, wenn

e U C X und U ist offen in X oder

e co € Uund X \ U C X kompakt ist.

Dies definiert eine Topologie auf X T, der sogenannten
Einpunktkompaktifizierung von X.

Bem. e Ist X lokalkompakt, dann ist X+ Hausdorffsch.

e Ist X selbst kompakt, so trigt X = X U {oo} die Summentopol.

Prop. Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, Y ein kompakter
Hausdorffraum, p € Y und X ~ Y \ {p}. Dann gilt XT = Y.

Kor. S" ~ (R™")*
Notation. Ist f: X — Y stetig, so definieren wir
FraXxt oyt fHx=f fH(00) = oo
Bem. f7 ist i. A. nicht stetig, z. B. nicht fiir f =4 : [0,1) — [0, 1].

Def. Eine Abbildung f : X — Y heifit eigentlich, falls das Urbild
jeder kompakten Menge in Y unter f kompakt in X ist.

Prop. Ist f: X — Y eine stetige Abbildung, so ist die induzierte
Abbildung f1 : XT — Y genau dann stetig, wenn f eigentlich ist.

Def. Sei X ein normaler Hausdorffraum. Dann ist
f: X — Hc 0,1], = — (é(x))gec mit C .= C(X,[0,1])
¢e

eine topologische Einbettung. Dann ist X = f(X) kompakt. Die
Abb. f: X — X heiit Stone-Cech-Kompaktifizierung von X.

Prop. Sei X ein normaler Hausdorffraum und K ein kompakter
Hausdorffraum. Dann faktorisiert jede stetige Abbildung ¢ : X — K
in eindeutiger Weise iiber die Stone-Cech-Kompaktifizierung von X,
d. h. es gibt eine eindeutige Abb. 7 : X — K mit wo 8 = ¢.

Def. Ein topol. Raum X heifit parakompakt, wenn jede offene
Uberdeckung X = U;e Ui eine lokal endl. Verfeinerung besitzt, d. h.
es eine offene Uberdeckung X = UjeJVj gibt, sodass jedes V; in
einem U; enthalten ist und jedes x € X nur in endlich vielen V; liegt.

Lem. e Parakompakte Hausdorffraiume sind normal.
e Sei X ein parakompakter Hausdorffraum, X = UieIUi eine offene

Uberdeckung. Dann existieren offene Mengen (Vi)ies mit Vi < U,
die X immer noch {iberdecken: X = (J;cVi-

Miscellanea

Lem. Alle Normen auf R™ sind dquivalent, d. h. fiir je zwei Normen
[[-]]1 und ||—||2 existieren Zahlen A\, A € Rso mit

Yo eR™ : Aol < floll2 < Aflols.
Lem (Riesz). Sei (V,||—||) ein normierter reeller VR und C C V ein
echter Untervektorraum, der abgeschlossen bzgl. ||-|| ist. Sei
0 < 6 < 1. Dann existiert ein v € V' \ C mit ||v|| =1 und
d(v,C) = inf |lv—¢| > 1-4.
ceC

Lem. Sei (V,||-||) ein normierter VR und C C V ein endlichdim.
UVR. Dann ist C' abgeschlossen bzgl. ||—||.

Prop. Sei (V,|-||) ein normierter Vektorraum iiber R. Die
abgeschlossene Einheitskugel B := {v € V |||v|| < 1} ist genau dann
kompakt, wenn dim (V) < oco.

Def. Sei (V,||-||) ein normierter VR iiber R. Der VR der
beschrinkten Funktionale ist der normierte VR
V*:={f:V — R]|f ist linear und stetig}
versehen mit der Norm || f|| :== sup |f(v)|.
lvll<1

Def. Die Schwach-*-Topologie auf V* ist die grobste Topologie,
sodass alle Abbildungen ¢, : V* — R, f +— f(v) stetig sind.

Satz. B1(0) C (V*,|-|) ist kompakt bzgl. der Schwach-*-Topologie.

Def. Ein topol. Raum X heifit normal, falls gilt: Fiir alle disjunkte
abgeschlossene Mengen A, B C X gibt es offene Teilmengen
Ua,Ug C X mit ACUy, BCUgund UqsNUg = 0.

Bspe. e Metrische Raume e Kompakte Hausdorffriaume

Lem (Urysohn). Sei X ein normaler topologischer Raum,
F,G C X disjunkte abgeschlossene Teilmengen. Dann gibt es eine
stetige Funktion f : X — [0,1] mit f|p =0 und f|g = 1.

Def. Ein topol. Raum erfiillt das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom,
falls er eine abzihlbare Basis besitzt.

Satz (Metrisierbarkeitssatz von Urysohn).
Erfiille X das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom. Dann gilt:

X metrisierbar <= X normal und Hausdorffsch

Satz (Fortsetzungssatz von Tietze).
Sei X normal, FF C X abgeschlossen. Ist f: F' — R stetig, so ex. eine
stetige Fortsetzung g : X — R von f (d.h. g|p = f), fiir die gilt:

= d inf = inf .
jtelr;f(w) sgg{g(m) und  inf f(z) = inf g(z)

Satz (Jordanscher Kurvensatz). Sei f:S! — R? stetig und
injektiv und C := £(S') € R?. Dann besteht R? \ C aus zwei
Zshgskomponenten, einer beschrinkten und einer unbeschriankten.
Der Rand beider Zusammenhangkomponenten ist jeweils C.

Satz (Borsuk-Ulam). Sei f:S™ — R” stetig. Dann gibt es
antipodale Punkte z, —z mit f(z) = f(—=x).

Satz (Ham-Sandwich-Theorem). Seien A1, Aa, A3 € R? offen,
beschrankt. Dann gibt es eine Ebene E C R3, die alle drei
Teilmengen simultan halbiert.

Quotientenridume

Def. Sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge und f: X — Y
surjektiv. Dann ist die Finaltopologie auf Y bzgl. f die feinste
Topologie, beziiglich der f stetig ist, also

UCY offen :<= f~1(U) C X offen.

Def. Eine surj. Abb. f: X —Y zw. topologischen Riumen heifit
Identifizierung, falls Y die Finaltopologie bzgl. f trégt.

Prop. e Die Verkettung von Identifizierungen ist wieder eine.

e Eine surjektive Abbildung f: X — Y ist genau dann eine
Identifizierung, falls gilt: Fiir alle topol. Rdume Z und Abb.
g:Y — Z ist g genau dann stetig, wenn go f : X — Z stetig ist.

Def. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einem topol. Raum X. Dann
heiit die Menge X/~ versehen mit der Finaltopologie bzgl. der Abb.
p: X = X/~, z— [z] Quotientenraum (mit Quotientopol.)

Bem. Bei der Quotientenbildung bleiben erhalten:
o Kompaktheit, e Zusammenhang, e Wegzusammenhang.

Achtung. Der Quotientenraum von Hausdorffrdumen ist nicht
unbedingt Hausdorffsch!

Notation. Fiir § # A C X ist X/A := X/~ mit
(z=y)V{z,y} C A

Prop. Ist X ein normaler Hausdorffraum und A C X
abgeschlossen, so ist X/A ebenfalls normal und Hausdorffsch.

T~y =

Def. Die reellen projektiven Riume sind definiert als
RP"™ :== 8"/~ mit z ~y <= x = ty.

Prop. RP" ist kompakt und Hausdorffsch.

Bem. Mit D™ := B1(0) C R" gilt
D"/~ =RP" mit z ~y <= ({z,y} CID) A (z = ty).
Bsp. Méobiusband: M := [0, 1] x [—1,1] /(0,t) ~ (1, —t)

Def. Seien X,Y topol. Rdume, ACX und f: A=Y stetig. Sei ~
die kleinste Aq’relation auf X UY mit Va€ A : a ~ f(a). Dann heifit

YU X =(XUY)/~ Anheftung von X entlang f.

Prop. Ist Y Uy X ein Anhefungsraum und A C X abgeschlossen, so

ist Y = Y Uy X,y +— [y] ein Homéomorphismus auf einen

abgeschlossenen Teilraum und X \ A —= Y Uy X,z + [z] ist ein

Homéomorphismus auf einen offenen Teilraum.

Def. Fiir f : X — Y stetig und fo : X X {0} = Y, (z,-) — f(x) heifit
Zy =Y Uy, (X x[0,1]) Abbildungszylinder Z; von f.

Man identifiziert X mit X x {1} C Zy.

Def. Cy :=Z;/(X x {1}) heiit Abbildungskegel.



Simplizialkomplexe

Def. Ein abstrakter Simplizialkomplex ist ein Paar (X, X)
bestehend aus einer total geordneten Menge X und einer Teilmengen
¥ C P(X) (genannt Menge der abstrakten Simplizes), sodass gilt:
e Jedes Simplex o € X ist nichtleer und endlich.

e Fiir jede nichtleere Teilmenge 6 C o € X gilt & € X.

e Jedes z € X ist in mind. einem Simplex enthalten, also |J o = X.
oeED

Def. e Fiir 0 € ¥ heifit dim(o) := |o| — 1 die Dimension von o.
e Teilmengen von o heiflen Seiten von o.

e Nulldim. Simplizes heiflen Ecken, eindim. Simplizes Kanten.

e Der Simplizialkomplex (X, X) heifit endlich, wenn X endlich ist.

Notation. [n]:={0,1,...,n} firn €N

Def. A}, = ([n],P([n])) heiBt volles n-dim. Simplex

Def. Fiir vp,...,vx € R™ heifit

(voy..-,0n) = {tovo+...+tnvn |0 <to,...,tn und to+...+t, =1}
von den Vektoren vg, ...v; aufgespanntes k-Simplex. Falls

v, ...,V nicht affin unabhéngig, so ist der k-Simplex degeneriert.

Ist dies nicht der Fall, so ist jeder Punkt eindeutig durch die
baryzentrischen Koordinaten tg,...,t, identifiziert.

Def. A" :={(eq,...,en) C R heift Standard-n-Simplex,
wobei eg, . .., en die Einheitsvektoren in R”T! bezeichnen.

Bem. Fiir k < n induziert jede ordnungserhaltende Abbildung
¢ : [k] = [n] eine Einbettung durch
& k k
ig t AY — A", tie; — Y. Lo(i)ee(i)-
=0 =0

Def. Fiir einen abstrakten Simplizialkomplex (X, X) heifit
B =T/~ = (H Ag> /~
oEYD

mit Ay = AdMmT = Alol=1 yng der Aqrelation ~, die fiir alle
Simplizes 7 C o € ¥ und der durch die Totalordnung auf X ind.
ordnungserhaltenden Abb. ¢ : [dim 7] — [dim o] alle Punkte = € A
mit iy(x) € Ay identifiziert, geom. Realisierung von X.

Bem. Offensichtlich ist |X| immer normal und kompakt genau dann,
wenn der abstrakte Komplex ¥ endlich ist.

Prop. [Afps,| = A"

n n
Def. BA" = {Z tiei ‘0 S ti, E ti = l,t]' = 0 fiir ein ]} C Rn+1
i=0 =0

K3

Prop. |([n], P([n]) \ {[n]})| = 0A™.

Def. Ein topologischer Raum heifit triangulierbar, wenn er
hom&omorph zu einem geometrischen Simplizialkomplex ist.
Den Homoéomorphismus bezeichnet man als Triangulierung.

Bsp. S™ =~ dA"T!

Def. Eine Teilmenge K C R™ heifit konvex, falls mit je zwei
Punkten z,y € K auch die Verbindungsstrecke

{te + (1 —¢t)y|0 <t <1} in K liegt. Ist K auBerdem abgeschlossen,
so heifit K konvexer Kérper im R™.

Def. Fiir A C R"” ist die konvexe Hiille von A definiert durch
conv A :=() {X CR"|X konvex und A C X}.

Prop. Sei K C R" ein konvexer Kérper und 0 € int(K). Dann
schneidet jeder Strahl im R™ mit Anfangspunkt 0 den Rand von K
in hochstens einem Punkt. Ist K zusitzlich beschrinkt (also
kompakt und ein konvexer Korper), dann schneidet jeder Strahl den
Rand von K in genau einem Punkt.

Prop. Jeder beschrinkte konvexe Kérper K C R™ mit 0 € int(K)
ist homdomorph zu S™"~! vermége f : 0K — S™ L,z a/||z|.

Notation. D™ := B;(0) C R".

Prop. Sei K C R" ein kompakter konvexer Kérper mit int(K) # 0.
Dann gilt 0K ~ D" und K ~ D™.

Kor. A" ~ D" und A" ~ S~ 1.

Prop. Sei S = (X,X) ein endlicher abstrakter Simplizialkomplex,
also X = {1,2,3,...,n} und seien z1,...,z, € R™ affin unabhingig.
Dann ist die Vereinigung all jener affinen Simplizes

(®iy, .y miy) CR™ mit {i1,...,ix} €2 homéomorph zu |S|.

Def. Eine Teilmenge T' C R™ heifit (geom.) Simplizialkomplex,
falls T' Vereinigung von affinen Simplizes o; C R™, 7 € I mit der
folgenden Eigenschaft ist: Der Schnitt o; Mo zweier dieser Simplizes
ist entweder leer oder eine gemeinsame Seite von o; und o;.

Bem. In diesem Fall ist 7" homdomorph zur geometrischen
Realisierung eines abstrakten Simplizialkomplexes.

Homotopie und Fundamentalgruppe

Def. Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y heiflen zueinander
homotop (geschrieben f ~ g), falls es eine stetige Abbildung

H:Xx[0,1 =Y
mit H(-,0) = f und H(-,1) = g gibt.

Lem. Sei X ein topologischer Raum, X = C; U...U C, wobei
C; C X abgeschlossen, seien f; : C; — Y stetig mit

Vi, j€{1,...,n} : fileinc,; = filcinc;-
Dann ist F': X — Y,z — fi(x),z € C; stetig.

Prop. e Homotopie ist eine Aquivalenzrelation.

e Seien f,g: X - Y, h: X' = X, k:Y — Y’ stetige Abbildungen.
Gilt f ~ g,so auch ko foh~kogoh.

Bsp. e Fiir Y C R™ konvex sind je zwei Abbildungen f,g: X — Y
zueinander homotop mittels der linearen Homotopie
H:X x[0,1] =Y, (zt)—tg(x)+(1—-1t)f(x).
e Fiir X = {p} einpunktig sind Homtopien H : X x [0,1] - Y
nichts anderes als Wege in Y.
Def. Eine stetige Abbildung f : X — Y ist eine Homotopie-
dquivalenz, falls ein stetiges g : Y — X existiert mit go f ~idx
und f o g~ idy. Dieses g heiit Homotopieinverses zu f.

Def. Existiert eine Homotopiedquivalenz f : X — Y, so heiflen X
und Y homotopiedquivalent, geschrieben X ~ Y.

Bem. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der
topol. Rdume. Ihre Aquivalenzklassen heilen Homotopietypen.

Def. Ein topol. Raum heifit kontrahierbar (zusammenziehbar),
wenn er homotopiedquivalent zum einpunktigen Raum ist.

Lem. Seien X,Y topologische Réume und Y kontrahierbar. Dann
sind alle stetigen Abbildungen X — Y homotop.

Kor. Kontrahierbare Rdume sind wegzusammenhingend.
Prop. Die Sphiren S™ C R"*! sind nicht kontrahierbar.

Def. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Dann heifit A

e Retrakt von X, falls es eine Retraktion r : X — A gibt, d.h. r
ist stetig und r|4 =ida.

e Deformationsretrakt von X, falls es eine Retraktion r : X — A
gibt, sodass i o r ~ idx. Dabei ist i : A — X die Inklusion.

e starken Deformationsretrakt von X, falls es eine Retraktion
r: X — A gibt, sodass ¢ o r ~ id x mittels einer Homotopie, die
die Punkte in A nicht bewegt.

Bem. Ist A C X ein Deformationsretrakt, so sind A und X

homotopiedquivalent.

Bsp. Sei f: X — Y stetig. Dann ist Y ein starker
Deformationsretrakt des Abbildungszylinders Z

Def. Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y heiflen homotop
relativ zu A C X (geschrieben f ~ g rel A), falls es eine Homotopie
H:X x[0,1] = Y von f nach g gibt mit

H(a,t) = H(a,0) fiirallea € A und ¢ € [0,1].

Bem. A C X ist genau dann starker Deformationsretrakt, wenn id x
homotop rel. A zu einer st. Abb. f: X — X mit f(X) = A ist.

Lem (Reparametrisierungslemma).

Seien ¢1, ¢2 : [0,1] — [0, 1] stetig und auf {0, 1} gleich. Sei

F: Px[0,1] — Y eine Homotopie, G;(p, t) :== F(p, ¢i(t)) fiir i = 1,2.

Dann sind G1,G2 : P x [0,1] — Y homotop relativ zu P x {0, 1}.

Def. Sei X ein topologischer Raum und zg € X fest. Dann wird

(X, z0) ein punktierter Raum mit Basispunkt zg genannt.

Def. Sei (X, z0) ein punktierter Raum. Definiere

m1(X, o) = {7 : [0,1] = X | geschl. Weg mit v(0) = v(1) = z0}/~

mit 1 ~ 72 <= 1 ~ 72 rel {0,1}.



Prop. Die Verkniifung (y1,72) — 71 - 2 induziert eine
Gruppenstruktur auf 71 (X, o).

Notation. n~1(t) :=n(1 — t) fiir jeden Weg 7 : [0,1] — X.
Def. 71(X,z0) heift Fundamentalgruppe von (X, zo).
Bem. 71(X,z0) hiingt nur von der Wegkomponente von zg ab.

Prop. Seien xg,z1 € X. Jeder Weg 7 : [0,1] — X von xo nach z1
induziert einen Isomorphismus

\I/nZTl'l(X,Z‘())%’ﬂ'l(X,xl)y [7]._>[77*1.,y.77}.

Falls n ~ 7/, dann gilt Uy =0,,.
Ist 1’ ein zweiter Weg von o nach 1, so ist
o= [0) 7 ) € mi(X, @)

und fiir alle g € 71 (X, zo) gilt

U,(9) =k Tylg) & €n(X,z1)
und somit i. A. W,y # W, falls 71 (X, z1) nicht abelsch ist.
Bspe. o m(Sh,1) 27
o w1 (RP? 20) & Z ~ 27 (mit 29 € RP? beliebig)

e Sei G eine beliebige Gruppe. Es gibt einen Simplizialkomplex X
mit Basispunkt zg € X, sodass 71 (X, z0) & G.

Def. Seien (X, z0) und (Y, yo) punktierte Ridume. Eine stetige
Abbildung f: X — Y heifit basispunkterhaltend oder
punktiert, falls f(zo) = yo.

Def. Eine punktierte Abbildung f : (X, z0) — (Y, yo0) induziert
einen Morphismen der Fundamentalgruppen vermoge

ferm(X,m0) = m(Yy0), [V~ [for]
Prop. e (—). besitzt die Funktor-Eigenschaften, d.h.
(gof)x=g«o f

e Sind f,g: X — Y punktierte stetige Abbildungen und f ~ g, so
gilt f« = g«.

und  (idx)« = idq; (x,20)

Def. Ein topol. Raum X heifit einfach zusammenhingend, falls
X wegzshgd ist und 71 (X, z0) = 1 fiir ein (und damit alle) zp € X.

Bsp. S! ist nicht einfach zusammenhingend.

Prop. Zusammenziehbare Rdume sind einfach zusammenhéngend.
Prop. Seien X und Y wegzusammenhéngend und z¢ € X.

Ist f: X — Y eine Homotopiedquivalenz, dann ist

fr 1 m1(X,20) = m1(Y, f(z0)) ein Isomorphismus.

Bsp. R” ist zusammenziehbar, also einfach zusammenhéngend.

Prop. Fiir n > 2 ist S™ einfach zusammenhingend.

Def. Fiir einen punktierten Raum (X, zo) heifit

(X, xo0) = {v: (S", s0) = (X, z0) | v stetig}/~
mit 1 ~792 <= 71 ~ 2 rel {so}.

n-te Homotopiegruppe. Dabei ist sg € S™ fest.

Kategorientheorie

Def. Eine Kategorie C besteht aus

e einer Klasse Ob(C) von Objekten,

o fiir je zwei Objekte A, B € Ob(C) eine Menge Hom(A, B) von
Morphismen von A nach B. Fiir f € Hom(A, B) schreibt man
auch f: A — B oder A 7, B. Dabei heifit dom(f) := A Quelle
(Domain), codom f := B Ziel (Codomain) von f. Die Klasse aller
Morphismen wird mit Mor(C) bezeichnet.

e einer assoziativen Kompositionsoperation, d. h. einer Abbildung

[T Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A,C), (f,9)— fog,

A,B,CEOb(C)
mit (hog)of=ho(gof) firalle A B L ™ Dep.

o fiir jedes A € Ob(C) einem Identitédtsmorphismus id4 : A — A mit
idgof = fund goidg =g furalle f: B— Aund g: A — B.

Bem. Die Identitdtsmorphismen sind eindeutig bestimmt.

Def. Ein Morphismus A i> B € C heifit Isomorphismus, falls es
einen Morphismus B 2+ A € C gibt mit fog=1idp und go f =id4.
Dieses g heiBt dann Inverses von f, geschrieben f~! := g.

Bspe. Es gibt die Kategorien

e Set der Mengen und Abbildungen,

e Grp (AbGrp) der (abelschen) Gruppen, Rng der Ringe, Modg
der R-Moduln, Vect) der k-VRe mit den jeweils
strukturerhaltenden Abbildungen,

e Top der topologischen Rdume, Met der metrischen Rdumen
KompHaus der kompakten Hausdorffriume, Top™ der
punktierten topologischen Ridume mit den jeweils stetigen (und
basispunkterhaltenden) Abbildungen,

e Jede Partialordnung < auf einer Menge X definiert eine Kategorie
& mit Ob(€) := X und Hom(a,b) := {<, ; |a < b}.

e der Relationen Rel mit Mengen als Objekten,

Hom(A, B) := P(A x B) und, fir SC Bx Cund RC A x B,

SoR:={(a,c) e AxC|3b€ B : aRbAbSc}.
Bem. Eine Kategorie mit nur einem Objekt ist ein Monoid.

Def. Ein Gruppoid ist eine Kategorie, in der alle Morphismen
Isomorphismen sind.

Bem. Eine Gruppoid mit nur einem Objekt ist eine Gruppe.

Def. Das Fundamentalgruppoid 7 (X) eines topologischen
Raumes X ist die Kategorie mit Ob(w(X)) := X und
Hom(a, b) := {7 : [0,1] — X stetig|~(0) = a,v(1) = b}/~

mit y9 ~ 1 <= 0 ~ 7 rel {0,1}.

Bem. Sei C eine Kategorie, ~ eine Aqg’relation auf Mor(C), sodass:

e Falls f,g € Mor(C) mit f ~ g, so ist dom(f) = dom(g) und
codom(f) = codom(g).

e Ist f ~ g € Hom(A, B) und h ~ k € Hom(B, C), so gilt auch
ho f~kogeHom(A,C).

Dann gibt es eine Kategorie C/~ mit Ob(C/~) := Ob(C),

Mor(C/~) := Mor(C)/~ und [f] o [g] = [f o g].

Def. Die Produktkategorie C X D von Kat. C und D ist def. durch

Ob(C x D) := Ob(C) x Ob(D),

HOI‘HCX'D((Al7 Ag)7 (Bl, Bg)) = HOl’nc(Al7 Bl) X HOI‘ﬂ'D(Ag7 Bg).
Def. Seien F': A — C und G : B — C Funktoren. Dann ist ' | G
die Kategorie mit Ob(F | G) := Morphismen f : F(A) — G(B) und
als Morphismen den kommutativen Quadraten

A) ——— G
F(A) 7 (B)

F(a)l / lG(ﬁ)
F(A") —— G(B)

Def. Die terminale Kategorie 1 besteht aus dem Objekt x und
dem Identitdtsmorphismus idy.

Def. Sei C eine Kategorie, X € Ob(C) und Fx : 1 — C der Funktor
mit Fx () = X. Dann heifit C/X = Fx | Id¢ Scheibenkategorie.

Def. Die Homotopiekategorie ist HTop := Top/~.
Die Kategorie HTop™ besteht aus basispunkterh. Abb. zw.
punktierten topol. Rdumen. modulo basispunkterh. Homotopie.

Def. Ein (kovarianter) Funktor F': C — D zw. Kategorien C und
D ist gegeben durch eine Abb. von Objekten F': Ob(C) — Ob(D)
und einem Morphismus F(f) € Homp (F'(A), F(B)) fiir jeden
Morphismus f € Hom¢ (A, B), sodass gilt:

L] F(ldA) = idF(A) fir alle A € Ob(C),

e F(gof)=F(g9)oF(f) firalle f: A— Bund g: B— C ausC.

Def. Die Kategorie Gpd ist die Kategorie der Gruppoide mit
Funktoren als Morphismen.

Bspe. o Fiir C = Grp, AbGrp, Rng, Top, ..
Vergissfunktor U : C — Set.

e Besitzen C und D nur je ein Objekt (sind also Gruppen), so ist
ein Funktor F': C — D nichts anderes als ein Gruppenhomo.

e Der Potenzmengenfunktor P : Set — Set ist definiert durch

P(A) :=P(A), P(f:A— B)(X CA)=f(X)CB.
e Sind P und @ partiell geordnete Mengen, so ist ein Funktor
P — @ nichts anderes als eine ordnungserhaltende Abbildung.

. gibt es den

Bem. e 7 definiert einen Funktor Top — Gpd.
e 7o definiert Funktoren Top — Set und HTop — Set.
e w1 definiert Funktoren Top* — Grp und HTop* — Grp.



Def. Die duale Kategorie einer gegebenen Kategorie C ist die
Kategorie D := C°P gegeben durch

Ob(D) := Ob(C), Homp(A, B) .= Hom¢(B,A), fopg:=goc f.
Def. Ein kontravarianter Funktor zwischen Kategorien C und D
ist ein kovarianter Funktor F' : C°P — D.
Bspe. e Der kontravariante Potenzmengenfunktor
P* : Set? — Set, P(A):=7P(A), P(f:A— B)(Y):=f"YY)

e Sei k ein Korper, dann ist der Dualisierungsfunktor

* : Vect,” — Vecty, #(V) = Homvect, (V, k),

*(f: VW)= W= V) =¢—gof

Def. Seien F,G : C — D Funktoren. Eine natiirliche
Transformation a : F — G ordnet jedem X € Ob(C) einen

Morphismus ax € Homp (F(X),G(X)) zu, sodass fiir jeden
Morphismus f : A — B in C folgendes Diagramm kommutiert:

F(A) —— s G(B)

aAJ JaB
G(A) _6&v G(B)

Bem. Ist H : C — D ein weiterer Funktor und 8 : G — H eine
weitere natiirliche Transformation, so ist Sa : F' — H definiert durch
(Ba)x = Bx oax : F(X) = H(X)

eine natiirliche Transformation zwischen F und H.
Bem. Fiir Kategorien C und D gibt es die Funktorkat. [C, D] der
Funktoren von C nach D mit nat. Transformationen als Morphismen.

Def. Die Isomorphismen der Funktorkategorie [C, D] heiflen
natiirliche Isomorphismen.

Notation. F' ~ G :<= 3 nat. Isomorphismus zwischen F und G

Lem. Eine natiirliche Transformation n : F' — G ist genau dann ein
natiirlicher Isomorphismus, wenn alle Komponenten
(nx : F(X) = G(X))xeobc Isomorphismen sind.

Bsp. Sei #*x := x 0% : Vecty, — Vecty der Bidualisierungsfunktor.
Es gibt eine nat. Transformation 7 : Idvect, — ** gegeben durch

nv (v e V)= (¢ ¢(v)).

Fir endlichdimensionale VR V ist ny ein Isomorphismus, also ist
n|FinVecty, : Idrinvect , — ** ein natiirlicher Isomorphismus.

Uberlagerungen

Def. Seien X,Y topologische Rdume.

e Eine Teilmenge U C Y wird durch eine stetige Abbildung
p: X — Y gleichmifig iiberlagert, falls es einen diskreten
Raum D und einen Hom&omorphismus

¢:p '(U) S UxD mit p=mio¢
gibt, wobei m1 : X X D — X die Projektion ist.

e Die Abbildung p heiBt Uberlagerung, falls jeder Punkt in ¥
eine durch p gleichmiBig iiberlagerte Umgebung besitzt.

2mit

Bsp. R — Sl, t— e ist eine Uberlagerung.

Bem. Seip:X — Y eine Uberlagerung, ¥ zshgd. Dann ist
Y 5 NoyU{oo}, y= #07'(1)

konstant, da lokalkonstant. Falls d = #(pil(y)) endlich ist, heif3t p
eine d-bléttrige Uberlagerung. Ansonsten heifit p eine unendliche
Uberlagerung. Eine Uberlagerung mit d > 1 heifit nichttrivial.

Def. Eine stetige Abbildung p : X — Y heifit lokaler
Homdomorphismus, falls fiir alle z € X eine offene Umgebung U,
von x existiert, sodass p|y, : Uz — p(Uz) ein Homdomorphismus ist.

Lem. Jede Uberlagerung ist ein lokaler Homdomorphismus.

Prop. Seip: X — Y eine Uberlagerung, v : [0,1] — Y ein Weg und
z € X mit p(z) = v(0). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Weg 4 :[0,1] = X mit 9(0) =z und po 7y = 1.

Satz (Homotopie-Liftungsthm). Sei p: X =Y eine Uberlagerung
und F: W x [0,1] — Y eine Homotopie. Sei f : W — X eine Liftung
von F(—,0), d.h. po f = F(-,0). Dann existiert eine Homotopie
F:W x[0,1] - X mit F(—,0) = fund po F = F.

Kor. Seien 79,71 Wege in Y mit y9 ~ 1 rel {0,1} und

70,71 : [0,1] — X Liftungen von o und 71 mit dem gleichen
Anfangspunkt 70(0) =~1(0) = zo € X.

Dann gilt 79(1) = 71(1) und ~o ~ 77 rel {0,1}.

Kor. Seiv:[0,1] — Y ein geschl. Weg homotop zu einem

konstanten Weg rel {0,1}. Dann ist jeder Lift ¥ : [0, 1] — X auch
ein geschl. Weg und homotop zu einem konstanten Weg rel {0, 1}.

Kor. Sei Y ein wegzshgder Raum, p: X — Y eine wegzshgde
nichttriviale Uberlagerung. Ist yo € Y, so gilt 71 (Y, y0) # 1.

Kor. RP? % 52, da die Quotientenabb. S — §%/~ = RP? eine
nichttriviale Uberlagerung und S? einfach zshgd ist.

Prop. Die Abbildung p: R — S, ¢ — 2™ ist eine Uberlagerung

von S'. Bezeichne fiir geschl. Wege f : [0, 1] HJS'l mit

£(0) = f(1) = €° mit f die Liftung von f mit f(0) = 0. Dann ist
deg:m1(S',0) > 2Z, [fl— f(1)eZ

ein Gruppenisomorphismus.

Def. Jede stetige Abbildung f : S1 — S ist homotop zu einer

Abbildung f : St — S mit f(e”) = €. Diese kann als geschl. Weg

in S! aufgefasst werden. Der Abbildungsgrad von f ist deg f € Z.

Prop. deg(z+— z": St — S1) = n fiir alle n € Z.

Kor (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante
Polynom mit komplexen Koeffizienten besitzt eine Nullstelle in C.

Def. Ein topol. Raum X heifit lokal wegzusammenhingend,
falls fiir alle x € X und Umgebungen U, C X von z eine wegzshgde
Umgebung V, C U, von z existiert.

Satz (Liftungstheorem). Sei p: X — Y eine Uberlagerung,

W wegzshgd und lokal wegzshgd, f: W — Y stetig, zg € X, wg € W

mit yo = p(z0) = f(wo). Dann existiert eine stetige Abbildung

f:W = X mitpo f= fund f(wo) = xo genau dann, wenn
Je(m1(W,wo)) C im(ps : m1(X, 20) — m1(Y,90)).

In diesem Fall ist die Liftung f eindeutig.

Def. Eine Decktransformation einer Uberlagerung p: X — Y ist
ein Hom6omorphismus ¢ : X — X mit p o ¢ = p. Thre Menge bildet
mit der Abbildungs-Komposition eine Gruppe Deck(p).

Kor. Seien p: X — Y eine Uberlagerung, zo,z1 € X mit
p(xo) = p(x1). Ist X einfach zshgd und lokal wegzshgd, so gibt es
genau eine Decktransformation ¢ : X — X mit ¢(zo) = 1.

Def. Eine Uberlagerung p : X — Y heifit universell, falls p
surjektiv, X einfach zshgd und lokal wegzshgd ist.

Prop. Seien p: X — Y und p’ : X’ — Y univ. Uberlagerungen.
Dann gibt es einen Homéomorphismus ¢ : X — X’ mit p’ o ¢ = p.

Fiir p : (X,z0) — (Y,%0) eine universelle Uberlagerung und
g =[] € m1(Y,yo0) sei 4 der Lift von vy mit v(0) = xg. Sei
g € Deck(p) die eindeutige Decktransformation mit g4 (x0) = (1).

Prop. VU : 7 (Y,y0) — Deck(p), g — ¢4 ist ein Gruppeniso.

Prop. Seip: X — Y eine Uberlagerung, X wegzshgd und lokal
wegzshgd und G < Deck(p) eine Untergruppe. Angenommen, fiir alle
y € Y und zo,x1 € p~*(y) existiert g € G mit g(xo) = 21.

Dann gilt G = Deck(p).

Def. Eine Wirkung oder Operation einer Gruppe G auf einem
Raum X ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Autrep X.

Notation. Statt ¢(g) schreibt man auch ¢4 oder g.

Def. Der Orbitraum der Gruppenwirkung von G auf X ist

X/G=X/~ mit z~y <= JgeG: gx)=uy.
Def. Eine Gruppenwirkung ¢ : G — Aut(X) heifit eigentlich
diskontinuierlich, falls jeder Punkt € X eine Umgebung U

besitzt, so dass gilt: Vg € G : ¢g(U)NU #0 — g=ce.

Prop. Sei X zshgd, lokal wegzshgd, G — Aut(X) eine eigentlich
diskontinuierliche Wirkung. Dann ist p : X — X/G eine
Uberlagerung mit Decktransformationsgruppe G.

Satz. Sei X einfach zshgd und lokal wegzshgd. Die Gruppe G wirke
eigentlich diskontinuierlich auf X. Dann gilt fiir jeden Basispunkt
Yo € Y = X/G 7I'1(Y,y0) ~ .

Bspe. o m (S)=m (R/Z)~Z, e m1(S' xS\ =m(R?/Z*)~2&7Z,
o 1 (RP?) = 71(82%/(Z/2)) = Z/2

Def. Ein topologischer Raum X heifit semilokal einfach zshgd,
falls jedes x € X eine Umgebung U, C X besitzt, sodass

iy 2 ™ (Ug,z) = m1 (X, z) (wobei i : Uy — X die Inklusion
bezeichnet) trivial ist.

Bspe. Semilokal einfach zshgd:
Nicht semilokal einfach zshgd:

e Simplizialkomplexe, e Mften
e Hawaiianischen Ohrringe

Satz. Sei Y wegzshgd und lokal wegzshgd. Dann besitzt ¥ genau
dann eine univ. Uberlagerung, wenn Y semilokal einfach zshgd ist.
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